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autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  cl  de  la  connaissance  humaine  cl  sont 
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quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
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vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 
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CANBT,  ingénieur  civil,  à  Paris. 

CLAUDE-LAFONTAhE,  banquier,  à  Paris. 

KOLRET,  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

CAOTUIER-VILLARS,  imprimeur-éditeur,  à  Paris. 
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JORDAN,  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 

■ANNREIM,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

DE  IENDIZABAL  TAMBORKL,  à  Mexico. 

MBRCEREAl),  licencié  es  sciences  mathématiques,  à  Paris. 

D'OCAGNE,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

PEROTT  (Joseph  ),  à  Worcester  (  Massachusetts). 

PEBBIX,  ingénieur  en  chef  des  mines,  au  Mans  (Sarlhe). 

POIXCABÉ,  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 

POLIGNAG  (prince  C.  de),  à  Grasse  (Alpes-Maritimes). 

BAFFY,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris. 

SYLOW,  professeur  à  l'Université,  à  Frederikshald  (Norwège). 

TANNERY  (Paul),  directeur  des  manufactures  de  l'État,  à  Paris. 

TARRY,  inspecteur  des  contributions  diverses,  à  Alger. 


ÉTAT 

DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE 

AU  COMMENCEMENT  DE  L'ANNÉE  1895  (•). 


Membres  honoraires  du  Bureau  .... 


MM.  BERTRAND. 
CREMONA. 
DARBOUX. 
HURMITE. 
JORDAN. 


Président MM.  GOURSAT. 


Vice-Présidents 


Secrétaires 
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(')  MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  instamment  priés  d'adresser  an  Secrétariat 
les  rectifications  qu'il  y  aurait  lieu  de  faire  à  cette  liste. 

(*)  La  date  qui  suit  le  nom  d'un  membre  du  Conseil  indique  Tannée  au  com- 
mencement de  laquelle  expire  le  mandai  de  ce  membre. 
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1872.  ACHARD,   ancien  directeur  de  la   Compagnie  d'assurances  sur  la  vie  la  Foncière, 

rue  de  la  Terrasse,  6  bit,  à  Paris. 

1893.  ADAM  (Paul),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  docteur  es  sciences  mathématiques, 

avenue  de  Villars,  2,  à  Paris. 

1881 .     AVICUES,  professeur  au  lycée,  boulevard  du  Musée,  66,  à  Marseille  (Bouches-du-Rhône). 

1894.  ANDRADE,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Pou  liai  n-Duparc,  7,  à 

Rennes  (llle-el- Vilaine). 

1372.     ANDRE  (Désiré),  docteur  es  sciences  mathématiques,  rue  Gay-Lussac,  17,  à  Paris. 

1890.     ANTOMARI,  docteur  es  sciences  mathématiques,  professeur  au  lycée  Carnot,  boulevard 
Malesherbes,  141,  à  Paris. 

1879.     APPELL,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Le  Verrier, 6, 
à  Paris. 

1892.  ARNOCX  (G.),  ancien  officier  de  marine,  aux  Mées  (Basses-Alpes). 

1881 .  ASTOR,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  place  Victor-Hugo,  1 1,  à  Grenoble  (Isère). 

1882.  AUTOMNE,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  place  d'Helvétie,  7,  à  Lyou  (Rhône). 
1894.  BALITRAXD,  lieutenant  du  génie,  a  Montpellier  (Hérault). 

1886.     RARREREXA,  ingénieur  topographe,  à  San-Salvador. 

1389.     BECHIN  (Maurice),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  de  Bourgogne,  4<>,  à 
Paris. 

1874.  RKNOIST  (Adolphe),  docteur  en  droit,  place  du  Ch&telet,  3,  à  Chalon-sur-Saône  (Saône- 

et-Loire). 

1875.  RERDELLE,  ancien  garde  général  des  forêts,  à  Rioz  (Haute-Saône). 

1873.  RERTRAND  (Joseph),  secrétaire  perpétuel  de   l'Académie  des  Sciences,  membre   de 

l'Académie  française,  rue  de  Tournon,  4>»  Paris. 

1872.  BIENAYIR  (Arthur),  directeur  du  matériel  au  Ministère  de  la  Marine,  à  Paris. 

1888.  RIOCUB,  professeur  au  collège  Stanislas,  rue  Vavin,  5,  à  Paris. 

1875.  RISCHOFFSURIM,  membre  de  l'Institut,  rue  Taitbout,  3,  à  Paris. 

1890.  BJBRkNKS,  professeur  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1891.  IL t TEL,  docteur  es  sciences  mathématiques,  professeur  au   lycée  Condorcet,   rue 

Claude-Bernard,  65,  à  Paris. 

1892.  BONAPARTE  (prince  Roland),  avenue  d'iéna,  10,  à  Paris. 

1886.     BRAULT  (A.),  boulevard  de  Toulouse,  36a,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1874.  BRIOSCHI,  sénateur  du  royaume  d'Italie,  directeur  de  l'École  Polytechnique,  à  Milan 

(Italie). 

1872.  BRISSE  (Ch.),  professeur  à  l'École  Centrale,  rue  Vauquelin,  18,  à  Paris. 

1873.  BROCARD,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  Ville-Haute,  75,  à  Rar-le-Duc  (Meuse). 

1886.  RRINEL,  «professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1893.  BIRRUARDT,  privat-docent  à  l'Université,  Grûuer  Weg,  4,  à  Gœttingue  (Allemagne). 

1894.  CA1IE\,  professeur  au  lycée  Lakanal,  avenue  d'Orléans,  23,  à  Paris. 

1893.     CALIURERA,  professeur  à  l'Université,  via  Macqueda,  a3o,  à  Palerme  (Italie). 

1888.     CAXET  (Gustave),  ingénieur  civil,  directeur  de  l'artillerie  à  la  Société  des  Forges  de  la 
Méditerranée,  rue  Viguon,  3,  à  Paris. 

1885.  CAROiX,  professeur  de  géométrie  descriptive,  rue  Claude-Bernard,  82,  a  Paris. 

1892.  CAROXNET,  docteur  es  sciences  mathématiques,  avenue  de  Villiers,  10,  à  Paria. 

1887.  CARVALLO,  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Courty,  1,  à  Paris. 
1887.  CASPARY,  professeur  à  l'École  d'Architecture,  Gcntliinerstrasse,  fa,  à  Berlin  (Allemagne). 
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1890.     CEBEBCBELTZ  (baronne  Nanny,  née  de  Lagerborg),  à  Helsiugfors  (Finlande). 

1892.  CELLÊBIEB  (Gustave),  boulevard  de  Port-Royal,  48,  a  Paris. 

1887.  CEBBOTI,  professeur  à  l'Université,  à  Rome  (Italie). 

1888.  CflAILAN  (Edouard),  rue  Berthollet,  i4,  à  Paris. 

1893.  CBARLIAT,  ingénieur  des  arts  et  manufactures,  rue  de  Paradis,  46»  ■  Paris. 

1881 .  Cil! IN,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  avenue  de  l'Aima,  12,  à  Paris. 

1884.  CHRYSTAL,  professeur  à  l'Université,  à  Edimbourg  (Ecosse). 

1875.  CLAOBR-LAFONTAINE,  banquier,  rue  de  T révise,  3?,  à  Paris. 

1872.  C0LLIGN0N,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées, rue  des  Saints-Pères,  28,  à  Paris. 

1890.  G0L0T,  villa  Sully,  à  Arcacbon  (Gironde). 

1875.     C01BEB0VSSE  (de),  professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  et  à  l'École  Centrale, 
rue  Saint-Lazare,  94,  à  Paris. 

1872.     COCBCBLLES,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis,  rue  Gay- 
Lussac,  36,  à  Paris. 

1884.  CRAW  (Thomas),  professeur  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Baltimore  (  États-Unis  d'Amé- 

rique). 

1877.    CBEMONA,  sénateur  du  royaume  d'Italie,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  à  Rome 
(Italie). 

1872.     BARBOUX,  membre  de  l'Institut,  doyen  de  là  Faculté  des   Sciences,  rue  Gay-Lussac. 
36,  à  Paris. 

1885.  DAUTIIKYILLE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

1881.  BEFFOBGES,  chef  de  bataillon  d'infanterie,  attaché  à  l 'Etat-major  du  Ministre  de  la 

Guerre,  boulevard  Latour-Maubourg,  4 1 ,  à  Paris. 

1882.  BELâNN'OY,  sous-intendant  militaire  en  retraite,  à  Guéret  (Creuse). 

1885.  BEMABTRZS,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Lille  (Nord). 

1892.     DEVOULM  (  Alph.),  docteur  en  sciences  mathématiques  et  physiques,  répétiteur  à  l'Uni- 
versité, rue  du  Soleil,  8,  à  Gand  (Belgique). 

1883.  BEBIYTS,  docteur  es  sciences,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Augustins,  35,  à  Liège 

(Belgique). 

1894.     DES  Al  NT,  place  Cormeille,  10,  à  Levalloi^-Perret  (Seine). 

1886.  Dl'XCAX,  professeur  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Baltimore  (Étals-Unis  d'Amérique). 
1872.     BURRANBE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers  (  Vienne). 

1885.     DVCM  (Walther),  professeur  au  Polytechnicuni,  à  Munich  (Bavière). 

1888.  FABBY,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

1891.  FACQtEVBEBfiliE,  professeur  au  collège  de  Parlhenay  (Deux-Sèvres). 

1892.  FEBB  (Henri),  licenciées  sciences  mathématiques,  rue  des  Alpes,  6,  à  Genève  (Suisse). 

1885.     FIELDS  (John),  professeur  de  mathématiques,    Friedlœuderweg,   3i.  à    Goettingue 
(Allemagne). 

1893.  FLRUBY,  ancien  chef  d'institution,  rue  de  la  Santé,  46,  à  Paris. 

1881.     FLOQIiET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Saint-Lambert,  17,  à  Nancy  (Meurthe- 
et-Moselle). 

1872.     FLYE  SAINTE-MARIE,  chef  d'escadron  d'artillerie  en  retraite,  ancien  répétiteur  à  l'Ecole 
Polytechnique,  place  Royer-Collard,  à  Vitry-le-François  (Marne). 

1891.     FONTYlOLAYr  (de),  professeur  à  l'École  Centrale,  rue  d'Erlanger,  no,,  Paris-Auteuil . 

1889.  FOLCIE,  professeur  de  mathématiques,  rue  Soufflol,  5,  à  Paris. 

1872.     F6URET,  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,   rue  Washington,  iC,  à 
Paris. 
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1892.     FROLOY  (le  général),  quai  Pierre-Falio,  10,  à  Genève  (Suisse). 

1872.     GARIEL,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  professeur  à  la  Faculté  de  Médecine, 
rue  Édotiard-DetaiNe,  6,  à  Paris. 

1872.  GAUTHIER-VILLARS,  éditeur,  quai  des  Grands-Augustins,  j5,  à  Paris. 

1890.  GEBIJA,  professeur  libre  à  l'Université,  à  Palerme  (  Italie). 

1872.  GENTY  (E.),  ingénieur  on  chef  des  ponts  et  chaussées,  h  Oran  (Algérie). 

1890.  GENTY  (Max),  enseigne  de  vaisseau,  en  escadre,  à  Toulon  (Var). 

1892.  GENTY  (Paul),  hôtel  Saiiit-Sulpice,  rue  Casimir- Delavigne,  7,  à  Paris. 

1893.  GERARD,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée  de  Lyon. 

1890.  fiERBALDI,  professeur  à  l' Université,  à  Palerme  (Italie). 

1881*     GOl'RSAT,  maître  de  conférences  à  l'École  Normale  supérieure,  boulevard  Arago,  11  a, 
à  Paris. 

1872.  GRAINDOIIGE,  professeur  à  l'Université,  rue  Paradis,  103,  à  Liège  (Belgique). 

1880.  GtCCIA  (Jean),  professeur  a  l'Université,  via  Ruggiero  Settimo,  28,  à  Palerme  (Italie). 

1891.  GlIMARAES,  officier  du  génie,  rue  Garret,  61,  à  Lisbonne  (Portugal). 

1881 .  Gli.YTDER  (  Dr  Sigismond  ),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Munich  (  Bavière). 
1885.     fil Y OU,  membre  de  l'Institut,  capitaine  de  frégate,  rue  de  l'Université,  i3,  à  Paris. 

1873.  HAAG,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 

rue  Chardin,  1,  à  Paris. 

1882.  UAB1CU,  directeur  de  l'École  des  mines,  à  Lima  (Pérou). 

1894.  HALSTED,  professeur  à  l'Université  du  Texas,  Guad al upe  Street,  2^07,  à  Austin  (Texas). 

1872.     RATON  DE  LA  GOUPILLIÈRE,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  mrnes,  direc- 
teur de  l'École  des  mines,  boulevard  Saint-Michel,  60,  à  Paris. 

1872.  HENRY,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées,  boulevard  St-(£ermaîn,*aa,  à  Paris. 
1882.     HENRY  (Charles),  bibliothécaire  à  la  Sorbonne,  rue  Jean-de-Beauvais,  a,  à  Paris. 

1892.  UERMANN,  libraire-éditeur,  rue  de  la  Sorbonne,  8,  à  Paris. 

1873.  HERMITE,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  la  Sor- 

bonne, 2,  à  Paris. 

1893.  HI01X,  professeur  en  retraite,  rue  des  Fossés  Saint-Jacques,  16,  à  Paris. 

1879.  HOLST(Elling),  professeur  àl'Écolc  Polytechnique,  Pilestrade,49,àChristiania(Norvège). 
1872.     BOIBIGANT,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  rue  Lecourbe,  88,  à  Paris. 

1872.  HUGO  (Comte  L.),  traducteur  au  Ministère  des  Travaux  publics,  rue  des  Saints-Pères, 

i^,  à  Paris. 

1880.  UUXBERT,  ingénieur   des   mines,   répétiteur  à    l'École  Polytechnique,   rue   de  l'Ar- 

cade, a4>  a  Paris. 

1881.  IMIER,  directeur  des  études  à  l'École  Centrale,  rue  Montgolfier,  1,  à  Paris. 
1887.     ISSALY  (l'abbé),  rue  Margaux,  16,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1873.  JANIN,  chef  d'escadron  au  i5e  régiment  d'artillerie,  à  Douai  (Nord). 

1872.    JAVARY,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'École 
Polytechnique,  rue  du  Cardinal-Lemoine,  1,  à  Paris. 

1889.  J0NQGIÈRE  (Alfred),  docteur  en  philosophie,  rue  Fédérale.  10,  à  Berne  (Suisse). 

1872.     JORDAN,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Varenne,  48, 
a  Paris. 

1872.    J0UFFRET,  lieutenant-colonel  d'artillerie,  à  Bourges  (  Cher). 

1875.    JUNG,  professeur  à   l'Institut  technique  supérieur,  via  Principe    Umberto,  7,  à   Mi- 
lan (Italie). 

1890.  K0II  (Gustaf),  maître  de  conférences  à  l'Université  de  Stockholm  (Suède). 
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1802.     IOCH  (  H.  von),  maître  de  conférences  à  l'Université,  EngelbrektsgaUn,  43  B,  à  Stock- 
holm (Suède). 

1880.  kJEXIGS,  maître  de    conférences   à   l'École   Normale  supérieure,  boulevard  de  Port- 

Royal,  72,  à  Paris. 

1881.  LACOR, professeur  de  mathématiques,  boulevard  du  Mont-Parnasse, 96,  à  Paris. 
1873.     LAISANT,  docteur  es  sciences  mathématiques,  avenue  Victor-Hugo,  162,  à  Paris. 
1893.     LANCRLIX,  boulevard  Arago,  97,  à  Paris. 

1875.  LAQUIERE,  ancien  capitaine  d'artillerie,  rue  Edgird-Quiuet,  19,  à  Mustapha  (Algérie). 

1873.  LADTH,  manufacturier,  à  Thann  (Alsace). 

1880.  LEAUTE,  membre  de  l'Institut,  boulevard  de  Cou  réelles,  18,  à  Paris. 

1893.  LECORR0,  ingénieur  en  chef  des  mines,  boulevard  du  Mont-Parnasse,  13,  à  Paris. 

1872.  LE  MOME  (Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Littré,  5,  à  Paris. 

1879.  LE  PAIGR,  professeur  à  l'Université,  à  l'observatoire  de  Cointe,  à  Liège  (Belgique). 

1891.  LERY,  agent  voyer  d'arrondissement,  a  Pontoise  (Seine-el-Oise). 

1872.     LESPIAULT,  doyen  honoraire  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux,  à  Nérac  (Lot-et- 
Garonne). 

1882.  LEVY  (Lucien),  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Condé,  29, 

a  Paris. 

1872.  LEVY  (Maurice),  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées, 

professeur  au  Collège  de  France,  avenue  du  Trocudéro,   i5,  à  Paris. 

1875.     LEZ  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 

1873.  LIGULYE,  professeur  à  l'Université,  à  Odessa  (Russie). 

1877.     L1NDEMANN,  professeur  à  l'Université,  Georgenstrasse,  l\o,  à  Munich  (Bavière). 

1886.     LIÛTVILLB,  ingénieur  des  poudres,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  des  Écoles^ 
6  bis,  à  Paris. 

1880.  LORIS,  aucien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  Faubourg-Saint-Houoré,  186.  à 

Paris. 

1888      LUCAS  (Félix),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  Freycinet,  26,  à  Paris. 

1886.     LYON,  docteur  es  sciences   mathématiques,  chemin  de   la    Roseraie,   26,   à   Genève 

(Suisse). 

•  # 

1882.     MACE  DE  LEPINAY.  professenr  de  mathématiques  spéciales  au    lycée    Henri    IV,    bou- 
levard Saint-Michel,  i4,  à  Paris. 

1875.     MALLOIZEL,  professeur  de  mathématiques,  rue  de  l'Estrapade,  7,  à  Paris. 

1892.  MAXCEOT,  docteur  es  sciences  mathématiques,  quai  des  Comtes  de  Champagne,  29, 

à  Troyes  (Aube). 

1872.     1ASINBEII,  colonel  d'artillerie  en  retraite,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de 
la  Pompe,  11,  à  Paris. 

1884.     MARTIN  (  Artemas),  U.  S.  Coast  and  géodésie  Survey  Office,  Washington  D.  C.  (Etats- 
Unis  d'Amérique). 

1889.  MARTIN  (  Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  professeur  de  mathématiques, 

rue  du  Mont- Par  nasse,  aj,  à  Paris. 

w 

1893.  MtTHE,  professeur  au  lycée,  à  Mont-de-Marsan  (Landes). 

1890.  MASSIEl1,  inspecteur  général  des  mines,  avenue  d'Antin,  18,  à  Paris. 

1894.  MAIN\,  répétiteur  au  lycée,  à  Nantes  (Loire-Inférieure). 

1889.     MRtDIZARAL  TAMROREL  (DE),  membre  de  la  Société  de  Géographie  de  Mexico,  cal  le  de 
Jésus,  i3,  à  Mexico  (Mexique). 

1884.     MERCEREAl,  licencié  es  sciences,  rue  Gay-Lussac,  \ç).  à  Paris. 

1893.     MICHEL,  lieutenant  du  génie,  à  Montpellier  (Hérault). 
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1873.     BITTAC-LEFFLER,  professeur  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1872.  MOUTARD,  inspecteur  général  dos  mines,  examinateur  des  élèves  à  l'École  Polytechnique, 

rue  du  Val-de-Grâce,  9,  à  Pari*. 

1888.     NtkHQPADHYAY  (Asutosh),  professeur  de  Mathématiques,  Russa  Road,  77,  North  Rho- 
waniporo,  à  Calcutta  (Inde). 

1885.     NElIDERfi,  professeur  à  l'Université,  rue  Sclessin,  6,  à  Liège  (Belgique). 

1882.  OCAGNE  (n'),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 

rue  de  Vienne,  5,  à  Paris. 

1873.  OVIDIO  (Eurico  d'),  professeur  à  l'Université,  Corso-Oporto,  3o,  à  Turin  (Italie). 

1893.     PA1MEVE,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  Rennes,  99,  à  Paris. 

1888.     PAPILIER  (Georges),  professeur  de  mathématiques  .spéciales  au  lycée,  rue  de  Re- 
couvrance,  20,  à  Orléans  (Loiret). 

1884.     PARAF,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Toulouse. 

1872.     PARMEYT1ER,  général  du  génie  en  retraite,  rue  du  Cirque,  5,  à  Paris. 

1872.  PARRAN,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  des  Saints-Pères,  56,  à  Paris. 

1884.     PAUTOWIER  (l'abbé),  professeur  au  collège  Stanislas,  rue  Notre-Dame -des-Champs, 
19,  à  Paris. 

1881.     PELLET,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Ballainvilliers,  7,  à  Clermont-Ferrand 
(Puy-de-Dôme). 

1883.  PELLETREAU,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  à  Constantine  (Algérie). 

1874.  PERC1N,  lieutenant-colonel  d'artillerie,  inspecteur  des  manufactures  d'armes,  rue  de 

Vaugirard,  30,  à  Paris. 

1881.  PEROTT  (Joseph),  Université  Clark,  à  Worcester  (Massachusetts). 

1873.  PERRIN,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  Erpell,  5,  au  Mans  (Sarthe). 

1892.  PERRIN  (Élie),  professeur  de  mathématiques,  rue  La  mandé,  7,  à  Paris. 

1887.  PEZZO  (del),  professeur  à  l'Université,  via  Gennaro  Serra,  75,  à  Naples  (Italie). 

1879.     PICARD  (Emile),  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté   des  Sciences,  rue 
SoufQot,  i3,  à  Paris. 

1872.     PICQDET,  chef  de  bataillon  du  génie,  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytech- 
nique, rue  de  Condé,  24,  à  Paris. 

1882.  POINCARE,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  mines,  professeur  à  la  Fa- 

culté des  Sciences,  rue  Claude -Bernard,  63,  à  Paris. 

1882.  POkORNY  (Martin),  directeur  du  lycée  communal,  à  Prague  (Bohème). 
1872.     POLIGNAC (prince  C.  de),  villa  Jessie,  à  Cannes  (Alpes-Maritimes). 
1877.     POtISSET,  professeur  au  lycée,  à  Poitiers  (Vienne). 

1877.*  PRESLE  (de),  sous-intendant  militaire  en  retraite,  rue  Monge,  82,  à  Paris. 

1872.     PITZ,  général  d'artillerie  en  retraite,  rue  Saint-Merry,  98,  à  Fontainebleau  (Seine-et- 
Marne). 

1893.  QGINTARD,  professeur  de  mathématiques,  boulevard  Exelmans,  112,  à  Paris. 
1872.     RADAl),  rue  de  Tournon,  12,  à  Paris. 

1883.  RAFPY,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  et  à  l'École  Normale  supé- 

rieure, rue  Nicole,  7,  à  Paris. 

1893.     R1VEREAD  (l'abbé),  professeur  à  l'Institut  catholique,  à  Angers  (Maine-et-Loire). 

1888.  ROUX  (Gustave),  docteur  es  sciences  mathématiques,  rue  Chanoinesse,  2,  à  Paris. 
1872.     RODET,  ingénieur  des  manufactures  de  l'État,  quai  d'Orsay,  63,  à  Paris. 

1872.     ROIIART,  ingénieur  civil,  boulevard  Voltaire,  1 37,  à  Paris. 

* 

1872.     ROIICBE  (Kugène),  professeur  au  Conservatoire  des  arts  et  métiers,  examinateur  des 
élève*  a  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Geimain,  jj3,  à  Paris. 
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1885.     IMQl'ET,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée,  place  de  l'École-d'Artille- 
rie,  a,  à  Toulouse   (Haute-Garonne). 

1872.     RfCSSBLIH,  professeur  au  lycée  Condorcet,  rue  du  Rocher,  35,  à  Paris. 

1881.     SAUfT-PACL  (Dccupde),  lieutenant-colonel  d'artillerie  en  retraite,  rue  Saint-Sauveur, 
i3,  à  Perpignan  (Pyrénées -Orienta les). 

1889.  SARAZ,  professeur  de  mathématiques,  rue  Saint-Jacques,  330,  à  Paris. 

1872.     SARRAU,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  poudres,  professeur  à  l'École 
Polytechnique, avenue  Daumesnil,  9  bis,  à  Saint-Mandé  (Seine). 

1872.  SARTIACX,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  chef  de  l'exploitation  à  la  Corn- 

pagnie  du   chemin   de  fer  du  Nord,  à  Paris. 

1885.     SAUVAGE,  professeur  h  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille  (Bouches-du -Rhône). 

1881 .     SCILEGEL  (Dr  Victor),  -professeur  à  l'École  technique,  Volmestrasse,  62,  à  Hagen  (Alle- 
magne). 

1881.  SCI0OTE,  professeur  à  l'Université,  à  Groningue  (Hollande). 

1882.  SCLIVAMPr  (Démétrius),  attaché  à  l'Université,  Fontanka,  1 16,  log.  16,  à  Saint-Péters- 

bourg (Russie). 

1883.  SIIART,  lieutenant  de  vaisseau,  répétiteur    à   l'Ecole  Polytechnique,     examinateur 

d'admission  à  l'École  navale,  place  Possoz,  5,  à  Paris. 

1881.  STAIÏOFF  (Alexis),  professeur  à  l'École  de  commerce,  Deribasowskaja,  6,  à  Odessa 

(Russie). 

1879.  STIFIAMS  (Dr  Cyparissos),  professeur  à  l'Université,  a  Athènes  (  Grèce). 

1873.  STOIMCKA,  professeur  à  l'Université,  à  Prague  (Bohème). 
1872.     SYLOW,  professeur  à  l'Université,  à  Frederikshald  (Norwège). 

1872.  TAWNRRY(  Paul),  directeur  des  manufactures  de  l'État,  square  du  Roule,  3,  Paris. 

1875.  TAWNERY  (Jules),  sous-directeur  à  l'École  Normale  supérieure,  rue  d'Ulm,  45,  à  Paris. 

1882.  TARRY  (Gaston),  inspecteur  des  Contributions  diverses,  rue  Clauzel,  à  Alger. 
1872.  TERRIER,  professeur  au  collège  Chaptal,  rue  Larribe,  3,  à  Paris. 

1872.  TISSERAND,  membre  de  l'Institut,  directeur  de  l'Observatoire,  à  Paris. 

1873.  TISS0T,  ancien  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Voreppe  (Isère). 
1893.  TtlXHE,  lieutenant-colonel  d'artillerie  territoriale,  rue  de  Téhéran,  34,  à  Paris. 
1872.  TRESGA,  ingénieur   en  chef  des  ponts  et  chaussées,  boulevard  Inkermann,    37,   à 

Neuilly-sur-Seine  (Seine). 

1872.  YACQOANT,  inspecteur  général  de  l'Université,  boulevard  Saint- Michel,  13,  à  Paris. 

1893.     YALLÉE-POISSIX  (de  la  ),  chargé  de  cours  à  l'Université,  rue  de  Namur,  190,  à  Louvain 
(Belgique). 

1880.  VAÎIRCEÏ  (J.-S.),  professeur  au  lycée,  à  Jicin  (Bohème).  ▼ 

1890.  VASCHY,  répétiteur    et   examinateur   d'admission  à   l'École   Polytechnique,    avenue 

Bosquet,  68,  à  Paris. 

1876.  VICAIRE,  inspecteur  général  des  mines,  rue  Gay-Lussac,  3o,  à  Paris. 
1888.     YITO  VOLTERRA,  professeur  à  l'Université,  à  Pise  (Italie). 

1893.     WAGNER,  professeur  à  l'École  J.-B.  Say,  rue  Pierre  Charron,  1,  a  Paris. 

1880.     WALCKENAER,  ingénieur  des  mines,  boulevard  Saint-Germain,  318,  à  Paris. 

1879.     WBILL,  professeur  au  collège  Chaptal  et  à  l'école  Monge,  19,  rue  Thiers,  au  Vésinet 
(  Seine-et-Oise  ). 

1873.  WEYR  (Dr  Edouard),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Prague  (Bohème). 
1878.     WttlS  RE  R01ILLY,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  Balzac,  7,  a  Paris. 


—    XIV   — 

Date 

de 

l'admliiion. 

1882.     ZAIOIIDSKY    (colonel),    professeur    à    l'Académie    d'Artillerie,   à  Saint-Pétersbourg 

(Russie). 

1890.     ZAREMRA,  docteur  es  sciences  mathématiques,  professeur  au  lycée,  27,  rue  Ménard, 
à  Nîmes  (Gard). 

1881.     ZKUTHEX,  professeur  à  l'Université,  Ostertogade,  10,  à  Copenhague  (Danemark). 


—    XV   — 


Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 


Amsterdam . 
Amsterdam. 
Amsterdam . 

Baltimore.  . 

Berlin 

Berlin 

Berlin 

Berlin 

Bologne. . . . 

Bordeaux..  , 

Bruxelles. . . 

Bruxelles.. . 

Cambridge. 

Christiania. 

Coimbre.  . . 
Copenhague 

CracoTie. . . . 

Delft 

Dresde 

Edimbourg. 
Edimbourg. 
Gand 

Goettingue. 
Hambourg.. 

Harlem 

Helsingfors. 

Kasan 

Kharkov. . . . 


Académie  Royale  des  Sciences  d'Amsterdam. 

Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Revue  semestrielle  des  publications  mathéma- 
tique* (rédacteur  M.  Coelingh,  Stadhou- 
derskade,  (fi). 

American  Journal  of  Mathematics,  publié 
par  l'Université  John  Hopkins  (rédacteur 
M.  Thomas  Craig). 

Académie  des  Sciences  de  Berlin. 

Archiv  fiir  Mathematik  und  Physik  ( rédac- 
teur Dr  Hoppe,  Prinzenstrasse,  69.  S.  W.) 

Jahrbuch  ùber  die  Fortschritte  der  Mathe- 
matik (rédacteur  Dr  Lampe,  Kurfùrsten- 
slrasse,  139). 

Journal  fur  die  reine  und  angcwandte  Ma- 
thematik (rédacteur  M.  Fuchs,  Kronprin- 
zen  Ufer,  il\). 

Académie  des  Sciences  de  l'Institut  de  Bo- 
logue. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles 
de  Bordeaux. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et 
des  Beaux- Arts  de  Belgique. 

Société  scientifique  de  Bruxelles. 

Société  philosophique  de  Cambridge. 

Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab, 
chez  M.  Gammenneyer,  libraire,  Cari 
Johans  Gade,33,  à  Christiania. 

Jornal  de  Sciencias  matematicas  e  astrono- 
mie as  (rédacteur  M.  Gomes  Teixeira). 

Nyt  Tidsskrift  for  Mathematik  (rédacteurs 
MM.  Foldberg  et  Juel). 

Académie  des  Sciences  de  Cracovie. 

Ecole  Polytechnique  de  Delft. 

Zeitschrift  fiir  Mathematik  und  Physik  (ré- 
dacteur Dr  Oscar  Schlômilch). 

Société  Royale  d'Edimbourg. 

Société  mathématique  d'Edimbourg. 

Mathesis  (rédacteurs  MM.  Mansion,  à  Gand, 
et  Neuberg,  à  Liège). 

Société  Royale  des  Sciences  d<>  Goettingue. 

Société  mathématique  de  Hambourg. 

Société  hollandaise  des  Sciences. 

Société  des  Sciences  de  Finlande. 

Société  physico-mathématique. 

Annales  de  l'Université. 


Hollande. 
Hollande. 


Hollande» 

États-Uni» 

d'Amérique. 

Allemagne. 

Allemagne. 


Allemagne. 

Allemagne. 
Italie. 

France . 

Belgique. 

Belgique. 

Grande-Bretagne . 

Norvège. 

Portugal. 

Danemark. 
Autriche. 
Hollande.    ' 

Allemagne. 
Grande-Bretagne. 
Grande-Bretagne . 

Belgique. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Hollande. 

Russie. 

Russie. 

Russie. 


XVI   — 


Kharkov 1  Société  mathématique  de  Kharkov. 


Leipiig. 
Leipzig. 


Londres 

Londres 

Londres 

Luxembourg. 
Marseille.. . . 

Mexico 

Milan 

Moscou 

Munich 

Naples 


INew-Haven 


Odessa.  , 
Palerme. 
Paris.. . , 
Paris. . . , 


Paris. 
Paris. 

Paris. 
Paris. 

Paris. 


Paris.. 

Piso — 

Pise... 

Pise... 

Prague. 

Prague 


Prague 

Rome 

Saint-Pétersbourg. 

Stockholm 

Toulouse 


Upsal. 
Venise. 

Vienne. 
Vienne. 


Zurich 


Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe. 

Mathematische  Annalen  (rédacteur  M.  Félix 
Klein,  à  Goettingue). 

Société  astronomique  de  Londres. 

Société  mathématique  de  Londres. 

Société  Royale  de  Londres. 

Institut  Royal  de  Luxembourg. 

Annale»  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 

Sociedad  cientifica  Antonio  Alzate. 

Institut  Royal  lombard  des  Sciences  et  Lettres. 

Société  mathématique  de  Moscou. 

Académie  des  Sciences  de  Munich. 

Académie  Royale  des  Sciences  physiques  et 
mathématiques  de  Naples. 

Académie  des  Sciences  et  Arts  du  Connec- 
ticut. 

Société  mathématique  d'Odessa. 

Rendiconti  del  Circolo  matent atico. 

Académie  des  Sciences  de  Paris. 

Association  française  pour  l'avancement  des 
Sciences,  à  Paris. 

Société  philomathique  de  Paris. 

Bulletin    des  Sciences    mathématiques  (ré- 
dacteurs MM.  Darboux  et  J.  Tannery). 

Journal  de  l'École  Polytechnique. 

Journal  de  Mathématiques  élémentaires  (ré- 
dacteur M.  G.  de  Longchamps). 

Journal  de  Mathématiques  spéciales  (  rédac- 
teur M.  G.  de  Longchamps). 

Institut  des  Actuaires  français. 

École  Royale  Normale  supérieure  de  Pise. 

Université  Royale  de  Pise. 

Il  Nuovo  Cimento. 

Académie  des  Sciences  de  Prague. 

Casopis  pro  péstovâni  mathematikjr  a  fysiky 
(rédacteur  M.  Edouard  Weyr). 

Société  mathématique  de  Prague. 

Académie  Royale  des  Lincei. 

Académie  Impériale  des  Sciences. 

ActâMathematica(réàact.  M.  Mittag-Lcffler). 

Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Tou- 
louse. 

Société  Royale  des  Sciences  d'Upsal. 

Institut  Royal  vénitien  des  Sciences,  Lettres 
et  Arts. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 

Monatshefte  fur   Mathematik    und   Physik, 

(rédact.  M.  Escherich). 
Société  des  Sciences  naturelles  de  Zurich. 


Russie. 
Allemagne. 

Allemagne. 

Grande-Bretagne . 

Gran  Je-Rretagne . 

Grande-Bretagne . 

Luxembourg. 

France. 

Mexique. 

Italie. 

Russie. 

Bavière. 

Italie. 
États-Unis 

d'Amérique. 
Russie. 
Italie. 
France. 

France. 
France. 

France. 
France. 

France. 

France. 
France. 

Italie. 

Italie. 

Italie. 
Autriche. 

Autriche. 
Autriche. 

Italie. 

Russie. 

Suède. 

France . 
Suède. 

Italie. 
Autriche. 

Autriche. 
Suisse. 


h 


BULLETIN 


DE  LA 


SOCIÉTÉ    MATHÉMATIQUE   DE  FRANCE. 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU   9  JANVIER   1895. 

PRÉSIDENCE  DE   M.    PICQUET. 

La  Société  procède,  en  Assemblée  générale,  au  renouvellement 
de  son  bureau  et  à  l'élection  de  quatre  membres  du  Conseil. 

Sur  la  proposition  de  M.  Laisant,  l'Assemblée,  prenant  en  con- 
sidération l'étude  d'un  projet  d'organisation  de  Congrès  mathéma- 
tiques internationaux,  renvoie  au  Conseil  de  la  Société  l'examen 
de  ce  projet. 

Communications  : 

M.  Lancelin  :  Sur  les  lignes  géodèsiques  des  surfaces  mi- 
nima. 

M.  Mannheim  adresse  la  Communication  suivante  : 

Sur  les  lignes  de  courbure  des  surfaces  du  second  ordre. 

A  la  fin  de  l'intéressante  Communication  qu'il  a  faite  à  la  So- 
ciété mathématique  de  France  (f),  M.  Paul  Adam  dit:  Sur  ces 
ellipsoïdes,  les  lignes  de  courbure  se  correspondent  avec  pa- 
rallélismes  des  plans  tangents. 

Prenons  alors  deux  surfaces  du  second  ordre  (S),  (S'),  sur  les- 

(*)  Voir  Bulletin,  tome  XXII,  page  208. 
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quelles  on  a  les  lignes  de  courbure  C,  C  <|ui  se  correspondent 
avec  parallélisme  des  plans  tangents  à  (S)  et  (S'). 

Circonscrivons  à  (S)  le  long  de  C  une  surface  développable. 
Appelons  mg,  mt  la  génératrice  de  cette  surface  et  la  tangente  à  C 
pour  le  point  m  de  cette  courbe.  Sur  G  au  point  m',  correspon- 
dant à  //?,  soient  de  même  m' g',  m' tf  la  génératrice  de  la  surface 
développable  circonscrite  à  (S;)  le  long  de  Cet  la  tangente  à  cette 
courbe. 

Les  plans  tangents  à  ces  deux  surfaces  développables  successi- 
vement aux  points  correspondants  sur  (S),  (S')  étant  parallèles, 
les  droites  mg,  m1  g  sont  parallèles  et,  par  suite,  comme  leur  étant 
respectivement  perpendiculaires,  dans  des  plans  parallèles,  les 
droites  mt,  mf  tr  sont  aussi  parallèles.  *\insi  : 

Sur  (S),  (S')  les  lignes  de  courbure  se  correspondent  avec 
parallélisme  de  leurs  tangentes. 

Les  axes  de  la  section  faite  dans  (S)  par  un  plan  parallèle  au 
plan  tangent  en  m  sont  parallèles  à  mg,  mt.  De  même  pour  (S') 
coupée  par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  en  m'.  Mais  les  plans 
tangents  en  m,  m'  sont  parallèles  et  les  droites  mg,  mt  sont  pa- 
rallèles à  m' g',  m1  tr,  donc  : 

La  section  faite  dans  (S)  par  un  plan  arbitraire  et  la  section 
faite  dans  (S')  par  un  plan  parallèle  à  celui-ci  sont  des 
courbes  dont  les  axes  sont  parallèles.  De  là,  on  peut  conclure 
que  les  plans  des  sections  circulaires  de  (S)  et  de  (S')  sont  pa- 
rallèles. 

Je  vais  démontrer  directement  cette  propriété.  Comme  on  peut 
transporter  (S)  ou  (S')  parallèlement  à  elle-même  sans  altérer  la 
propriété  relative  aux  lignes  de  courbure  de  ces  surfaces,  suppo- 
sons qu'elles  aient  même  centre  o.  De  ce  point  comme  centre 
décrivons  une  sphère.  Elle  coupe  (S)  suivant  une  courbe  que 
nous  prenons  comme  directrice  d'un  cône  de  sommet  o.  Les  gé- 
nératrices de  ce  cône  rencontrent  à  angle  droit  cette  directrice  et 
alors  un  plan  tangent  à  ce  cône  détermine  dans  (S)  une  section 
qui  a  pour  axe  la  génératrice  de  contact  de  ce  plan  tangent. 

Ce  cône  coupe  (S')  suivant  une  courbe  qui  doit  rencontrer  cette 
génératrice  à  angle  droit  puisque,  d'après  ce  qui  précède,  cette 
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génératrice  est  un  axe  de  la  section  faite  dans  (S')  par  le  même 
plan  tangent  au  cône.  Il  résulte  de  là  que  le  cône  coupe  (S')  sui- 
vant une  ligne  sphérique. 

Parmi  les  sphères  de  centre  o,  prenons  celle  qui  coupe  (S)  sui- 
vant deux  cercles.  Le  cône  précédent  se  réduit  alors  à  deux  plans; 
ceux-ci,  devant  couper  (S')  suivant  une  ligne  sphérique,  la  coupent 
suivant  deux  cercles. 

On  voit  ainsi  que  les  plans  qui  coupent  (S)  suivant  des  cercles 
coupent  aussi  (S')  suivant  des  cercles.  Mais,  comme  on  peut 
prendre  des  surfaces  homothétiques  à  (S)  et  (S')  et  les  transpor- 
ter ensuite  parallèlement  à  elles-mêmes  sans  altérer  la  propriété 
qui  a  servi  de  point  de  départ,  on  peut  dire  : 

Si  des  sur/aces  du  second  ordre  sont  telles  que  leurs  lignes 
de  courbure  se  correspondent  avec  parallélisme  de  leurs  plans 
tangents,  les  plans  de  leurs  sections  circulaires  sont  parallèles. 

Démontrons  maintenant  la  propriété  réciproque  de  celle-ci. 
Pour  cela,  je  vais  d'abord  établir  cette  proposition  : 

Si  des  sur/aces  du  second  ordre  passent  par  deux  cercles 
ayant  même  diamètre,  un  plan  arbitraire  les  coupe  suivant 
des  courbes  dont  les  axes  sont  parallèles. 

Appelons  (S)  la  sphère  qui  contient  ces  deux  cercles  et  (P)  un 
plan  sécant  arbitraire. 

Ce  plan  coupe  les  surfaces  du  second  ordre  suivant  des  coni- 
ques qui  ont  en  commun  les  quatre  points  d'intersection  de  (P) 
et  des  deux  cercles.  Mais  ces  quatre  points  sont  sur  le  cercle  d'in- 
tersection de(P)  et  de  (S).  Il  suffit  alors  de  prendre  les  bissec- 
trices des  angles  formés  par  les  diagonales  du  quadrilatère  qui  a 
ces  quatre  points  pour  sommets,  afin  d'obtenir  le»  directions  des 
axes  des  coniques  passant  par  ces  quatre  poinls.  Ces  courbes  ont 
donc  des  axes  parallèles. 

Aux  surfaces  qui  interviennent  dans  cette  proposition,  on  peut 
substituer  des  surfaces  qui  leur  sont  homothétiques  et  transporter 
celles-ci  individuellement  dans  des  directions  arbitraires;  on  voit 
ainsi  que  : 

Si  des  surfaces  ont  les  mêmes  directions  pour  les  plans  de 
leurs  sections  circulaires,  elles  sont  coupées  par  des  plans  pa- 
rallèles suivant  des  courbes  dont  les  axes  sont  parallèles. 


—  A  — 

Prenons  deux  de  ces  surfaces  (S),  (S')  et  sur  (S)  la  ligne  de 
courbure  C.  Circonscrivons  à  (S)  une  surface  développable  le 
long  de  C.  Au  point///  de  C  la  génératrice  de  cette  surface  est  mg 
et  la  tangente  à  C  est  mt. 

Circonscrivons  à  (S')  une  surface  développable  dont  les  plans 
tangents  sont  parallèles  aux  plans  tangents  de  la  surface  circon- 
scrite à  (S).  Soit  mf  le  point  de  contact  avec  (S')  du  plan  tangent 
à  cette  surface  qui  est  parallèle  au  plan  tangent  en  m  à  (S).  La 
génératrice  m' g'  de  la  surface  développable  circonscrite  à  (S')  est 
parallèle  à  mg.  Cette  droite  m* g'  est  conjuguée  de  la  tangente 
mY  de  la  courbe  de  contact  de  (S')  et  de  la  surface  développable 
qui  lui  est  circonscrite. 

Coupons  (S)  et  (S')  par  un  plan  parallèle  au  plan  langent  en  m 
ou  en  m' .  Les  courbes  d'intersection  ont  des  axes  parallèles  ;  par 
suite  m'g'est  parallèle  à  un  axe  de  la  section  faite  dans  (S')  par  le 
plan  sécant.  La  direction  conjuguée  de  m' g'  lui  est  alors  per- 
pendiculaire; donc  les  génératrices  de  la  surface  développable 
circonscrite  a  (S')  rencontrent  à  angle  droit  la  courbe  de  contact 
de  ces  deux  surfaces  :  cette  courbe  est  donc  une  ligne  de  cour- 
bure de  (S7).  Nous  pouvons  alors  dire  : 

Si  les  plans  des  sections  circulaires  de  surfaces  du  second 
ordre  sont  parallèles f  les  lignes  de  courbure  de  ces  surfaces  se 
correspondent  avec  parallélisme  des  plans  tangents. 

M.  Laisant  présente  la  Note  suivante  : 

Sur  les  courbes  gauches  algébriques  auto -corrélatives; 

Par  M.  Gino  Loria. 

D'après  Pliicker  (*),  on  considère,  dans  les  courbes  planes  algé- 
briques douées  de  singularités  ordinaires,  six  nombres  caractéris- 
tiques :  Tordre  et  la  classe,  les  nombres  de  points  doubles  et  de 
tangentes  doubles,  et  les  nombres  de  points  d'inflexion  et  de  re- 
brousse ment. 

Ces  caractéristiques  sont  évidemment  corrélatives  par  couple; 


(')  Solution  d'une  question  fondamentale  concernant  la  théorie  générale 
des  courbes  {Journal  de  C  relie,  t.  MI;  i83.'|).  Théorie  der  algebraischen  Cur- 
ven  (Bonn,  1H39 ). 
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el  M.  Bioche  (f)  a  prouvé  que,  en  général,  l'égalité  de  deux 
nombres  d'un  même  couple  entraine  l'égalité  des  nombres  des 
deux  autres;  il  y  a  cependant  quatre  courbes  particulières  qui  font 
exception. 

D'après  M.  Cayley  (2),  on  considère,  dans  les  courbes  gauches 
algébriques  douées  de  singularités  ordinaires,  dix  nombres  carac- 
téristiques. Ce  sont  avant  tout  Tordre  m  de  la  courbe,  le  nombre  a 
de  ses  points  de  rebroussement,  le  nombre  c  de  ses  points  doubles 
apparents,  y  compris  les  points  doubles  effectifs  s'il  y  en  a,  et 
l'ordre  d  de  la  courbe  double  de  la  développable  osculatrice. 
Comme  une  courbe  gauche  est  le  noyau  d'un  système  de  points, 
plans  et  droites,  il  y  a  lieu  de  considérer  quatre  autres  nombres, 
dont  les  définitions  sont  corrélatives  à  celles  des  nombres  précé- 
dents et  que  nous  désignerons  respectivement  par  les  lettres  u,  a, 
y,  o.  On  a  encore  deux  nombres  qui  sont  auto-corrélatifs  :  ce  sont 
le  rang  R  de  la  courbe  et  le  nombre  T  des  génératrices  station- 
naires  de  la  développable  correspondante. 

Cela  posé,  le  problème  résolu  par  M.  Bioche  mène  naturellement 
à  se  demander  si,  pour  les  courbes  à  double  courbure,  l'égalité 
de  deux  nombres  corrélatifs  entraine  l'égalité  des  autres.  Essayons 
de  répondre  à  cette  question. 

Rappelons,  à  cet  effet,  qu'entre  les  dix  nombres  définis  ci-des- 
sus ont  lieu  les  six  relations  suivantes,  que  M.  Cayley  a  décou- 
vertes : 

a  =  R(R  —  i)—  ±d  —  3(///  +T),  //i=   K(R-i)-28-3({i  +  T), 

R  =  jx  (  jjl  —  i  )  —  i  y  —  3  a,  R  =  m  (in,  —  i  )  —  'ic  —  3  a, 

/n  +  T-  a  =  3(R  —  ;jl ),     .  (x  -+-  T  —  a  =  3(R  —  m). 

On  en  tire  : 

{x  —  ni  =  d —  o, 

a  —  a  —  i{  \x —  m), 
2(y  —  c)  =  (  [x  —  m)(jji-4-m  —  ;). 

Ces  dernières  égalités  prouvent  que  l'une  des  égalités  u  =  ///, 
i  =  a,  o  =  d  entraîne  les  autres  et  même  y  =  c.  Mais,  si  l'on  part 


(•)  Sur  les  singularités  des  courbes  algébriques  planes  (Bulletin  de  la  Soc. 
Mat  hem.,  t.  XX,  p.  67;  1892). 

(*)  Mémoire  sur  les  courbes  à  double  courbure  et  les  sur/aces  dévelop- 
pables  (Journal  de  Liouvilley  !..  \,  i$ft;  ou  bien  The  coltected  mathematical 
papersy  vol.  I,  p.  207-211;  1889). 
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de  la  supposition  y  =  c>  on  arrive  à  u  =  m  et  ensuite  à  8  =  rf, 
a  =  a,  ou  bien  à  [x  -h  m  =  7.  On  voit  donc  que  l'égalité  de  deux 
nombres  caractéristiques  corrélatifs  entraîne  l'égalité  des  autres, 
excepté  pour  les  courbes  dont  l'ordre  et  la  classe  ont  pour  somme  7. 
Or  l'équation  indéterminée 


m 


-+-  jx=  7 


a  évidemment  huit  solutions.  Il  est  clair  que  les  solutions  (0,7), 
(1,6),  (2,5)  ne  correspondent  à  aucune  courbe  algébrique  simple; 
on  doit  donc  les  exclure,  ainsi  que  les  solutions  corrélatives  (7,  o), 
(6,1),  (0,2).  Restent  les  deux  solutions  (3,4)  et  (4,3).  Or,  on 
sait  qu'une  courbe  gauche  simple  du  troisième  ordre  est  de  la  troi- 
sième classe;  par  conséquent,  la  solution  (3,4)  ne  peut  corres- 
pondre qu'à  une  courbe  plane  et  précisément  à  une  cubique  plane 
douée  de  quatre  points  d'inflexion;  mais  une  telle  courbe  n'existe 
pas  (').  On  prouve  de  la  même  manière  que  la  solution  (4, 3)  ne 
peut  correspondre  à  aucune  courbe  algébrique  simple.  Par  consé- 
quent, on  peut  énoncer  ce  théorème  : 

Dans  toute  courbe  gauche  algébrique,  douée  de  singularités 
ordinaires,  lJ  égalité  de  deux  caractéristiques  corrélatives  en- 
traîne r égalité  des  trois  autres  couples  analogues. 


SÉANCE  DU  23  JANVIER  1895. 

PRÉSIDENCE   DE   M.  GOURSAT. 

Communications  : 

M.  Painlevé  :  Sur  la  transformation  des  équations  de  la 
Mécanique. 

M.  Dcsaint  :  Sur  la  théorie  des  fonctions. 

M.  Humbert  :  Sur  l'extension  du  théorème  de  Ponce  le  t  à  la 
surface  de  Kummer. 

M.  Fouret  :  Remarque  sur  une  Communication  récente  de 
M»  Mannheim. 

M.  Humbert  présente  quelques  observations  sur  le  même  sujet. 


(')   Voir,  par  exemple,  dans  les  Vorlesungen  iiber  Géométrie  von  A.  Clebsch, 
I  Band  (Leipzig,  1876),  le  Tableau  de  la  page  353. 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


MÉMOIRE  SUR  LA  THÉORIE  INFINITÉSIMALE  DES  ÉQUATIONS 

ET  LES  FONCTIONS  IMPLICITES; 

Par  M.  A.  Pellet. 

1.  Nous  dirons  que  les  n  premières  racines  d'une  équation, 
F(x)  =  o,  sont  séparées  dans  le  plan,  lorsque  l'équation  obtenue 
en  y  remplaçant  chaque  coefficient  par  son  module  à  l'exception 
de  celui  de  xn  qui  est  remplacé  par  une  quantité  négative  de 
même  module,  équation  qui  offre  deux  variations  de  signe,  a  une 
racine  positive  simple  r.  Alors  l'équation  F(x)  —  o  a  n  racines 
de  modules  inférieurs  à  r,  et  Ton  peut  former,  d'une  part,  l'équa- 
tion de  degré  n  qui  admet  ces  n  racines,  d'autre  part,  celle  qui 
admet  toutes  les  autres  racines  qui  sont  de  modules  supérieurs 

à  r.  Soit    % 

F(x)  =  ciQ-h  a^x  -+-  atx*-T-. . .  -h  a(Xi-r- 

Posons 

f(x)  =  «o-+-  n\X^-, . .-+-  a n-\  xn~x  -\-  an+x x"+l  -+- .  . ., 

O(X)  =  20  "H  *,  X  -r~.  .  .-r-3,l_1.r"--,-f-  Zn+t  Xn+l  -+-  .  .  .  , 

a,  étant  le  module  de  #/.  On  a 

et  les  n  premières  racines  de  l'équation  F(*r)  =  o  sont  séparées 
dans  le  plan  si  la  fonction  %nxn — s(-z*),  qui  est  négative  pour  x=zoy 
est  positive  pour  les  valeurs  positives  de  x  comprises  entre  /•  etll, 
R  >  r.  Il  est  clair  qu'on  peut  remplacer  dans  o(x)  les  coefficients 
par  des  quantités  positives  supérieures  et  a„  par  une  quantité  po- 
sitive plus  petite;  si  la  nouvelle  fonction  est  positive  pour  des 
valeurs  positives  de  xy  ces  valeurs  rendront  a  fortiori  positive  la 
première. 

Pour  les  valeurs  de  x,  dont  le  module  est  compris  entre  /•  et  R, 
on  a 

/[a.*--*-/! r)|  -  /«„*«-.-  ^--\  -  -  [A^IV  .  ... 
f^a   série  à  double  entrée   du   second   membre  est  absolument 
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convergente  et  on   peut  l'ordonner  suivant  les  puissances  crois- 
santes et  décroissantes  de  x.  Soit  alors 

l¥(x)  =  lanxn-+-  go-k- g\X  -h...-+-  gix* -{-...  -\-hi — h.  . .-+-  ht— :•-+-••  •• 

X  X 


Posons 

G  ( x)  =  gxx  -h  g%x*  + . . . -+-  gtxi-h 

Xi 


•  •  •  y 


\x/        X 


La  série  G(x)  a  un  rayon  de  convergence  égal  ou  supérieur 
à  R,et  H(-)  un  rayon  de  convergence  égal  -ou  inférieur  à  t\  Il 
vient,  passant  des  logarithmes  aux  nombres 

e-*o  ¥(x)  =  anxn  e  xx/  e       ; 

d'où 

(i)  a«jft<î  w-r^F(a?)e         , 

(2;  e-*oF(x)e     vx/  =  anxne 

Ces  deux  égalités  ayant  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x  de  mo- 
dule compris  entre  r  et  R,  les  deux  membres  doivent  être  iden- 
tiques dans  chacune  d'elles.  Or,  les  seconds  membres  sont  des 
séries  holomorphes  en  x,  les  premiers  ne  contiennent  donc  des 

termes  en  -  qu'en  apparence. 

Les  deux  membres  de  l'égalité  (1)  sont  des  polynômes  entiers 
de  degré  n  en  x;  en  égalant  à  o,  on  obtient  l'équation  qui  admet 
les  n  premières  racines  de  F(x)  =  0;  le  produit  de  ces  n  racines 
est  égal  à 

v        '    an 

Les  deux  membres  de  l'égalité  (2)  sont  des  séries  holomorphes 
en  x,  le  degré  du  terme  de  degré  le  moins  élevé  étant  n;  égalant 
à  o  et  supprimant  le  facteur  x",  on  obtient  une  équation  admet- 
tant toutes  les  autres  racines  de  l'équation  F(x)  =  o,  et  récipro- 
quement; le  nombre  de  ces  racines  peut  se  réduire  à  o,  et  leurs 
modules  sont  supérieurs  à  R. 

Si  les  nt  premières  sont  également  séparées  dans  le  plan,  nh  ^>n9 
on  aura 

anix"i  e    KxJ  =  c-s\  ¥(x)  e     l    , 
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gof  Gf(x),  H,(-  )  étant  les  valeurs  correspondantes^  g0,  G(#), 
en  déduit 


H(I).0» 


et  Ton  a  ainsi  sous  deux  formes  différentes,  comme  précédemment, 
l'équation  de  degré  nx  —  /i,  qui  admet  les  n{  —  n  racines  nouvel- 
lement séparées. 

2.  Posons 

an  P(J7)  =  an+x  X  -+-.  .  .-+-  Cln+iXÎ-ir.  .  . , 

\x)        Xn  Xn+*  X 

anT(x)  =  *n+\X  -+•  OLn-hl  X*  -*-...-*- OLn+iXi  -4-..., 

3/1—1 


K\xJ      xn       xn~l 


X 


Le  terme  indépendant  de  x  est  nul  dans  ^— ^  et,  par  suile,  est 
le  même  dans  f^l]' et  [/£>]'_  p/(*)_<Wl). 

Soit  [jl  la  valeur  minimum  de  *:(#)  -i- y  (-  )î  'e  terme  indépen- 
dant de  x  dans    P(#) -f- Q  ( -)  I    a   un   module   plus  petit  que 

p.1'  (  i j^A  et  par  suite,  en  prenant  pour  ^0  le  terme  indépendant 

de  x  dans 

anxn        2\anxn/  i  —  i   \anxn J 

on  commet  une  erreur  s  de  module  plus  petit  que  .  _  ,  (  i  —  ;^•_^i), 
et  il  en  résulte,  pour  le  produit  des  n  premières  racines, 
( —  i)"  —  e~8*,  une  erreur  relative  cz —  i,  de  module  inférieur  à 

Ainsi,  pour  n  quelconque,  on  a 


#»  =  — 


«?,  H»  — ;A) 
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Pour  n  =  i  : 

*0= «i —  + T\ '    l6l<4(T^r)8- 

Pour  n  =  i  : 

a\  a\  a\  a\  '    '     6(i — jjl)  3a 

dans  ce  cas,  on  peut  écrire,  en  ajoutant  des  termes  qui  se  trouvent 
dans  la  suite  des  termes  négligés  avec  des  coefficients  au  moins 
égaux,  de  sorte  que  la  limite  de  l'erreur  est  inférieure, 

^ss,p(_2)_,p.(_2)  +  îw4, 

et  il  en  résulte  pour  valeur  de  la  première  racine 

«il.  \      «î/  \     «i/  «i      J 

a6 

avec  une  erreur  relative  de  module  plus  petit  que  fi     _ — —  • 

3.   On  a 

e«*>  =  [.  +  P(*)]  e(>',        «»(î)  =  [i  +  Q  (i)]  *>® , 

(/(#)  étant  la  partie  contenant  x  à  des  puissances  positives,  et 
*)(-)  la  partie  contenant  x  à  des  puissances  négatives  du  déve- 
loppement de  la  série 

^^p- |(P  -4-  Q)'-  P<-  Q<], 

ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  et  décroissantes  de  x. 
j  étant  un  entier  positif  ou  négatif,  le  coefficient  de  xJ  dans 

[P(*)  +  Q(i)]'-P<(*)-Q<(i) 
a  un  module  inférieur  a 

^(p)y.(-;)^(p)  +  y.Q)]" 
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o  étant  compris  entre  /•  et  R.  Donc,  dans  (j(x)  et  £  (  -  )>  le  coeffi- 
cient de  xi  a  un  module  inférieur  à 


^ o  -y  • 


>-*(p)-x(J) 

et  par  suite  dans  les  fonctions  eJ  x  ,  e^ w,  holomorphes,  Tune  en 
x,  l'autre  en  ->  le  coefficient  de  xJ  a  un  module  plus  petit  que 

u(p)xG) 


i-^(p)-x(^)-i7t(P)x(^) 
Cela  posé,  on  a  l'identité 

D'où 

e*o  e  W=  i  h Vt «  J     î 

i  H-  F  (  *•  ) 

en  ne  retenant  pas  dans  le  second  membre  les  termes  contenante 
à  une  puissance  supérieure  à  o.  Ainsi  ordonnons rn — -suivant 

les  puissances  positives  de  x,  multiplions  par  Q(-  )  et  soit 

la  partie  de  ce  produit  contenant  x  à  une  puissance  nulle  ou  né- 
gative; on  a 

Terreur  absolue  commise  sur  le  coefficient  de  —  ayant  un  module 
inférieur  à 

— — — __ ____ _ . ^-  ^ 

—  *<?>-/(£)■  i-(?>/.(PL) 
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'/'(-)  représentant 


*„  -4- 

0 

t 

1  -h. ..-4--°, 

où  %i  est  égal  au  module  de  a\. 

De  même 

ce*  e      =  i  -i- 

■*"(î) 

en  ne  retenant  pas  dans  le  second  membre  les  termes  contenante 
à  une  puissance  négative.  Désignons  par  P'(x), 

V'(x)  =  ll"n  •+■  a'n+\x  ■+"  an+ixl  "+"  •  •  •  "+"  «A-/ ^' "f"  •  •  -, 

la  partie  de  la  fonction ^ ne  contenant  pas  x  à  une  puis- 

,+Qu) 

sance  négative;  on  a 

l'erreur  absolue  commise  sur  le  coefficient  de  xl  ayant  un  module 
inférieur  à 


k(p)x(J)«'(p> 


>-*(p)-x(-J)-î«(pa(J)  p' 

it'(p)  représentant  la  fonction 

Lorsque  F(x)  est  une  fonction  entière  de  degré  m,  P'(.r)  doit 
être  arrêlé  au  terme  de  degré  m  —  n. 

'ïî'(p)  et  y/(-  )  sont  sensiblement  égaux  respectivement  à  ^(p), 

VCv  )  l°rSflue  [*  cst  petit,  et  Ton  peut  prendre  pour  limite  du  mo- 
dule de  Terreur  commise,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  sur  le  coefficient 
de  xl,  i  entier  positif  ou  négatif,  : £—  p"1,  p  étant  la  valeur  qui 

rend  minimum  la  fonction  n(x)  +  y ;(-  h  lorsque  e  varie  de  r 
àR. 
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On  peut  prendre 

*"['  +  Q'(;)]=» 

pour  l'équation  qui  admet  les  n  premières  racines  de  F(x)  =  o, 
et  i  -f-  lv(^)  =  o  pour  celle  qui  admet  toutes  les  autres,  avec  une 
approximation  d'autant  plus  grande  que  [x  est  plus  petit. 

4.  Si  l'équation  f(x)  =  o  a  fi  racines  de  modules  inférieurs 
à  /*!  et  aucune  dans  l'intérieur  de  la  couronne  comprise  entre 
les  cercles  de  rayon  r{  et  /*2,  r2  étant  supérieur  à  r,  et  au  plus 
égal  au  rayon  de  convergence  de  la  série  holdmorphe  f(x)y  il 
peut  se  faire  que  ces  n  racines  ne  soient  pas  séparées  dans  le  plan  ; 
mais  les  n  premières  racines  de  l'équation  transformée  en  posant 
y  =  xk  seront  séparées  dans  le  plan  pour  toutes  les  valeurs  du 
nombre  À*,  supposé  entier,  supérieures  à  une  certaine  limite. 

Pour  la  facilité  des  calculs,  on  choisit  pour  k  les  puissances 
successives  de  «  ;  méthode  de  Graffet  Carvallo  (thèse  de  M.  Car- 
vallo,  1889). 

On  obtient  la  transformée  en  y  en  eiî'ec tuant  le  produit 

/<*)/(e*).../(o*-t*)f 

8  étant  une  racine  primitive  de  ()*  —  1  =  0.  Après  les  réductions 
ce  produit  est  une  fonction  entière  de  xk,  et  il  suffît  de  changer 
xk  en  y,  pour  avoir  le  premier  membre  de  l'équation  en  y.  Or, 
d'après  un  théorème  de  M.  Weierstrass,  on  a,  pour  les  valeurs  de 
x  de  module  inférieur  à  /*2, 

/(.7-)  =  F(.r)*G^, 

¥(x)  étant  une  fonction  entière  en  2*,  de  degré  /i,  dans  laquelle 
on  peut  supposer  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  x 
égal  à  l'unité  et  G(x)  une  série  holomorphe  convergente  dans 
le  cercle  de  rayon  r2.  Posons 

G ( x )  =  A0 -+-  ff\or  -h  . .  .-i-  bix'  -i- 

La  transformée  de/(x),  en  posant  y  =  xk,  sera  égale  au  pro- 
duit de  la  transformée  de  F(.r),  -7  (y),  par  ckl'*+Q,<}}  où 

Oi (y)  ~-  k(bky  -+- . . . -f-  hkiy*  4- . . .  ). 
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Le  module  de  ift/R'  est  aussi  petit  que  Ton  veut  pour  toutes  les 
valeurs  de  i  suffisamment  grandes,  si  R,  quantité  positive,  est 
plus  petite  que  r2.  On  peut  donc  poser 


*'I<7RÎ 

pour  les  valeurs  de  i  supérieures  à  un  nombre  /<,  R  étant  compris 
entre  t't  et  r2.  Pour  les  valeurs  de  A*  supérieures  à  «,,  les  modules 
des  coefficients  de  Gt(y)  sont  au  plus  égaux  aux  coefficients  cor- 
respondants de  —  /  (  i  —  j-j  •  On  peut  faire  abstraction  du  fac- 
teur ckb*  et  prendre  pour  transformée  de  f(x).  5(y)eQ%xy)\  d'après 
ce  qui  précède,  les  coefficients  de  cette  transformée  ont  des  mo- 
dules inférieurs  aux  coefficients  de  la  fonction 


développée  suivant  les  puissances  croissantes  de '  y\  de  plus,  si 
i  4-  c  est  le  coefficient  de  yn  dans  ce  développement,  c  est  une 

fonction  entière  de  (—  )  »   infiniment  petite  lorsque  À*  tend  vers 

l'infini,  et  le  coefficient  de  y"  dans  J(y)eiil[y)  a  un  module  com- 
pris entre  i  —  cet  i -h  c.  Ainsi,  pour  démontrer  la  proposition, 
il  suffit  d'établir  que  l'équation 


-iyn- 


a    deux   racines   positives   pour  les   valeurs   de  k   suffisamment 
grandes.  Extrayant  la  racine  /iienie,  il  vient 

Vi  g*  —  (  >/*  —  i  Xr  -+-  /f  =  °- 

Celte  équation  du  second  degré  a  deux  racines  positives  pour  les 
valeurs  de  A'  qui  satisfont  à  l'inégalité 


(^-.)î>4M(gy 
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5.   Soit  l'équation 

(n  Xo-f-Xt  y -h..  .-t-Xnyn  -+-...  =  o, 

les  X  désignant  des  séries  holomorphes  en  x,  les  j?  premières  X0, 
X,,  . . .,  X„_,  s'annulant  et  la  (n  -+-  i)ième,  X„,  ne  s'annulant  pas 
avec  x.  Pour  les  valeurs  de  x,  d'assez  petit  module,  les  n  pre- 
mières racines  de  cette  équation  en  y  seront  séparées  dans  le  plan. 
Ordonnons  en  effet  par  rapport  à  a:  et  soit  alors 

(  an  -h  Y0  )yn  -+-  Y,  x  -h  Y,  x*  -+- . . .  =  o 

ce  que  devient  l'équation,  a„  étant  la  valeur  de  Xw  pour  x  =  o. 
Désignons  par  ;  Y/ 1  ce  que  devient  Y/  quand  on  y  remplace  tous 
les  coefficients  par  leur  module.  Cela  posé,  soient^  une  quantité 
ppsitive  rendant  a„ — |  Y0  |  positif  (a„  module  de  an),  et  inférieure 
aux  rayons  de  convergence  des  séries  Yi ,  Y2,  . . . ,  Yw,  . , .  ;  xK  une 
quantité  positive  rendant  positif  ou  nul  le  premier  membre  de 
l'équation 

(a)    ynx  ( *«  ~  I  YJ I)  -  xx  |  YJ  |  -  x\  |  YJ  |  -. .  .-  x\  |  Y/  |  -  . . .  =  o, 

|  YJ|  représentant  la  valeur  de  [  Y/ 1  pour  y  =J'|. 

Pour  les  valeurs  de  x  de  module  inférieur  à  x{J  l'équation  (î) 
a  /*  racines  de  modules  inférieurs  à  ytJ  et  ces  n  racines  sont  sépa- 
rées dans  le  plan.  Presque  toujours,  dans  le  cas  par  exemple  où 
le  premier  membre  de  l'équation  (i)  est  un  polynôme  entier  en  x 
et  y,  il  y  aura  une  valeur  positive  p  de  xK  pour  laquelle  l'équa- 
tion (2)  admettra  une  racine  positive  double  en^,,  v.  Alors,  pour 
xt<^p,  l'équation  (2)  aura  deux  racines  positives  ytJ  y2,  com- 
prenant entre  elles  r,  y *>  v^> y k\  et  pour|  x\<ix{,  l'équation(i) 
a  n  racines  de  modules  plus  petits  que  y^  séparées  dans  le  plan. 
La  méthode  du  n°  1  permettra  de  former  l'équation  de  degré  n 
qui  admet  ces  n  racines.  Toute  fonction  symétrique  et  entière  de 
ces  n  racines  est  développable  suivant  les  puissances  croissantes 
de  x  et  l'erreur  commise  en  négligeant  les  termes  de  degré  supé- 
pérîeur  à  1  a  un  module  inférieur  à 


.-if- 
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A  désignant  la  valeur  que  prend  la  fonction  quand  on  y  remplace 
chaque  racine  par  i>,  et  les  coefficients  par  leur  module. 

6.  Soit  l'équation 

yn  _  xf(y)  =  o, 
où 

f(y)  =  h-hbly-h...^-biyf  -h 

Posons 

?(r)--=  9o-+-pi.r  -+-...-+- p,^'-1-..., 

(5/  étant  égal  ou  supérieur  au   module  de  A,-.  On  pourra  prendre 
pour  j'i  un  nombre  positif  quelconque  inférieur  au  rayon  de  con- 

vergence  de  y(y)\  &\  sera  égal  à    Jx    ;  v  sera  déterminé  par  l'é- 

quation  vf'(v)  -  n<f(v)  =  o  et  p  =  -^  =  ^L— 
En  particulier  considérons  l'équation 

* 

y  —  x  sin(6  -\- y)  =  o. 


Soit  p  l'angle  compris  entre  o  et  -  ayant  même  sinus  en  valeur 
absolue  que  b;  on  a 


?  00  =  sm  ? >-  cos  p 


Pour  y,  =i, 

~rl-\  =  2  >  o,5i4. 

L'équation  en  v  devient 

1 ;   -4-  ...  H ;    -. r .  -+-  .  .  •   ) 

2  2 .  /|  I  .  2  .  .  .  (  2  l  —  2  ) .  2  «  / 

P  (-r  •*"••• H ; — ^ ^ — : \  "*"•••  )• 

\$  1.2 (21  —  IJ.(2f-t-l)  / 


COS 


[i  tendant  vers  o,  v  tend  vers  (3  tang(3)à,  et  p  vers  l'unité.  Ainsi 
p  varie  entre  o,  5i  et  i  ;  on  sait  que  Laplace  a  montré  que  le  rayon 
de  convergence  de  la  fonction  y  est  supérieur  à  o,(362. 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU  6  FÉVRIER  1895. 


PRESIDENCE  DE  11.  GOl'RSAT. 


Communications  : 

M.  Bioche  :  Sur  les  sur/aces  du  troisième  degré  qui  admet- 
tent pour  ligne  asymptotique  une  cubique  gauche. 

M.  Goursat  :  Sur  une  formule  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques. 

M.  Balitrand  adresse  une  Note  Sur  le  développement  des  coor- 
données d'un  point  dans  le  mouvement  relatif  et  sur  la  cour- 
bure des  lignes  orthogonales. 

M.  Goursat  transmet  une  Note  de  M.  Berdellé,  intitulée  Etudes 
d'A  rith  métiq  ue  figu  rée . 


SÉANCE  DU  20  FÉVRIER   1895. 


PRESIDENCE    DE    M.    COURSAT. 


Elections  : 


Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  Lémeray, 
présenté  par  MM.  Laisant  et  Touche;  MM.  Fontes  et  Maillet, 
présentés  par  MM.  Humbert  et  d'Ocagne;  M.  Bord,  présenté  par 
MM.  Goursat  et  Painlevé. 

Communications  : 

M.  Raffy  :  Sur  certaines  équations  qu'on  intégre  en  les  diffè- 
re ntian  t. 

M.  Goursat  présente  quelques  observations  à  ce  sujet. 

M.  H.  von  Roch  adresse  une  Note  Sur  un  théorème  de  S  fief- 
tjes  et  sur  les  fonctions  définies  par  des  fractions  contint/es. 

M.  Maillet  adresse  une  Note  intitulée  Extension  du  théorème 
de  Fermât  sur  les  nombres  polygones. 


XXUI. 


'2 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  UNE  FORMULE  DE  LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES; 

Par  M.  E.  Goursat. 

\ .  A  la  page  35g  du  Traité  des  fonctions  elliptiques  d'Hal- 
phen (t.  II),  on  Irouve  une  formule  remarquable,  généralement 
attribuée  à  Weierstrass,  et  qui  donne  immédiatement  l'intégrale 
générale  de  l'équation  d'Euler.  Celte  formule  est  la  suivante.  Soit 
R(;r)  un  polynôme  du  troisième  ou  du  quatrième  degré,  n'ayant 
que  des  facteurs  linéaires  simples, 

désignons  par  ^2,  g3  les  deux  invariants 

^,  =  a0ak  —  4«|fl3-f-  3af, 

gz  =  a0«2rt4-h  iaxa%a%  —  a\  —  tt0aj  —  a\ak. 

et   par  pu  la  fonction    elliptique  de  Weierstrass  qui  satisfait  à 
l'équation  différentielle 

(p'w),  =  4p'm  — #îP"  — /Çv 

Si  Ton  remplace  dansp/f  la  variable  u  par  l'intégrale  de  pre- 
mière espèce 

-r 


dx 

1 


le  résultat  de  la  substitution  devient 


R*-+-t/R(*)R(sj 

P  u  — '/ ^ > 

'  ->.(x  —  a)1 

où  l'on  a  posé 

RJ  =        z*(aQT*-h  iaxx-\-ai) 

-H  23t(tf,:r2-t-  iatx  -+■  a3)  ■+■  ciiX*-*-  >.a3x  -f-  tf4. 

Cette  formule  peut  s'établir  par  une  voie  entièrement  analytique 
que  je  vais  indiquer. 
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2.  Considérons  la  relation  du  premier  genre 

et  la  surface  de  Riemann  à  deux  feuillets  qui  correspond  à  cette 
relation.  L'intégrale  de  première  espèce 

r[v'y)  dx 

(2)  "=    /     *      T' 

prise  sur  cette  surface  depuis  une  origine  fixe  (a,  jî)  jusqu'à  une 
limite  supérieure  variable (x,y),  possède  deux  périodes  distinctes 
ci),  co',  et,  quand  on  fait  varier  le  chemin  d'intégration  allant  du 
point  (a,  (ï)  au  point  (x,y),  toutes  les  valeurs  que  peut  acquérir 
l'intégrale  sont  comprises  dans  la  formule 

uQ  étant  Tune  de  ces  valeurs,  et  m,  n  désignant  deux  nombres  en- 
tiers quelconques.  Ces  deux  périodes  co,  w'  ne  dépendent  que  des 
invariants  g2j  ^3  î  en  effet,  imaginons  que  l'on  pose 

Xa?'-f-  ix 

r  =    ; L  , 


vj?  -h  p 


X,  jx,  v,  p  désignant  des  constantes  quelconques;  soit 


R,(ar,)  =  (v;F,-+-p)* 


et  soient  g2,  g\  les  invariants  de  R<  (^').  On  a 

/ri  =#t(Xp  —  kv)4i 

et  l'intégrale  de  première  espèce  devient 

Mais    les    invariants    du    nouveau    polynôme   sous   le    radical 

R  (x') 
.    lj_       i  sont  égaux  à  ceux  de  R,  (xf)  divisés  respectivement 
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par  (ào  —  jjlv)1  et  par  (Àp  —  p)6,  c'est-à-dire  aux  invariants  de 
R(x). 

D'ailleurs,  il  est  clair  que  les  périodes  des  deux  intégrales  sont 
les  mêmes;  on  voit  donc,  en  particulier,  que  les  périodes  de  Tin- 

— -    —  sont  les  mêmes  que  celles  de  l'intégrale  de  pre- 

mi  ère  espèce 

d.r' 


f 


/4  *'3  -  ^y'-  .^3 


car  on  peut  toujours  ramener  la  première  intégrale  à  cette  forme 
normale  par  une  substitution  linéaire. 

Cela  posé,  soit  pu  la  fonction  elliptique  de  Weierstrass  dont 
les  invariants  sont  g2  et  g%y  et  qui  admet,  par  suite,  les  périodes  u> 
et  w\  Si  dansp//  Ton  remplace  u  par  l'intégrale  de  première  espèce 
(2),  le  résultat  de  la  substitution  est  une  fonction  du  point  analy- 
tique (x^y),  ®(x,y),  dont  nous  allons  étudier  les  propriétés. 

Tout  d'abord,  il  est  évident  que  $>(x,y)  est  une  fonction  uni- 
forme sur  la  surface  de  Riemann,  car,  lorsque  le  point  (x,y)  dé- 
crit un  contour  fermé,  u  augmente  d'une  période  et,  par  suite, 
pu  reprend  sa  valeur  initiale.  En  second  lieu,  $>(x,y)  n'admet, 
sur  toute  la  surface  de  Riemann,  que  des  discontinuités,  polaires. 
En  effet,  si  en  un  point  (x0,y0)  'a  valeur  de  //  est  différente  d'une 
période,  pu  est  une  fonction  régulière  de  u  dans  le  voisinage  de 

ce  point;  par  suite  $>(x,  y)  est  une  fonction  régulière  de  x  —  j:0, 

1. 

ou  de  y/x  —  j?0,  ou  de-oudef-J  >  suivant  que  le  point  (x0,y0) 

est  un  point  ordinaire  à  distance  finie,  un  point  de  ramification  à 
distance  finie,  un  point  ordinaire  à  l'infini,  ou  un  point  de  rami- 
fication à  l'infini  (ce  dernier  cas  ne  peut  se  présenter  que  si 
a0=  o).  Si,  en  un  point  (x0,y0),  u  devient  égal  à  une  période,  pu 
devient  infini,  mais  le  développement  de  0>(x,y)  ne  contient  évi- 
demment qu'un  nombre  fini  de  termes  à  exposants  négatifs  dans 
le  domaine  du  point  singulier;  ce  point  est  donc  un  pôle.  On 
conclut  de  là,  d'après  un  théorème  bien  connu,  que  <&(x,y)  est 
une  Jonction  rationnelle  de  x  et  dey. 

Imaginons  que  Ton  ait  tracé  sur  la  surface  de  Riemann  T,  qui 
correspond  à  l'équation  (1),  un  système  de  deux  coupures  a  et  b 
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qui  la  transforment  en  une  surface  simplement  connexe  T'.  Lors- 
que le  point  analytique  {x,y)  décrit  la  surface  simplement  con- 
nexe T',  le  point  qui  figure  la  valeur  de  u  décrit  toute  la  surface 
d'un  parallélogramme  P  construit  sur  les  périodes,  et  il  y  a  cor- 
respondance iinivoque  entre  les  points  des  deux  surfaces  P  et  T'. 
Or  la  fonction  pu  reprend  la  même  valeur  en  deux  points  seule- 
ment du  parallélogramme  P;  par  suite,  Q>(x,y)  ne  reprend  une 
valeur  donnée  A  qu'en  deux  points  seulement  de  la  surface  de 
Riemann.  Comme  le  nombre  des  pôles  d'une  fonction  rationnelle 
$(x, y)  —  A  est  égal  au  nombre  des  zéros,  on  en  conclut  que  la 
fonction  rationnelle  ^>(x,  y)  admet  deux  pôles  du  premier  ordre 
ou  un  pôle  du  second  ordre.  Nous  connaissons  déjà  un  pôle  du 
second  ordre  de  cette  fonction,  le  point  (a,  [3),  car  on  a  pour  ce 
point  u  =  o,  et  pu  admet  le  point  u  =  o  pour  pôle  du  second 
ordre. 

Donc  la  fonction  Q>(jr,r)  reste  finie  sur  toute  la  surface  de 
Riemann,  sauf  au  point  (a,  [3)  qui  est  un  pôle  du  second 
ordre. 

3.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  point  (a,  rfi)  soit  un 
point  à  distance  finie,  distinct  d'un  point  de  ramification.  L'ex- 
pression générale  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  dey,  qui  ad- 
mettent un  seul  pôle  du  second  ordre  au  point  (a,  j3),  est  (') 

A  et  C  désignant  des  constantes  arbitraires,  et  (3,  étant  le  coeffi- 
cient de  (x — a)  dans  le  développement  dey  au  voisinage  du  point 

(3)  y=  ?-+-?,(.*•- a) -+-3,(x--a)*-4-.... 

La  partie  principale  du  développement  de  0>{x,y),  au  voisi- 
nage du  point  (a,  j3),  est  donc 


(')  Appell  et  GornsAT,  Théorie  des  fonctions  atgébrit/ues  cl  de  leurs  inté- 
grâtes, p.  .'|S. 
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D'autre  part,  dans  le  voisinage  de  l'origine,  on  a 

u1       20  28 

quand  on  remplace  u  par  son  expression  en  fonction  de  x,  les 
seuls  termes  du  développement  qui  ne  renferment  pas  de  puis- 
sances positives  de  x  —  a  proviennent  de  —  • 

Du  développement  (3),  on  déduit  successivement 

y  (S  p»  ft»        K         a)   H-.... 

r-ar         p,(a-  — a)    ,    pf  -  P3, 


«         = 


P 


r        pâ  (*•  —  «)       pf-ppS/  ,  1 


»  P  Pi        4?Pi  —  P?  , 

W  .T — a  2  12  p 

,,,  •    __        P«         .      33.      ,    Pî  +  8?3.    , 

7         m*        (.r —  a)1        j-  —  a  12 

Identifions  les  premiers  termes  des  développements  (4)  et  (5); 
nous  trouvons  les  trois  équations 

aGp  =  p«,        aCpi=pptv        A-+-Cpf  =  Pl±_MË!t 
qui  se  réduisent  à  deux  équations  distinctes,  d'où  l'on  tire 

r  _  3         A  _  Pf  +  'Pfr 

2  I  2 

Remplaçons  ^   et  (^  par  leurs  valeurs;  de  l'équation  (1)  on 

tire 

y-y  =  2(a0T3  -h  $a\Xx  -h  3ata7-f-  rc3), 

y/ ->r  y'*  =  &(a*x*  +  iaxx  -4-rtj), 

et,  en  faisant  x  =  a,  j*  =  p,  il  vient 

?pi  =  2(a0*3  -+-  3fï!al  -h  3aja  -h  <?3), 
p}  H-aPPi  =  6(a0atf  H-aai»  -h«î) 

et,  par  suite, 

or022  -+■  ^«ja  -hflr2 

A.   r-.-  > 


-  £J  - 


En  remplaçant   A  et  C  par  ces  valeurs  dans  l'expression   de 
®(xi }')•>  on  trouve,  toutes  réductions  faites, 

(b>  P«-*«*^=ait37yi; 


il  sufGt  d'y  remplacer  ^  par  y  R(a)  et  y  par  y/R  (x)  pour  avoir  la 
formule  de  Weierstrass. 

Les  formules  (a)  et  (6)  sont  entièrement  équivalentes  et,  d'après 
la  démonstration  même,  il  n'y  a  aucune  ambiguïté  possible  pour 

le  signe  à  attribuer  à  chacun  des  radicaux  yR(jr),  y/R(a). 

4.  Les  deux  points  analytiques  (a,  jï)  et  (x, y)  jouent  un  rôle 
tout  à  fait  symétrique  dans  la  formule  (  ()).  Si  Ton  attribue  au  point 
(a,  P)  des  positions  particulières,  on  obtient  des  formules  plus 
simples,  que  l'on  pourrait  établir  directement  de  la  même  façon, 
mais  qui  se  déduisent  aussi  de  la  formule  (6)  comme  cas  limites. 
Supposons,  par  exemple,  que  le  point  (a,  j3)  vienne  en  un  point 
de  ramification  de  la  surface  de  Kiemann;  alors  a  est  égal  à  l'une 
des  racines  p,-  de  l'équation  R(x)  =  o,  et  jï  est  nul.  Le  poly- 
nôme Réadmet  aussi  la  racine  p/  et,  par  la  suppression  du  facteur 
commun  x  —  p/,  la  formule  (())  se  réduit  à 

(;)  pu  =  , 

■JL(J-pi) 

en  posant 

A  =  a0?J  -h  -à ai  0/  -+-  at* 

Si  le  point  (a,  J3)  s'éloigne  à  l'infini,  divisons  le  numérateur  et 
le  dénominateur   de  la  formule  (())  par  a2;  lorsque  le  module  de  a 

croît  indéfiniment,    — '— , a  pour  limite  a,  — ^  a    |)OI,r   I ■  m ï t c» 

3 
<ioX2-\-  '2Cti  x  -+-  «2-  Quant  au  rapport  —  »  il  tend  vers  zéro  lors- 
que R(*r)  est  du  troisième  degré,  et  vers  zh\-;an  lorsque  R(*r)  est 
du  quatrième  degré,  le  signe  devant  être  pris  d'après  le  feuillet 
où  se  trouve  le  pointa  l'infini  considéré.  La  formule  ((>)  devient 
donc 

(«)  pu  = , 


-  ±A  - 

si  a0  =  o,  et 

(9)  pu  =  , 

si  a0  n'est  pas  nul. 

S.  Le  problème  de  l'inversion  consiste  à  exprimer  les  coordon- 
nées (Xj  y)  de  la  limite  supérieure  de  l'intégrale  (2)  au  moyen  de 
la  valeur  u  de  cette  intégrale.  Les  formules,  qui  dépendent  évi- 
demment de  la  limite  inférieure  (a,  j3),  se  déduisent  sans  difficulté 
de  la  formule  générale  (6).  Supposons  d'abord  que  le  point  (a,  [î) 
soit  un  point  à  distance  finie,  distinct  d'un  point  de  ramification. 
On  a  l'identité 

(10)  (UÎ)î-(p7)»  =  (R5)»-R(a:)R(a)  =  (a?-a)*n(Jp,a), 

n(x,  a)  étant  un  polynôme  du  second  degré,  dont  on  trouvera 
l'expression  développée  dans  le  Traité  d'Halphen  (t.  II,  p.  354). 
La  formule  (6)  peut  aussi  s'écrire 

et  Ton  a  les  deux  relations 


on  en  tire 


R*  =  (x  —  a)ïpu  + 
$y  =  (x  —  a)*  j)M  — 


P 

il  (y,  g) 
4P" 


DifTérentions  la  première  relation  par  rapport  à  x,  en  remar- 
quant que  l'on  a 

dpu         ,     du       p'u 

=  P  "  tz  =  -zr  î 


dix        *       dx 
il  vient 

dïl 
dH* 


t  \  dx         V .  H(j7,  u)l  p'  u 

ipu        L  4p*M    J    j- 


ce  qui  peut  encore  s'écrire 


-j—  =  >  (  ^  —  a  )  n  u  -t-  -; h  — — 

^/x  4pa         pu 


/     x  rfR?         ,  ,  àx        pp'u 
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La  relation  (i  1)  esl  du  premier  degré  en  j%  et  Ton  en  tirera  la 
valeur  de  x  exprimée  au  moyen  de  pu,  p'u,  a,  j3.  La  valeur  dey 
se  déduit  ensuite  de  la  relation 

du  __  i  dx 

dx~~  y*         *       du' 

Lorsque  la  limite  inférieure  (a,  (3)  est  un  point  de  ramification, 
à  distance  finie  ou  infinie,  les  formules  se  simplifient.  Les  for- 
mules (7)  et  (8)  montrent,  en  effet,  que  x  est  une  fonction  linéaire 

de  pu,  et  Ton  a  ensuite 

dx 

Enfin,  lorsque  R(x)  est  du  quatrième  degré  et  que  l'on  prend 
pour  limite  inférieure  de  l'intégrale  un  point  à  l'infini  de  ta  surface 
de  Riemann,  on  doit  partir  de  la  formule 

qui  peut  encore  s'écrire 


•ipu  = 


a0x*  -+-  iaxx-+-  at  —^a0y 
U(x) 


aoX1-^  iaxx  -h  at  —  Jct^y 
en  posant 

II(ar)  =  \(a\  —  a0at)x*-t-  4(«i«i  —  a0a3)x  -+-  a\  —  a0a*. 

On  déduit  de  là 

II(:r) 

«o*rî  -H  ia\X  -H  «j  =  pu  -+-  — - —  9 

$pu 

1—  "*(*) 

V«o/  =  pu ; ; 

*^  \pu 

en  différentiant  la  première  équation  par  rapport  à  x,  et  en  tenant 
compte  de  la  seconde,  il  vient 

2(a0x-t-ai)  =  -f-  - —  n'a; 

4PW         pu  * 

on  en  tire 

_  —  iaxpu  -h  ^a,Qp' u  -\-  nxat  —  ao^s 


—  2<i  — 

et  y  est  donné  par  la  formule 

_  dx 

y  "  du 

Les  formules  ainsi  obtenues  sont  identiques,  à  une  pelite  dif- 
férence de  notation  près,  aux  premières  formules  données  par 
Halphen  {Fondions  elliptiques,  t.  I,  p.  120). 


SUR  LE  DÉVELOPPEMENT 

DES  COORDONNÉES  D'UN  POINT  DANS  LE  MOUVEMENT  RELATIF 

ET  SUR  LA  COURBURE  DES  LIGNES  ORTHOGONALES; 

par  M.   Balitrand. 

Considérons  dans  le  plan  deux  axes  rectangulaires  fixes  Ox, 
Oy  et  deux  axes  rectangulaires  mobiles  O'x',  O'r'  qui,  à  l'origine, 
coïncident  avec  les  axes  fixes.  Soit  M  un  point  invariablement  lié 
aux  axes  mobiles  et  soient  x,  y  ses  coordonnées  par  rapport  aux 
axes  fixes.  Soient  M,,  M',  M'  les  positions  qu'il  occupe  au  bout 
de  l'instant  Al  dans  le  mouvement  absolu,  le  mouvement  relatif  et 
le  mouvement  d'entraînement. 

Le  triangle  MM'M,  montre  que  MM,  est  la  résultante  de  MM7 


cl  de  M'M|  ;  de  sorte  qu'en  projetant  sur  les  axes  Ox  et  O^'  on  a 

or  =  dy  -T-  Aj  r. 

les  caractéristiques  0,  d,  A  se  rapportant  aux  déplacements  absolu, 
relatif  et  d'entraînement  et  A,  désignant  ce  que  devient  A  quand 
on  \  remplace  les  coordonnées  .r,  y  (\i\  point   M  parles  coordon- 
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nées  x  H-  dx,  y  -f-  dy  du  point  M'.  En  désignant  par  a  l'angle  que 
fait  Ojjavec  O' x?  et  par  x0y  y0  les  coordonnées  du  point  O'  par 
rapport  aux  axes  Ox,  Oy7  les  formules  de  la  transformation  des 

coordonnées 

rx  =  x0  -h  x  cosa  — y  sina, 

yt  =  yo  -f-  x  sin  a  -+•  y  cos a 

donnent  immédiatement 

Ai  a?  =  A.r -+-  dxcosT.  —  dy  sina  —  <&r, 
±iy  =  A^-h  e/jr  sina  -h  dfj'cosa  —  df^, 

et,  par  suite, 

^  oar  =  dx  -h  A  a*  -h  dx  cos  a  —  rf^sina  —  dx, 
\  oy  =  dy  -h  by  -+-  dx  sin  a  -t-  rf^  cos  a  —  dy. 

Ces  formules  ont  lieu  aussi  bien  pour  des  déplacements  finis 
que  pour  des  déplacements  infiniment  petits,  aussi  bien  pour  le 
cas  où  x  et  y  dépendent  d'une  seule  variable  que  pour  le  cas  où  x 
et  y  dépendent  de  deux  variables.  Supposons  qu'il  s'agisse  d'un 
déplacement  infiniment  petit  et  développons  en  séries  toutes  les 
quantités  qui  entrent  dans  les  formules  (î);  nous  obtenons 


/  ox 


o*  x  -f-    83  x  -+- . . .  =        dx  H di  X  H d*  X  -f-  .  .  . 

1.2  1.2.3  I  .2  1.2.3 

-h  Aj  h A*  x  H \*x  -f-. . . 

1.2  1.2.3 


-'   C*"*- ri*' -*-••) 

( dx-\ */*  .r  -t- . . .  )  -h..., 

i .  i  \  1.2  / 

(2)     l 

-+-  a       [  dx  -\ rf*  x  -f- . . .  ) 

V  i.a  / 

1  (  dy  n rfs  v  -f- . . .  )  -f- . . . . 

I . 2    \    J  1.2         "  / 

On  déduit  de  là,  en  se  limitant  aux  élcmcnls  du  premier  ordre, 


(3) 
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du   second   ordre,  du    troisième  ordre,    etc.,    les   formules   sui- 
vantes : 


GX 


à*x  = 


dx    -\-  lxy 

d*x  -h  \*x  —  'i%  dy, 

rf*.r-hA3:r  —  3«  d*y  —  3  a*  dx, 


*y 

=  dy 

=  d*y 

_4_  a*^  h-  2  a 

rf-T, 

Z*y 

=  d*y 

rf«X 

—  3a<0s 


Les  formules  (3)  s'appliquent  à  un  déplacement  infiniment  pe- 
tit quelconque  et  permettent  de  développer  en  séries  ordonnées, 
suivant  les  puissances  croissantes  de  a,  les  coordonnées  x  t\.y. 
Considérons  le  cas  où  les  axes  Ox  et  Oy  coïncident  avec  la  tan- 
gente et  la  normale  à  une  courbe  et  choisissons  l'arc  de  cette 
courbe  pour  variable  indépendante.  En  désignant  par  p  le  rayon 
de  courbure  de  la  courbe  au  point  O,  les  formules  (3)  se  trans- 
forment dans  les  suivantes  : 


<4) 


.'  Sx          dx                y 
ds           ds                 p 

l   o^          dy         x 
1  ds           ds          p 

1  ù*x       d*x        y  dp        3  dy 
!  ds1        ds*         p   ds        p   ds 

<  l*y  __  d*y        x  dp        3  dx 
ds*         ds*         p  ds         p  dsJ 

ù*x       d3x       4  d*y        ->.   dy  dp 
ds3   ~~  ds*         p   ds*         p*  ds    ds 

y    dx        y  ld*p 
p*  ds        p*  \  ds* 

p  ds/' 

o3  v        d*y        4  dl  x        o.    dx  dp 
ds*        ds*        p   ds*        p*   ds  ds 

3    dy        x   (d*p 
p«  IZï        p*   \ds*   ~~ 

•2    dp\ 

pif)' 

En  désignant  par  x0,  y0,  x0,  y0,  x'I^  y"0,  •••  ce  que  deviennent 

dx     dy    d*x    d*y  ,  ■     .  //\  r 

*>?'&'  ds~*  ~ds*~'  ~ds*~*  "'  Pouvs  =  °i  les  relations  (4)  fourni- 
ront pour  x  et  y  les  développements  suivants,  ordonnés  suivant 
les  puissances  croissantes  de  s  : 


x  =  x0  -+- 


(5) 


(  y  =  yo  +-  (y'o 


-+- 1  — 


t)  '  -  (y- 


yo?'     37i 


? 


o? 


p    /  ri 


•  i 
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Enfin,  les  relations  (3)  conduisent  aux  formules  1res  impor- 
tantes qui  assurent  la  fixité  du  point  M  dans  le  plan  : 

(6)  ûfcr-f-Aa?  =  o,        dy  -h  ±y  =  o, 

el  dans  le  cas  particulier  des  formules  (4)  : 

<*>  S-f--    i  —  r 

Ce  sont  ces  formules  et  les  formules  analogues  pour  l'espace 
qui,  établies  par  M.  Cesaro  {Nom elles  Annales  de  Mathéma- 
tiques, p.  128;  1886),  ont  été  employées  par  lui  avec  tant  de 
succès,  dans  ses  recherches  sur  la  Géométrie  intrinsèque  des 
courbes  gauches  et  des  surfaces  réglées. 

Nous  allons  faire  une  application  des  formules  qui  précèdent 
à  la  théorie  de  la  courbure  des  lignes  orthogonales  dans  le 
plan. 

Courbure  des  lignes  orthogonales.  —  Supposons  que  le  plan 
rapporté  à  deux  systèmes  de  lignes  coordonnées  (u)  et  (t>)  admette 
pour  élément  linéaire  l'expression 

(  1  )  ds*  =  /*  du1  -+-  2  fg  cos  0  du  dv  -f-  g*  dv* . 

Soit  M  un  point  du  plan  correspondant  aux  courbes  (u)  et  (r) 
et  M'  un  point  infiniment  voisin  correspondant  aux  courbes 
(u  4-  du)  el  (i'-f-  dv).  Prenons  comme  axes  mobiles  deux  droites 
issues  du  point  M,  la  droite  Mx  faisant  un  angle  ©  avec  la  tan- 
gente à  la  courbe  (w),  cet  angle  variant  d'ailleurs  d'un  point  à  un 
autre.  Soient  x  et  y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du 
plan  par  rapport  à  ces  axes  mobiles.  Pour  passer  du  point  M  au 
point  M'  infiniment  voisin,  on  peut  se  déplacer  d'abord  suivant 
M  =  const.,  puis  suivant  r  =const.;  on  trouve  alors  les  for- 
mules 

or  =  dx  -\-  g  cosçp  dv  h- y  cos  4*  du- 

-y  (»  -<?')  gd*-y  (l+y)/rf«. 

ty  =z  dy  -±-  g  sin o  dv  -h/  sin ^  du 


r  (- h  o'  \  g  dv  ~-  x  (—  -+-  ty'  J  /du. 
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oM  et  o»,  désignent  les  rayons  de  courbure  des  courbes  (w)  et  (r) 
au  point  M,  et  Ton  a  posé 

^  =  «p  -h  0. 

La  caractéristique  ci  se  rapporte  au  déplacement  relatif  etla  carac- 
téristique o  au  déplacement  absolu. 

Les  formules  (2)  se  simplifient  si  Taxe  M.x  coïncide  avec  la  tan- 
gente à  la  courbe  (//).  II  suffit  de  faire  <p  =  o  dans  les  formules 
(2)  qui,  dans  celte  hypothèse,  se  réduisent  à 


(ox  =  dx  -+-  g  dv  -h/cosô  du  — y  [g h/  —  )  — y  Vf  du, 
\       P"  ?v  / 

oy  =  dy  -+-/sinO  du  •+- x  [g \-f — )  -hxWfdu. 

\     Pu  Pv  J 


Les  formules  (2)  se  simplifient  encore  si  H  =  ->  c'est-à-dire  si 

les  lignes  coordonnées  sont  orthogonales.  Faisons  donc  H  =  ^; 
nous  obtenons 

&r  —  dx  -4-  g  coso  dv  — /"sin  ©  du 

— y  [g  ^r  +f-r)  -yo'(gdv-+-fdu), 

\        p«  pv  / 

oy  =  dy  -+-  g  sin  <p  dv  -h/cos o  du 

-hx  (g  -i  -4-/  Jï)  -+-x?'(gdv-hfdu). 

\        pu  Pv / 


(i) 


Enfin,  l'on  peut  combiner  les  hypothèses  (3)  et  (4)»  c'est-à-dire 

supposer  9  =  o,  i  =  ~;  on  arrive  alors  aux  formules  très  simples 
et  très  importantes 


*          ~i             j            I     dv         .du 
ox=  dx  +  gdv  —y  [g \-  f  — 

\       Pu  Pv  , 

ty  =  dy  +fdu-hx  (g  -^  -+-/-^ 

\       Pu  pv 


du\ 

(5)  {  x     r"  r"' 

du\ 


Si  nous  appliquons  maintenant  les  relations  (6)  du  premier 
paragraphe,  nous  obtenons,  pour  la  fixité  d'un  point,  les  condi- 


-  M   - 


tions  suivantes 


)  au      J  pv       J~  du      J  pv       J 


0  +  ^ 


W 


dx 


*y  .  s* 


=  o, 


dv         pu 
et  pour  l'invariabilité  de  la  direction  /,  m  les  relations 


(7) 


M         fm        j.    A,  dm        fl       rtr., 

au         p„        J  du         p„       J 


dm        gl 


dv 


Pu 


=  o. 


Exprimons  que  les  dérivées  de  /  el  de  m,  fournies  par  les  rela- 
tions (7),  satisfont  aux  conditions  d'intégrabilité 


d  dl 


d    dl 


d    dm         d    dm 


dv  du       du  dv 


d\>   du        du   dv  * 


on  obtient  ainsi 


<») 


/ 


Pv 


dv 


du 


_L  £ +  .£  (/0<)  =  o. 
pu  du       dv  yj     ' 


Opérant  de  même  sur  les  dérivées  de  *r  et  dey  tirées  des  équa- 
tions (6),  on  obtient  les  nouvelles  relations 


(9) 


/gsinO 
pu 


Si  Ton   part  des  relations  (5)  et  que  Ton  opère  de  même,  on 
arrive  aux  formules  suivantes,  très  simples, 


(6') 


àx        fy 

du        pv 

dx  gy 


dv        r        fx 
du      J        pv 


dv 


Pu 


dy 
dv 


gr  __ 


o. 


»« 


•  7') 


)  ou        pv 


dl       g  m 


dv 


Pu 


=  O, 


dm         fl 

dm       gl 

dv         pu 


=  o. 


Ces  formules  constituent  l'extension  au   cas  des  coordonnées 


) 
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curvilignes  orthogonales  des  formules  de  Cesaro,  qui  n'avaient  été 
données  jusqu'ici  que  pour  le  cas  des  coordonnées  rectilignes  or- 
thogonales. Elles  vont  nous  mener  à  des  relations  connues  qui 
sont,  en  quelque  sorte,  les  formules  fondamentales  de  la  théorie 
des  surfaces  de  Codazzi,  dans  le  cas  ou  la  surface  de  référence  est 
plane.  La  méthode  qui  y  conduit  est  d'ailleurs  identique  à  celle 
qui  nous  a  servi  à  établir  les  formules  fondamentales  de  la  péri- 
morphie  et  les  formules  de  Codazzi  {Bulletin  de  la  Société  Ma- 
thématique, 1 894)- 

Opérons  sur  les  formules  (6')  et  (7'),  comme  nous  l'avons  fait 
sur  les  formules  (6)  et  (7);  nous  obtenons 

)  -i  d  ~ 

<8')  /-^-'-Tr^-r--?  =  <>• 

dv  ou         pv  dv       pu  du 

O')  ÔJL=-ÙL,       dl  =  -f£. 

du  pu  dv        pv 

Au  moyen  des  relations  (9'),  la  relation  (8')  peut  s'écrire 

d  1  d  — 

v      '  J     d\>         *     du  pi  pi  ' 

et,  si  Ton  pose 

fdu  =  ds„,         Ar  dv  —  dsv, 

la  relation  (10)  devient 


(«0 


d± 

d±- 

du 

du 

■+■ 

dv 
ds 

dv 

V 

-+■ 

1 

■+- 

! 

dsu 

-   ■       <>• 

Elle  ne  diffère  que  par  les  notations  de  celle  qui  a  été  décou- 
verte par  Lamé  (voir  Journal  de  V École  Polytechnique, 
XXIX0  Cahier,  p.  107,  et  Hertiukd,  Traité  de  Calcul  diffé- 
rentiel, p.  5 fi). 

Observons  enfin  que  les  relations  (9'),  donnant  les  expressions 
des  rayons  de  courbure  pu  et  0,  en  fonction  des  coefficients  de 
l'élément  linéaire,  conduisent  immédiatement  aux  théorèmes  éta- 
blis par  M.  Bertrand  dans  son  Traité  de  Calcul  différentiel, 
p.  5{i  el  suivantes. 
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SUR  UN  THÉORÈME  DE  STIELTJES  ET  SUR  LES  FONCTIONS  DÉFINIES 

PAR  DES  FRACTIONS  CONTINUES; 

Par  M.  H.   von  Koch. 
I. 
Je  me  propose  de  démontrer  d'abord  ce  théorème  : 

Si  h{,  h2,  • .  •  sont  des  fonctions  analytiques  d'un  nombre 
quelconque  de  variables  xt,  x2,  . . . ,  x^  holomorphes  dans  un 
domaine  donné  T,  si  la  série 

(0  2v|Av| 

converge  uniformément  dans  ce  domaine,  et  si 

Q/i(^l»  •  •  ■»**) 

désigne  la  nième  réduite  de  la  fraction  continue 

<«>  ! 

Ai 


Ai 


on  a,  pour  tout  le  domaine  T, 


Aj  -+-. 


•  » 


IimQî/t(T|,  . .  .yXk)  =  Q(#i,  . .  .  ,:r*), 

IimP!n+i(j,,  ...fxu)  =  Pi(Ti xk), 

limQSiV+i(^i,  ...,  Tk)  =  Q,(j?|,  ...,#*), 

P,  Q,  Pl?  Q!  désignant  des  fonctions  holomorphes  dans  T  <jrt/i 
satisfont  à  la  relation 

Q(xu  ...,*&)  Pi(*i»  ...,^a)  — Ql(^l»  ...,•*•*)  P(r,,  ...,***)  =  1. 

On  voit  que  ce  théorème  embrasse  comme  cas  particulier  le 
théorème  de  Stieltjes  (f)  relatif  à  l'oscillalion  de  la  fraction  con- 


(»)  Stieltjbs,   Recherches  sur  tes  fractions  continues  (Annales  de  ta  Fa- 
culté des  Sciences  de  Toulouse,  t.  VIII,  189',  ). 

XX1I1.  3 
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tinuc  (2)  dans  le  cas  où  l'on  a 

les  ai  étant  des  constantes  réelles  et  positives  et  z  une  variable 
complexe. 

Pour  la  démonstration,  remarquons  que  les  formules  de  récur- 
rence 

(3)  i  Qp  =  ApQj>_, -+-Qp_,       (Qo  =  i,Q-!=o) 

(  (p  =  «,  2,  H,  ...) 

mettent  en  évidence  que  Qp+*/>  se  réduit  identiquement  à  Qp, 
quand  on  y  fait 

h?+tp  =  ^p-j-tp-i  = . . .  =  Ap^_j  =  o. 
Or,  dans  le  développement  du  produit 


JJ*1-1-**)' 


v  =  l 


on  retrouve  tous  les  termes  du  polynôme  Qp+a/>.  Donc,  puisque 
ce  produit  se  réduit  à 

P 

[J(i-hAv), 


v  =  l 


quand  on  y  fait  hp+2P  = .  .  -  =  Ap+1  =  o,  on  aura  nécessairement 

p-»-*/»  P 

(4)  Qp^-Q?SfJ  <n-!*vi>-|[(i-4-l*v-). 

v=l  v=l 

Q'v  désignant  ce  que  devient  le  polynôme  Qv  quand  on  y  remplace 
chaque  terme  par  sa  valeur  absolue.  Or,  puisque  la  série  Zv  | /jv  | 
est  supposée  uniformément  convergente  dans  le  domaine  T,  à 
tout  nombre  positif  s  correspondra  un  entier  positifs'  tel  que  le 
second  membre  de  la  formule  (4)  devienne  moindre  que  s  dès  que 
Ton  a  o  =  p',  et  cela  pour  tout  le  domaine  T  et  pour  des  valeurs 
quelconques  de  p\  on  aura  donc  a  fortiori 

I  Q^  ip  -  Q?  i  =  y?* v  -  Qs  <  1  ; 
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donc  les  deux  séries 


1  -+"  2 (  Qlv  ~~  Q,v-J }'         IL (  Q,v+1  ~~  Qlv-! } 


v=l 


v=o 


convergent  uniformément  dans  T  et  représentent,  par  suite, 
certaines  fonctions  Q(#i,  ...,  x/,)  et  Qi(#i,  ...,  #a).  holo- 
morphes  dans  ce  domaine,  ce  qui  prouve  bien  que  les  limites 

lim  Qtn  =  Q,         lim  <)„,+,  =  Qt  * 

sont  des  fonctions  holomorphes  dans  T. 

Puisque  les  Pp  satisfont  à  des  formules  de  récurrence  de  la  même 

forme 

Pp  =  ApPp-,  +  Pp_t        ( P0  =  o,  P_,  =  i) 

(p  =1,2,  3,  ...), 

on  voit  de  la  même  manière  que  Ton  a,  pour  tout  le  domaine  T, 

limPfn  =  P,        KmPSJM-t  =  P,, 

P  et  Pt  étant  des  fonctions  de  xt,  . . . ,  Xk  holomorphes  dans  T. 
Vu  que  les  fonctions  Q2«,   P2/Î1  Qa/i+u  Pa/i+i  sont  liées  par 
l'identité 

Qt/l  Pl/l-M  —  Q»rt-M  Pl/l  =  i» 

il  est  clair  que  leurs  limites  Q,  P,  Q,,  P,  y  satisfont  également  : 

QP,-Q,P  =  i. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

Remarquons  enfin   que  le  polynôme  Qp,  écrit  sous  la  forme 
d'un  déterminant  d'ordre  p 


Qp- 


th 

1 

—  I 

/'. 

1 

—  1 

h, 

I 

• 

• 

• 

I 

>>> 

fournil  le  premier  exemple  d'un  déterminant  infini  qui  prend  deux 
valeurs  différentes  Q  et  Q,  selon  que  son  ordre  indéfiniment 
croissant  p  est  assujetti  à  rester  pair  ou  impair. 


/ 
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II. 


Dans  une  lettre  à  M.  Poincaré,  dont  un  extrait  a  été  publié 
récemment  ('),  j'ai  démontré,  entre  autres,  deux  théorèmes,  qui 
pourront  être  énoncés  en  ces  termes  : 

I.  Si  ^ ,  ©2>  •  •  •  sont  des  fonctions  analytiques  d'un  nombre 
quelconque  de  variables  indépendantes  x{J  x2,  •  •  •>  #*>  si  ces 
fonctions  sont  holomorphes  dans  un  domaine  continu  donné  T, 
et  si  la  série 

(5)  2V,?V! 

converge   uniformément  dans  ce  domaine,  la  fraction  con- 
tinue 

<6>  — -2lt- 


?» 


représente  une  fonction  &(xiy  . ..,  x*)  qui,  dans  tout  le  do- 
maine T,  reste  méromorphe  et  peut  s'exprimer  par  le  quotient 
de  deux  fonctions  ©«  A'  et  A  holomorphes  dans  T. 

II.  Soit  T|  un  domaine  continu  quelconque  situé  tout  en- 
tier en  dedans  de  T  et  tel  que  la  somme  S  de  la  série 

-+-  • 

(7)  S=2)lTvl 

y  satisfasse  à  la  condition 

(8)  S<p, 

p  désignant  un  nombre  positif  suffisamment  petit.  Dans  tout  ce 
domaine  T1?  la  fonction  0(xf,  . ..,  a:*),  définie  par  la  frac- 
tion continue  (6),  restera  nécessairement  holomorphe. 


(»)  Sur  la  convergence  des  déterminants  d'ordre  infini  et  des  fractions 
continues.  Extrait  d'une  lettre  de  M.  H.  Ton  Koch  à  M.  Poincaré.  (Comptes 
rendus,  21  janvier  189.1.) 
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Dans  Fénoncé  précédent,  A  désigne  le  déterminant  infini 


-?i 


i 

i       i 

?s     i 


et  A'  ce  que  devient  A  quand  on  y  supprime  la  première  ligne  et 
la  première  colonne;  ces  déterminants  infinis  A  et  A'  convergent 
absolument  et  uniformément  en  dedans  du  domaine  T,  d'après 
deux  lemmes  que  j'ai  énoncés  dans  la  Note  citée  plus  haut  et 
dont  j'ai  donné  les  démonstrations,  d'ailleurs  très  simples,  dans 
une  Note  présentée  à  l'Académie  des  Sciences  de  Stockholm,  le 
i3  février  1890. 

Dans  la  première  Note,  j'ai  montré  que  le  théorème  II  reste 
certainement  vrai  si  Ton  pose,  dans  l'inégalité  (8),  p  =  |;  dans  la 
seconde,  j'ai  remplacé  celte  limite  par  la  suivante  : 

p  =  log2  =  0,693  l47  l8.  •  •• 

Je  me  propose  maintenant  d'étendre  ces  résultats  en  démon- 
trant que  le  théorème  II  reste  encore  vrai  si  Ton  pose,  dans  Tiné- 

galilé  (8), 

p  =  i. 

Pour  cela,  il  faut  d'abord  démontrer  le  Iemme  suivant  : 

5/63,63,  ...  sont  des  nombres  positifs  quelconques,  la  frac- 
tion continue  d'ordre  v 


(9) 


1  — 


tbt 


1  — 


tb3 


1  — 


•  1  — 


1  —  tb, 


représente  une  fonction  f(t)  développable  sous  Informe 

/(*)  =  l-H/l  t-hftti-h..., 


/v  désignant  un  certain  polynôme  homogène,  à  coefficients  en- 
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tiers  et  positifs,  et  de  degré  v  par  rapport  à  6a,  . .,  6V,  qui 
satisfait  à  l'inégalité 

(10)  /x  <(^i -*- &3 -*-... -*-&v)x        (X  =  i,a,  ...). 

En  effet,  supposons  ce  théorème  valable  pour  une  fraction  de 
la  forme  (9)  d'ordre  v  —  1  ;  nous  aurons 


. î5l 


tùy 


"-.    !_      tÙy,~l 


i  —  tbs 


tyl  étant  un  polynôme  homogène,  à  coefficients  entiers  et  positifs 
et  de  degré  "k  par  rapport  à  63,  b%,  . .  .,  6V« 
De  là  on  conclut  qu'en  posant 

les/x  seront  de  pareils  polynômes  par  rapport  à  62>  b3,  . .  .,  by. 
Il  reste  seulement  à  démontrer  l'inégalité  (10). 
Par  hypothèse,  les  ^x  satisfont  aux  conditions 

+X  <  B\ 

où  Ton  a  posé  B  =  b*  -f-  64  -f- . . .  -+-  6V«  Donc  les  coefficients  dans 
le  développement  de  la  fonction  f(t)  seront  moindres  que  les 
coefficients  correspondants  dans  le  développement  de  la  fonction 

1  1  —  (B 


tbt  i-/(^+B)' 


i— /B 


donc,  a  fortiori,  ils  seront  moindres  que  les  coefficients  dans  le 
développement  de 


ce  qui  conduit  bien  à  l'inégalité  (10). 

Le  lemme,  étant  visiblement  vrai  pour  une  fraction  d'ordre  3, 
se  trouve  donc  démontré  dans  le  cas  général. 

Revenons  à  l'élude  de  la  fraction  (6),  les  sv  étant  des  fonctions 
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de  x,,  ...,.£*  telles  que  la  série  E|'fv|  converge  uniformément 
dansT;  supposons  de  plus 


(h) 


=  2|?vi 


<i 


V  =  J 


dans  tout  le  domaine  Tf . 

Au  lieu  de  (6),  considérons  pour  un  instant  la  fraction  suivante 
(t  désignant  une  variable  auxiliaire) 


F(0  = 


i  — 


'?t 


i — 


*?» 


î  — . 


•  » 


et  désignons  la  vié"c  réduite  de  cette  fraction  par  Fv(f);  d'après 
ce  que  nous  savons,  F(/)etFv(*)sont  des  fonctions  holomorphes 
dans  un  cercle  ayant  l'origine  pour  centre  et  un  rayon  R  suffisam- 
ment petit.  Or  la  relation 


F(0-Fv(O  = 


/v  ?t?l  •  ■  -  ?v+l 

Nv[I^lv+l-^-NvF<v+-»,], 


où  Ton  a  posé 


p(v-»-t)  -_ 


/? 


v-»-t 


I  — 


'?V-HI 


Nv  = 


i — . 


•  > 


i         i 

>?i       i       i 

/o,     i        i 


'?v      l 


montre  que  le  développement  de  F(/)  —  Fv(/)  commence  par  un 
terme  en  P\  en  d'autres  termes,  si  Ton  pose 

F  (0  =  i-+- A,/    -h  A,/   -+-..., 

Fv(0  =  I-4-A'lv,*-4-A,1v,f-4-...> 


on  a 


A,  = 


A,v) 


A     .  —  A,v) 


Mais,  d'après  le  lemme  démontré  tout  à  l'heure,  on  a 
On  a  donc,  d'une  manière  générale, 


|Ax|<S>-        U  =  i,a,3,  ...)• 
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Désignons  maintenant  par  8v(«^i»  •  •  •>  •*"*)  la  vième  réduite  de  la 
fraction  (6).  Nous  aurons 

0v(^i»  •  •  •»*•*)  =  ?iFv(—  0> 

d'où,  en  vertu  de  ce  qui  vient  d'être  établi  et  de  l'inégalité  (i  i), 

Sv 
|0v-»-p(^,i»  •  •  •»  *k)  —  0v(^i»  ..  .»#*)!  <  2I  ?i  I  7ZTs* 

p  désignant  un  entier  positif  quelconque.  Par  là  on  voit  donc 
que,  tant  que  les  variables  xKy  . . .,  Xk  restent  dans  le  domaine  Tt 
satisfaisante  la  condition  (11),  la  réduite  6v(xM  . ..,  Xk)  tendra 
uniformément  vers  une  limite  0(.T|,  ...,  Xk)  et  que  cette  limite 
représente,  dans  tout  le  domaine  Tl?  une  fonction  holomorphe  de 

X\  j   .  .  .,  Xk* 


EXTENSION  DU  THÉORÈME  DE  FERMAT  SUR  LES  NOMBRES  POLYGONES; 

Par  M.  En.  Maillet. 

I. 

On  sait  que  les  nombres  polygones  d'ordre  m  sont  de  la  forme 

2  (art  — a?) -H  a?, 

où  x  est  un  entier  quelconque. 

Cauchy  (')  a   pu  démontrer  le    théorème  de  Fermât    sur   les 
nombres  polygones  en  s'appuyant  sur  le  lemme  suivant  : 

Lemme.  —  Soient  k  un  nombre  impair  pris  à  volonté,  et  s  un 
autre  nombre  impair  compris  entre  les  limites 

(l)  y/M^Ï-l,  /û- 

On  pourra  toujours  résoudre  simultanément  en  nombres  entiers 

(')  Exerc.  de  Math.,  t.  I,  p.  27.*?,  cl  Mémoires  de  l'Institut. 
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■ 

les  deux  équations 

(  k  =  t*  -+-  a*  -t-  v*  -+-  «>*, 
(  s  =  t  -4-  a   h-p  -f-  «>. 

Un  lemme  semblable  (')  a  lieu  quand  k  est  impairement  pair 
et  s  pair  quelconque. 

Legendre  a  conclu  de  ces  deux  lemmes  quelques  théorèmes (2) 
perfectionnant  le  théorème  de  Fermât. 

On  peut  remarquer  que,  plus  généralement,  des  théorèmes 
semblables  ont  lieu  pour  les  nombres  de  la  forme 

a  3 

-  x*  -h  -  x+  y, 

i  i  ' 

où  a  >  o,  a,  p,  y  entiers,  et  où  a  et  (3  n'ont  d'autre  diviseur  com- 
mun que  i  ou  2  et  sont  à  la  fois  pairs  ou  impairs.  Il  suffît  évidem- 
ment de  considérer  les  nombres 

a  3 

(3)  -r'+^. 
'                                                   2  2 

Les  raisonnements  étant  de  tous  points  semblables  à  ceux  de 
Legendre,  nous  pourrons  abréger. 
Soit  un  nombre  A  qui  soit  la  somme  de  quatre  nombres  (3) 

«.      a  »    #     3  «  .     3  *    .     3 

-  t  *  -h  -  f,  -  a1  h-  -  il,  -  i>f  -h  -  i',  -  cvf  -i-  -  iv. 

•2  2  2  2  2  2  2  2 

On  aura 

(4)  A=ï*  +  2*. 

2  2 

Nous  ne  considérerons  que  les  cas  où  A*  et  5  sont  impairs;  les 
cas  où  k  est  impairement  pair  et  s  pair  quelconque  se  traiteraient 
de  même. 

Réciproquement,  A  étant  un  nombre]  donné,  si  l'on  peut  dé- 
terminer k  et  s  de  manière  qu'ils  soient  impairs,  et  satisfassent 
à  (4)  et  (î),  l'application  du  lemme  précité  donnera  au  moins  une 
décomposition  de  A  en  quatre  nombres  de  la  forme  (3). 


(*)  Lkoendrk,  Théorie  des  nombres,  3"  éclit.,  t.  II,  p.  338. 
(')  Ibid.f  p.  35 1  et  suiv.,  théorèmes  Va  IX. 
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Or  les  inégalités 

v/3A  —  a  — 1<  s  <  /T* 

donnent  facilement  sî  A>  2 a 

,5v       —  aa  — 33-i- y/(aa-i-3ft)»— 4g(3a  — f>A)  —  ag-t-  a  y/ft»  -*-  aAa 

2a  a 

On  pourra  prendre  A  assez  grand  pour  qu'on  ail  au  moins  \  va- 
leurs de  s  impaires  consécutives  satisfaisant  à  (5),  \  étant  arbi- 
traire; il  est  même  facile  de  trouver  une  limite  inférieure  de  A  en 
fonction  de  X. 

Soient  s^  s2,  . . .,  $x  ces  valeurs,  ki9  k2,  . . .,  A>  les  valeurs 
correspondantes  de  k,  entières  ou  non,  tirées  de  (4)  • 

(6)  *,=  aA-K 

et 

Considérons  les  nombres  2  A  —  Jï.ç,-. 
i°  a  et  J3  sont  impairs. 

Si  Ton  a 

aA  — -ps/==2À  —  pf/     (moda), 

il  faut,  puisqu'ici  a  et  p  sont  premiers  entre  eux  par  hypothèse. 

Si  —  Sj  =  o     (  mod  a  ). 

Or,  $i  et  Sj  étant  impairs,  Si  —  Sj  est  pair;  par  suite 

$i  —  Sj  =s=  o      (  mod  2  a  ). 

Prenant  alors 

X  £a, 

on  voit  que  a  nombres  consécutifs,  pris  parmi  les  nombres  si7 
s2, . . .,  s\,  donnent  des  valeurs  de  2  A  —  J3s,  incongrues  (mod  a), 
et  par  suite  l'un  d'eux,  a*',  est  lel  que 

2.\—JÏ$'  =  o     (moda). 

Mais  2  A —  fis'  est  évidemment  impair,  en  sorte  que 

2 
est  impair. 
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L'application  du  lemme  précité  à  ces  valeurs  k\  adonnera  une 
décomposition  de  A  en  une  somme  de  quatre  nombres  de  la  forme 
voulue. 

Ce  procédé  donnera  évidemment   autant  de  valeurs  de  A/,  s1 

qu'il  y  a  d'unités  dans  -•  Donc 

Théorème  I.  —  Si  cl  et  $  sont  impairs  et  premiers  entre  eux, 
tout  nombre  A,  supérieur  à  une  certaine  limite  fonction  de 
a  et  £J,  est  la  somme  de  quatre  nombres  de  la  forme 

a  3 

-  x* -h  -  ar         (a  >  o). 

2  2 

On  peut  même  assigner  une  limite  inférieure  de  A  telle  que 
cette  décomposition  ait  lieu  de  p  manières  différentes,  p  étant 
arbitrairement  choisi. 

Si  a=— ,  3  =  ~~  ^ m  ~  x   ,  on  retrouve  le  théorème  V  de  Le- 

2      r  2 

gendre  précité. 

2°  a  est  impairement  pair,  fi  est  pair  quelconque» 

Par  hypothèse  a  et  fi  ont  pour  plus  grand  commun  diviseur  2. 

Si  S|  =  5y(moda),  2A — fisi  et  2A — fisj  ont  même  résidu 
(mod  a). 

Considérons   parmi    les   nombres   impairs  s{,  s2,   ...,   s\  où 

)*>->-  nombres  consécutifs  et  les  nombres  correspondants  de  la 
~  2    2  r 

forme  2  A  —  fis^  Ces  nombres  sont  pairs  et  sont  incongrus  (mod  a), 

car 

2  A  — ■  p  */  es  2 A  —  p  Si     (  mod  a  ) 

donne 

—  Si  =  "  5/      (  mod  -  ) 
2  2  \  2/ 

3     .  « 
et,  puisque  f-  et  -  sont  ici  premiers  entre  eux, 


sss,     (modï) 


ce  qui  est  impossible,  .v,  —  si  étant  pair  et  <  a.  Donc  l'un  de  ces 
nombres   2  A — fis'  est  zz  o  (mod  a),   a   étant   impairement  pair, 


—  u  — 

A-;=  - — ZJLL  sera  impair  si  2 A —  fis'est  impai renient  pair.  Par 


a 
suite 


Théorème  II.  —  On  a  un  théorème  semblable  au  théorème  I, 
a  étant  impairement  pair,  quand  A  est  impair  et  j3  pairement 

pair,  et  quand  A  est  pair  et  [î  impairement  pair  (-  et  °  pre- 
miers entre  eux). 

L'un  de  ces  deux  résultats  comporte  une  extension  partielle  du 
théorème  VI  de  Legendre. 

3°  a  est  pairement  pair,  [3  est  impairement  pair. 
Considérons  encore  parmi  les  nombres  impairs  5,,  j2,  . . .,  s>, 

où  ^-»  -nombres  consécutifs,  et  les  nombres  correspondants 

mm 

de  la  forme  a  A —  JÎ5/.  Les  -  premiers  d'entre  eux  sont  incongrus 
(mod  a),  car  on  aurait  sans  cela 

-  ($i  —  s/)  ==  o     (mod-W 

d'où 

$i  —  5/  ==  o     (  mod  -  j  • 

Dès  lors,  si  ces  -  nombres  sont  tous  =  o  (mod  4)>  ou  si  A  est 

4 

impair,  l'un  d'eux  2  A  —  fis'  est  =  o  (mod  a),  et 

Si  k'  est  impair  on  obtient  une  décomposition  cherchée  du 
nombre  A.  Si  À*'  est  pair  on  considérera 


.r  =  s r  h 

2 


et 


*A-?(^|) 


=  aA-p«'     3  3. 


r  = ^ —  =  — — ^  —  £  =  a 

a  a  -2  2 

À*  sera  impair  et  Ton  obtiendra  encore  la  décomposition  cherchée. 
Donc  : 


_  45  — 

Théorème  III.  —  On  a  un  théorème  semblable  au  théorème  I, 
quand  a  est  pairement  pair,  [3  impairement  pair  et  A  impair 

-  et  °  premiers  entre  eux)  . 


( 


Ce  résultat,  joint  à  l'un  de  ceux  obtenus  au  théorème  II,  équi- 
vaut à  une  extension  complète  du  théorème  VI  de  Le  gendre. 

11  nous  suffira  maintenant  d'indiquer  qu'en  appliquant  le  se- 
cond des  lemmes  précités  on  obtiendra  par  la  même  méthode  des 
résultats  du  même  genre  .comportant  des  extensions  des  théo- 
rèmes VII,  VIII  et  IX  de  Legendre. 

II. 

Des  résultats  analogues  peuvent  s'obtenir  pour  les  nombres  de 

la  forme 

a  3 

-  x*  -h  -  a?1. 

À  2 

H  suffit  de  s'appuyer  sur  le  théorème  suivant  ('),  dû  à  Liou- 
ville  : 

* 

Théorème.  —  Soit  2/i=jc2+/a+52+/2  ;  si  l'on  pose 

.  *IX\  =  x  -\- y -*- z  -+-  ty         ixx  =—  x-t-y  +  z  -+-  ty 

\  iyi  =  x  +  y—  z  —  ty       *y%  =  —  x+y  —  z  —  t, 

iz\  =  x — y-+-z  —  t.        '2*i=  —  x — y  -f-  z  —  ty 
v.tx  =x — y—z-ht,        itt  =  —  ar  —  y  —  z  +  t, 

les  nombres 

xiy    y\>    5i»    *i  î        x*i    y*>    5i>    '* 

seront  entiers  aussi  bien  que  x,  \\  s,  t,  et  l'on  aura,  en  posant 

(8)  Sa?*  =  Sx}  =  Sxf, 

(9)  6/i*  =  Sx*  -h  Sx}  •+-  SxJ. 
Liouville  en  a  tiré  ce  corollaire  : 


(*)  Voir  Le  Besouk,  Exercices  d'Analyse  numérique,  librairie  Lciber  et  Fa- 
raguet,  Paris,  185g,  p.  n3. 


—  40  - 

Corollaire,  —  Tout  nombre  est  la  somme  de  3  bicarrés  au 
plus  (8  <  53). 

En  effet,  soit  6A  -h  r,  (r^5),  un  nombre  quelconque;  on  sait 
qu'on  a 

(io)  k  -p  -+-  g* -+-  A*  -+-  e», 

et  en  remarquant  que  r  est  la  somme  d'au  plus  5  bicarrés  égaux  à 
l'unité,  et  appliquant  la  formule  (9),  on  obtient  6 À  4-  r  sous  la 
forme  d'une  somme  d'au  plus  53  bicarrés. 

Mais  l'on  peut  en  tirer  quelque  chose  de  plus. 

D'après  (8)  et  (9),  le  théorème  précédent  donne 

6/i*=  Sj*+  Sx* -h  Sx*, 

fin    =  Sx^SxJ-f-  Sx| 
simultanément. 

On  aura  donc  simultanément 


/  6/*  =  Sx*   -+-Sx}   -+-SrJ, 
\  6#*=  Sx'*  -h  Sx\*  -+■  Sx',*, 


G/=  Sx»   H- Sx?    ■+■  Sx*, 
(>#  =  Sx'«  -+-  Sx',*  -h  Sx',1, 

(ll)    j  cA*  =  Sx** -h  sa?;* h- Sx;*,      r)A  =  sx*«-hSx*î-+-sx;«, 

[  6e*  =  Sx"'*H-Sx7*-hSx';*t         6e  =  Sx~*-+-  Sx?*-*-  Sxp. 

D'ailleurs,  l'unité  étant  à  la  fois  un  bicarré  et  un  carré,  on  voit 
que  les  deux  nombres 

6(/J  -+-  yr*  -*•  /**  h-  e*  )  -4-  /•,        G(/  +  j|r  +  /t  +  f)  +  r 

seront  respectivement  la  somme  de  8  bicarrés  et  carrés  corres- 
pondants. 

La  forme  de  ces  nombres  suggère  de  suite  l'idée  d'appliquer 
les  lemmes  précités  de  Catichy  cl  Legcndre  :  nous  nous  conten- 
terons d'appliquer  le  lemme  de  Cauchy. 

D'après  ce  lemme  on  peut  déterminer  /,  g,  h  et  e  de  façon 
que  (10)  ait  lieu  en  même  temps  que 

k  et  /  étant  impairs,  pourvu  que 

03)  JW^-~>.  — 1<  /  <  v"ïT. 
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Dès  lors,  posant 


04)  < 


("-; 


6o 

•2 
.    OU 

(     A  =  s*-r6/ 


?x» 

■4- 

Ë 

** 

a 

9. 

s 

7. 

P 

a-h 

P 

r 

— 

'2 

r  -+- 

1 

r  = 

=  r 

'2 

r 

(a>o  et  j3  étant  à  la  fois  pairs  ou  impairs  et  n'ayant  d'autre 
commun  diviseur  que  i  ou  2),  si  Ton  peut  déterminer  k  et  /  en- 
tiers impairs  et  satisfaisant  à  (i3)  et  (  i4),  le  nombre  3  A  sera  la 
somme  de  3  —  5  nombres  de  la  forme 


05) 

et,  en  posant 

(16) 


le  nombre  3  A  -+- r7  sera  la  somme  de  0  —  5-+-/'  nombres  de  la 
même  forme  (i5)." 

D'abord  on  voit  encore,  par  des  inégalités  analogues  à  (5), 
qu'on  peut  prendre  A  assez  grand  pour  qu'on  ait  au  moins  X  va- 
leurs impaires  consécutives  de  /satisfaisant  à  (i3),  X  étant  arbi- 
trairement choisi. 

Soient  /<,  /s,  ...,  l\  ces  valeurs,  k^  k2,  •  •  •  ?  ^x  les  valeurs 
correspondantes  de  A\  entières  ou  non,  tirées  de  (i4)« 

i°  a  et  [3  sont  impairs. 

En  prenant  X^a  et  A  pair,  on  trouve  encore  une  valeur  de  k 
entière  et  impaire,  telle  que  (i/\)  ait  lieu. 

Tout  nombre  pair  3A  est  donc  ici  décomposable  en  3 — 5 
nombres  de  la  forme  (i5).  les  nombres  3A  +  r'(A  pair)  sont 
décomposablés,  d'après  (16),  en  3  nombres  au  plus  de  la  forme 
(i5)  et  l'on  peut  dire  : 

Théorème  V.  —  Soient  a  et  fi  entiers  impairs  et  premiers 

entre  eux;  suivant  que  —  -    aura  avec  6  pour  plus  grand  com- 

mun  diviseur  1 ,  »,  3  ou  (J,  on  peut  prendre  a1  assez  grand  pour 
que  tout  nombre  de  la  forme  6a  -f-  /•" ',  avec  respectivement  «  ~a\ 


/ 
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/•"  égal  à 

o,     i,    a,     3,    4,     5 

o,    a,    4 
o,     3 
o, 

soit  la  somme  d'au  plus  8  nombres  de  la  forme 

Î^+Ë^i  (8<53). 

2  a 

2°  a  est  impairement  pair,  (3  est  pair. 

A  est  pair;  on  pourra  encore  trouver  /  impair  et  tel  que 
A  —  (3  /  =  o  (  mod  a).  Alors 

a 

sera  impair  si  A —  $1  est  impairement  pair. 

De  plus,  ici, sera  pair  ou  impair  suivant  que  j3  sera  im- 

pairement  ou  pairement  pair. 

Théorème  V.  —  Soient  a  impairement  pair,  [3  pair  et  -  et  " 
premiers  entre  eux. 

Quand  $  est  pairement  pair,  suivant  que -,  qui  est  im- 
pair, aura  avec  6  le  plus  grand  commun  diviseur  \  ou  3,  on 
peut  prendre  a1  assez  grand  pour  que  tout  nombre  de  la/orme 
6a  -h  /•"  avec  a^.af  et  respectivement  r*  égal  à 


o.     i,    a,    3,    4»    5 
o,     3, 


soit  la  somme  d'au  plus  8'  nombres  de  la  forme 

?**+£*!  (8'  <  59), 


2  2 


a  -4-  S 

Quand  [3  es*  impairement  pair,  suivant  que — ;— *->  qui  est 

pair,  aura  avec  1 2  /e  /?/i/s  grand  commun  diviseur  2,4*601/12, 
o/ï  /?ei/f  prendre  à!  assez  grand  pour  que  tout  nombre  de  la 
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forme  2 (6a  +  r*)  avec  a^a'  et  respectivement  r"  égal  à 

O,        I,       2,       3,       4;       :"> 
O,       >.,      4 

o,     3 
o 

501/  la  somme  d'au  plus  3  nombres  de  la  forme 

2  2 

3°  a  pairement  pair,  (3  impai rement  pair. 

On  peut  encore  trouver  /  impair  et  tel  que  A  —  [3/=  o(mod  a), 
si  A  impairement  pair.  Si 


notait  pas  impair,  en  posant  l'=l-\ — > 


a  2  2 

est  impair. 

1  .1  +  8 

Ici est  impair. 

Théorème  VI.  —  Soient  ol  pairement  pair,  (3  impairement 

/>air  et  -  et  £  premiers  entre  eux  :  suivant  que  ->  yw*  es* 

impair,  aura  avec  6  le  plus  grand  commun  diviseur  1  ow  3,  ow 
/>e«*  prendre  a'  assez  grand  pour  que  tout  nombre  de  la  forme 
d a -\-  r"  avec  a>a*  et  respectivement  r11  égal  à 

o,     1,     2,     3,     4?     5 
o,     3, 

J0*7  la  somme  d'au  plus  8'  nombres  de  la  forme 

lxk+$x*i  (o'S  59). 


xxiii.  4 
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SUR  CERTAINES  ÉQUATIONS  QU'ON  INTÈGRE  EN  LES  DIFFÉRENTIANT; 

Par  M.  L.  Raffy. 

1.  Étant  donnée  une  équation  du  premier  ordre 

(i)  .r  =  ?(*>/>)> 

son  intégration  revient,  comme  on  sait,  à  celle  de  l'équation  dé- 
rivée 

<•>  '-£+?£• 

Si  Ton  connaît,  en  effet,  l'intégrale  générale 

(3)  F(*,/>,C)  =  o 

de  cette  dernière,  il  suffit,  pour  avoir  celle  de  l'équation  (i),  d'éli- 
miner/? entre  les  équations  (i)  et  (3).  On  a  pu  ainsi  intégrer  les 
équations  dites  de  Lagrange 

dont  un  cas  particulier  est  l'équation  de  Cl  ai  raul  où  f  (p)=p. 

Euler  (*)  a  cherché  quelle  doit  être  la  fonction  <p  (#,/>)  Pour 
que  l'équation  dérivée  (2)  soit  d'une  forme  qui  permette  de  l'inté- 
grer, en  particulier  pour  qu'elle  soit  homogène  ou  linéaire.  Mais 
ses  solutions,  plus  intuitives  que  raisonnées,  sont  loin  d'être 
complètes.  Voici,  par  exemple,  le  raisonnement  qu'il  a  dû  esquis- 
ser à  propos  de  l'équation  (2)  supposée  linéaire,  mais  qu'il  sup- 
prime. 

Si  l'équation  (2)  est  linéaire,  son  intégrale  générale  est  de  la 
forme 

(3)'  Jr:CP'(/>)+w'(/»). 

On  aura  donc 

y=  f pdz=px—j  xdp, 

(•)  lnstitutiones  Calculi  integralis,  1.  I,  Serl.  III,  n0i  695  à  la  fin. 
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ou  bien 

y  =  ^(GPV  m')  -  (CP  h-  ni), 

ou,  en  tirant  C  de  l'intégrale  (3)', 

Pny_OTP' 


=  *(/>- p) 


P' 


11  semble  d'après  cela,  comme  l'affirme  Euler,  que  l'équation 
de  départ  doive  définir  y  comme  fonction  linéaire  de  x  à  coeffi- 
cients arbitraires  en  p;  en  d'autres  termes,  que  ce  soit  une  équa- 
tion de  Lagrange. 

Cette  conclusion  implique  essentiellement  que  l'équation  (2) 
n'ait  pas  d'autres  solutions  que  celles  que  fournit  la  formule  (3)', 
et,  comme  une  équation  linéaire  n'a  pas  de  solutions  singulières, 
cela  revient  à  supposer  que  l'équation  (2)  ne  se  décompose  pas 
en  deux  autres  dont  l'une  serait  une  équation  linéaire.  Or,  soit 
l'équation 

(■)'  y=px-+-x*ty(p). 

En  la  drfférentiant,  on  trouve 


x 


l**^^;  "*"  x*<  (/>H" !  J  =  ° 


Elle  conduit  donc  à  une  équation  linéaire,  bien  que  y  ne  soit 
pas  une  fonction  linéaire  de  x.  On  trouvera  plus  loin  des  exemples 
plus  généraux  où  pareil  fait  se  produit.  Il  y  a  donc  lieu  de  re- 
prendre la  question  par  un  procédé  propre  à  la  résoudre  complè- 
tement. 

2.  Voici  comment  nous  énoncerons  le  problème  : 

Déterminer  le  second  membre  de  V équation 

(0  .r  =  ?(*./>)• 

de  manière  que  l'équation  dérivée 

d©       dz>  dp 
(a)  P  =  -r*   -4-  -I  -f- 

ôx        Op  dx 

assigne  à  -p  une  forme  analytique  donnée  à  l'avance  F  (x,p). 
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Comme  1 

'équation  (a) 

donne 

(4) 

dp  = 

dx 

.P 

et  que  nous 

supposons 

(5) 

dx 

♦0 

*>/>)> 

on  voit  que  la  solution  dépend  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

(6)  t+^*>P>%=P- 

En  traitant  le  problème  de  cette  façon,  nous  n'excluons  pas  la 
possibilité  de  l'existence  d'un  facteur  commun  aux  deux  termes 

de  la  fraction  (4)  qui  représente  -p>  de  sorte  que  notre  équa- 
tion (2)  pourra  se  décomposer. 

Nous  avons  maintenant  à  intégrer  l'équation  (6)  qui  revient  au 
système 

dx dp  rfcp 


(7) 


Hx>p)      p 


En  égalant  les  deux  premiers  rapports,  nous  retrouvons  l'équa- 
tion (5)  qui  est  supposée  intégrable.  Soit 

(8)  x(*,/>)  =  * 

son  intégrale  générale  résolue  par  rapport  à  la  constante.  D'après 
la  théorie  connue,  l'expression  générale  de  cp  sera  de  la  forme 


y(x,p)  =  F[y(x,p)]-+-jpdx1 


où  p  devra  être  tiré  de  l'équation  y  =  a  et  où  l'on  devra,  l'inté- 
gration faite,  remplacer  a  par  %(XiP)\  'e  symbole  F  désigne  une 
fonction  arbitraire  de  y. 

La  solution  la  plus  générale  de  notre  problème  comporte  donc 
une  fonction  arbitraire,  en  outre  de  celles  qu'on  peut  avoir  intro- 
duites par  avance  dans  l'intégrale  (8)  qu'on  se  donne. 

Quant  à  l'équation  différentielle  proposée,  elle  a  pour  intégrale 


•    1 
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générale 

y  =  F(a)-f-  j  p{x,n)dx, 

p  étant  tiré  de  la  relation  yf  (#,  p)  =  a. 

Nous  allons  faire  quelques  applications  de  ces  principes. 

3.  Cherchons  d'abord  quelle  doit  être  la  forme  la  plus  générale 
de  l'équation  (i)  pour  que  dans  l'équation  dérivée  (a)  il  y  ait 
séparation  des  variables  p  et  x  \  P',  si  l'on  désigne  par  P  une 
fonction  de  p  seulement  et  par  P'  sa  dérivée. 

Posons  x  =  P 't  et  écrivons  la  relation  entre  /  et/>,  qui  est  par 
hypothèse  de  la  forme 

(9)  T(t)  +  w(p)  =  %. 

D'après  ce  qui  précède,  nous  devons  prendre 

y(x,p)  =  F(T  -f-m)n-  jpdx  =  F(T-+-tb) -+-/>*  —  fP'tdp. 

On  sait  que  t  doit  être  tiré  de  l'équation  T  -f-  *b  =  a  et  qu'après 
l'intégration  a  devra  être  remplacé  par  T  •+-  m. 

Pour  mettre  le  résultat  sous  forme  entièrement  explicite,  nous 
restreindrons  sa  généralité  (qui  restera  fort  grande  encore)  en 
supposant  m  =  P  ;  en  même  temps,  remplaçons  T  par  une  dé- 
rivée t'.  L'équation  (9)  équivaut  alors  à  7" dt  -f-  P' dp  =  o ,  et 
il  vient 

y(x,p)=  F(x'-h  P)-h/w?-+-  iz'tdt  =  F(x'-f-  P)-hpx-h'z't  —  x; 

d'où  l'on   tire,  en  chassant  la   variable  auxiliaire  l,  une  classe 
étendue  d'équations  répondant  à  la  question  : 

(■o)         y  =  V  [x'(p)  -h  !>(/>)]  +/>*+  p  *'(£)  -t(£). 

On  peut  se  donner  arbitrairement   les  trois  fonctions  P,  t  et  F. 
En  diflférentiant,  on  trouve 


(p  +  F')(<fc'  +  rfP)=o, 


ce  qui  vérifie  notre  analyse  et  met  en  évidence  un  facteur  condui 
sant  à  une  solution  singulière. 
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Signalons,  en  passant,  1'hypolhèse  où  la  fonction  F  serait  pro- 
portionnelle à  son  argument;  elle  donne  l'équation 


;=/ji-f/nP  +  f  ^pj 


analogue  à  celle  de  Clairaut,  mais  plus  générale,  et  dans  laquelle 
rentre,  entre  autres,  l'équation  différentielle  des  coniques  homo- 
focales. 

4.  Le  type  (10)  contient  en  particulier  toutes  les  équations  dont 
la  différentiation  conduit  à  une  équation  homogène  entre  x  et  p. 
En  effet,  dans  une  telle  équation,  il  y  a  séparation  des  variables 
p  et  x  :  p 

p     An-t    °'      y    p)' 

d'où  l'intégrale 

log/> — logx  =  — loga,  -  =  a. 

Nous  devons  donc  prendre  pour  les  fpnetions  P,  m  et  T  précé- 
demment introduites  les  expressions  suivantes 

P=/>,        w=--  —  \ogp,        T  =  Iogx. 

Nous  trouvons  ainsi 

o(x,p)  =  T\^j+px-ftpdp  =  F(jf)+px-  1  Jtxdx. 

Pour  arriver  à  une  forme  entièrement  explicite,  il  convient 
de  poser 

ce  qui  donne 


dt 


-'(£) 


+  px \{tW—t), 


ou,  en  chassant  a  et  x, 

Ainsi,  toutes  les  équations  dont  la  différentiation  conduit  à 
une  équation  homogène  entre  x  et  p  sont  contenues  dans  te 


(II) 


y 


-'(?) 


pH*t)' 
26' 


K) 


oà  8  désigne  une  /onction  arbitraire  de  t,  et  F  une  fonction 
arbitraire  de  son  argument.  Les  accents  indiquent  des  dérivées. 
Si  Ton  supprime  la  fonction  F,  le  second  membre  se  réduit  à 
une  fonction  homogène  et  du  second  degré  de  x  et  de  /?,  quel- 
conque d'ailleurs,  ce  qui  est  la  solution  d'Euler  (toc.  cit.).  On 
voit  que  cette  solution  n'est  pas  la  seule.  On  en  obtient  une 
autre,  particulière  aussi,  mais  d'une  généralité  non  moindre,  en 
prenant 


0  = 


n*v 


(A  =  const.), 


ce  qui  conduit  à  l'équation 


dont  l'intégrale  générale  est 


7=/(«) 


la  fonction  f  reste  entièrement  arbitraire. 
Signalons  en  passant  une  équation  analogue  aux  précédentes  : 

DOC 

y  =  ~  -»-?»(*,/>)> 

le  symbole  cp„  désignant  une  fonction  homogène  et  du  degré  n 
en  x  et  p.  Si  on  l'écrit 

la  différen dation  conduit  à  celle-ci 


n 


n  —  'i      dtr  r  'à         ' 

qui  est  linéaire  par  rapport  à  pn~*.  L'hypothèse  n  =  a  ramène 
naturellement  à  une  équation  homogène  entre  x  et  p. 

5.  Cherchons  maintenant  de  quelle  forme  doil  être  l'équation  (  i) 
pour  que  son  équation  dérivée  soit  linéaire  en  p. 
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La  relation  entre  p  et  x  est,  par  hypothèse, 

/?=  aX'(ar) -h  £'(*)• 

Nous  devons,  d'après  la  théorie  générale,  prendre 

?<*i#o  =  f  (^îir  )  +fpdx  =  F  (nr-)  ^  aX+ î; 

d'où,  en  chassant  a,  on  déduit  l'équation 

sur  laquelle  nous  n'insisterons  pas,  parce  qu'il  suffit  de  prendre 
comme  variable  X  et  de  poser  z  =y  —  £  pour  la  réduire  à 


""i^" 


m 


ce  qui  est  une  équation  de  Clairaut. 


6.  Nous  formerons  enfin  les  équations  dont  la  différentiation 
conduit  à  une  équation  linéaire  en  x,  la  variable  étant  p. 
La  relation  entre  x  elp  est  ici 

x  =  *P'(p)  +  w'(p); 

on  devra  donc  prendre 

?(x,p)=V  (Z^}+fp{*F  +  *)dp 

=  F  (^=7^')  ■+■  *(/>P-  P)  +/>»'-  m, 

d'où,  en  chassant  a,  on  déduit  la  forme  générale  des  équations 
cherchées  : 

(13)  r=F^— --JH-ar^-pJH 

Une  transformation  analogue  à  celle  de  Lcgendre  les  ramène  à 
l'équation  de  Clairaut.  Posons  en  effet  z=y — px-\-m  et  pre- 
nons pour  variable,  non  pas/?,  mais  P;  nous  trouverons 

dz  __    i    dz  _       x  —  ut' 
dV  ~  F  TP~~  F~~  ' 
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de  sorte  que  l'équation  précédente  devient 


-'*w») 


Néanmoins  elle  mérite  d'être  étudiée.  Occupons-nous  d'abord 
de  son  intégration.  En  la  difTérentiant,  on  trouve 

F  — P  \d(x  —  m') 


-l>\d{x-m')       P'  1 

r-[— ^ p7(*--)J=of 


équation  qui  se  décompose  en  deux.  Le  premier  facteur,  égalé  à 
zéro,  fournit  une  solution  singulière.  Le  second  donne  une  équa- 
tion linéaire  dont  l'intégrale  générale  est  bien 

x  =  «P'(/))  +  ra'(/)). 

Celle  de  la  proposée  résultera  donc  de  l'élimination  de  p  entre 
cette  dernière  équation  et  la  proposée  elle-même. 

7.  Deux  cas  particuliers  doivent  être  remarqués.  Soit  d'abord 
©=  o.  Il  vient  ainsi 

<M)  J^=  (/>-£)*  + F  (p)' 

équation  qu'on  intègre  en  lui  adjoignant  la  relation 

x  _ 
p7  —  *• 

Soit  maintenant  P  =/?  ;  on  a  ainsi  l'équation 
(i5)  y  =pw'—  m -h  ¥{x  —  m') 

qu'on  intègre  en  lui  adjoignant  la  relation 


x  —  m'  =  a. 


Or,  cette  dernière  donne  pour  p  une  fonction  de  x  —  a,  de  sorte 
que  l'intégrale  générale  de  (i5)  est  de  la  forme 

De  là  résulte  l'existence  d'une  infinité  d' équations  du  type  (i  5) 
qu'on  intègre  en  y  remplaçant  la  dérivée  p  par  une  constante 
arbitraire.  Supposons,  en  effet,  les  fonctions  F  et  m  telles  que 
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Ton  ail  identiquement 

(16)  pxn'(p)  —  m(p)  =  F(ni'). 
L'équation  (i5)  s'écrira 

(17)  y  =  F(w' )-+■¥{*  —  m')  =  o(x,p) 
et  son  intégrale  générale  sera 

r=F(x-a)+F(«)=<p(j?,C). 

L'équation  de  Clairaut  n'est  donc  pas  la  seule,  comme  on  l'a  cru, 
qui  possède  la  propriété  précitée. 

Pour  former  toutes  les  équations  qui  en  jouissent  et  qui  ren- 
trent dans  le  type  actuel,  nous  avons  à- résoudre  l'équation  (16), 
qui  est  une  équation  de  Clairaut.  Si  Ton  prend  pour  ta  son  intégrale 

générale 

m  —  cp —  F(c), 

w'  se  réduira  à  une  constante  et  l'équation  (i5)  ne  sera  plus  une 
équation  différentielle.  11  faut  donc  recourir  à  la  solution  singu- 
lière qui,  ici  comme  dans  quelques  autres  cas,  est  la  véritable) 
et  poser  p  =  F'  (ro').  Nous  arrivons  ainsi  à  ce  théorème  : 

Toute  équation  de  la  forme 
(17)'  7=  Fr<W/>)]+F[.r -*(/>)], 

dans  laquelle  les  fonctions  F  et  »}  sont  liées  par  la  relation 

a  pour  intégrale  générale 

jr=F(jP-C)-t-F(C)f 

c'est-à-dire  que,  pour  l'intégrer,  il  suffît  d'y  remplacer/?  par  une 
constante  arbitraire. 

Pour  établir  directement  ce  résultat,  diflerentions  la  proposée, 
ce  qui  donne 
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En  vertu  de  l'identité/?  =  F'(^),  celle  équalion  se  réduit  à 


(*-*i>(-2)-°! 


son  intégrale  générale  est  x  —  ty  =  G  et  il  n'y  a  qu?à  remplacer  ^ 
par -à? —  G  dans  l'équation  (17)'  pour  avoir  son  intégrale  déjà 
écrite. 

On  voit  que  l'une  des  fonctions  F  et  ^  est  arbitraire.  Si  l'on  se 
donne  F,  on  déterminera  ty  par  l'inversion  de  l'équation />  =  F'(^). 
Si  l'on  se  donne  <|/,  on  tirera  F',  puis  on  aura  F  par  une  quadra- 
ture. Voici  quelques  exemples  de  ces  deux  procédés. 

8.  Exemples.  —  Donnons-nous  d'abord  F.  Soit  en  premier 
lieu  ¥(u)  =  eu.  Nous  aurons  successivement 

p  =  e'ï,  ^  =  log/>;         y  =p-±-  —  =  o(x,p). 

On  vérifie  aisément  que  l'intégrale  générale  est^  =  <p (x,  C). 
Soit,  en  second  lieu,  F(u)  =  logw.  Il  viendra 


i 


ty  =  y         7  =  !og^  -*-log(a?  —  l-j  =  <p(.r,/>). 


L'intégrale  générale  est  toujours  y  =  <p(#,  G). 

Dans  ces  deux  exemples,  l'équation  différentielle  est  algébrique 
et  du  second  degré  en  p.  Il  est  facile  d'en  former  d'autres  où  elle 

sera  de  degré  plus  élevé.  Soit  en  effet  F(w)  = ; Nous  au- 
rons successivement 

J;  ,        r  £±j     /         ±v*+n 

P=am*m»  ♦  =  —i         y=  (m-t-i)a    \f  m    +\ax-Pm)         J=?(*,/>) 

Si  m  est  l'inverse  d'un  entier  positif  /i,  l'équation  différentielle 
sera  du  degré  n2.  Son  intégrale  générale  est  toujours^  =  <p (x,  C). 
Donnons-nous  maintenant  i.   Soit,  par  exemple, 

û(p)  =  —  arc  tan  g/?. 

L'équation  p  =.¥'(&)  donne  Fr(u)=  —  langti,  d'où  l'on  déduit 
en  intégrant  F  (  a)  =  log  cos  u. 
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On  arrive  ainsi  à  l'équation  différentielle 

cosa?  —  ps'inx 

dont  l'intégrale  générale  est  y  =  <p(#,  C). 

9.  On  pourrait  se  proposer  de  former  toutes  les  équations  dif- 
férentielles du  premier  ordre  dont  on  obtient  l'intégrale  en  y 
remplaçant  la  dérivée  par  une  constante  arbitraire.  Comme  il 
est  toujours  facile  de  reconnaître  si  une  équation  différentielle 
donnée  appartient  à  cette  catégorie,  le  problème  n'offre  guère 
qu'un  intérêt  de  curiosité.  Nous  allons  le  ramener  à  la  résolution 
d'une  équation  fonctionnelle,  d'espèce  encore  innommée,  je  crois, 
qui  en  montrera  l'indétermination. 

Partons  de  l'équation  finie 

(18)  ^  =  T(*,C); 
on  en  déduit,  par  différen dation, 

(19)  />  =  <T>i(*,C); 

or,  en  éliminant  C,  on  trouve  par. hypothèse 

(20)  y  =  9(x,p). 

De  là  résulte  que,  si  l'on  élimine  p  entre  les  équations  (19)  et 
(20),  on  doit  retrouver  la  précédente  (  18).  Ainsi  l'on  a  identi- 
quement 

?[*,¥x(*,C)]  =  <p(a7,C). 

D'une  manière  plus  précise,  la  fonction  çp  pouvant  n'être  pas  uni- 
forme, nous  dirons  que  si,  dans  l'une  des  déterminations  o(x,p) 
de  la  fonction  cherchée,  on  remplace  p  par  la  dérivée  partielle 
*?'x(xiP)  ^e  celle  même  détermination,  on  doit  retrouver  l'une 
des  déterminations  de  ©(.r,/?). 

C'est  là  une  condition  nécessaire,  imposée  à  la  fonction  cp.  Il 
est  aisé  de  voir  qu'elle  est  suffisante.  Soit,  en  effel,  une  fonction 
?(^>/>)  te"e  qu'on  ait  identiquement 

(ai)  ?[*>  ?£(*♦/>)]  =  ?(*./>)• 
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En  diflerentiant  l'équation^  =  çp(#,/>),  on  trouve 

n         .    ,     >   dp 
Je  dis  que  l'intégrale  générale  de  cette  dernière  équation  est 

ou  que  Ton  a  identiquement 

o'x(x,  C)  =  <p'r(>,  <pi(*,C)]  -4-  <t'p[x,  f'x(x,  C)]  <&.(*,  C). 

Or  c'est  là  précisément  ce  qu'on  obtient  en  différentiant  par  rap- 
port à  x  l'identité  (21)  et  remplaçant/?  par  C. 

Cela  posé,  l'intégrale  de  l'équation^=  o(x,p)  est 

ou  bien^  =  <p(x,  C),  en  vertu  de  la  même  identité. 

D'après  ce  qui  précède,   nous  connaissons   une    solution   de 
l'équation  fonctionnelle  (21),  savoir 

o(x,p)  =  FW(p)]  +  F[x-ï(p)], 

les  deux  fonctions  F  et  'b   n'étant  assujetties   qu'à  la  relation 

Pour  vérifier  directement  cette  solution,  formons  l'expression 

?(*>?i)  =  FJ+[F'(*-+)]|-HF}*-t[F'(*-4»)]}. 

Or  les  opérations  F'  et  »i  sont  inverses  l'une  de  l'autre  :  de  l'équa- 
tion //=F'(r)  on  tire  par  hypothèse  ^  =  ^(w),  ou  encore 
**=  <J*[F'(p)].  D'après  cela  l'expression  ci-dessus  n'est  autre  que 

F(r-(j/)  +  F[T-(j-f)]  =F(a?  — <!0h-F(40. 

Nous  retrouvons  donc  <p(x,p)  comme  nous  l'avions  annoncé. 

Si  cette  solution  n'est  pas  la  seule  qui  vérifie  l'équation  fonc- 
tionnelle ci-dessus,  il  est  peu  probable  qu'il  en  existe  une  plus 
simple  parmi  celles  qui  présentent  la  môme  généralité. 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU  6  MARS  1895. 

PRRSIDKNCK   DE   11.   GOUR8AT. 

Communications  : 

M.  Bioche  :  Sur  une  valeur  approchée  de  r. 

M.  Picard  :  Sur  V équation  différentielle  du  premier  ordre 
et  du  second  degré. 

M.  Carvallo  :  Sur  les  équations  de  Lagrange. 

M.  Floquet  adresse  une  Note  Sur  les  fonctions  algébriques  à 
trois  déterminations. 

M.  Demoulin  adresse  une  Note  Sur  la  détermination  des 
couples  de  surfaces  applicables,  telles  que  la  distance  de  deux 
points  correspondants  soit  constante. 

M.  Laisant  fait  la  Communication  suivante  : 

Remarque  sur  une  équation  différentielle  linéaire. 
On  a  une  intégrale  particulière  de  l'équation 

,dky 

en    remarquant  que  le   produit  i(i — i)(i  —  a)(*  —  3)  est  égal 
à  —  io,  de  telle  sorte  que  si  Ton  pose  y  =  ex',  il  vient 

(h  y  io 

c'est-à-dire  que  l'équation  différentielle  est  vérifiée. 

Il  en  sera  évidemment  de  même  si,  au  lieu  de  /,  on  écrit  pour 
l'exposant  de  x  Tune  quelconque  des  racines  de  l'équation 

z(  z  —  i)(z  —  -i)(z  —  3) -h  io  —  o. 

Or,  ces  racines  sont  /,  —  i,  3  -f- 1,  3  —  i. 
On  a  donc  pour  l'intégrale  générale 
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En  posant  c  -h  ct  =  k ,  c  —  c,  =  A-, ,  c2  +  cs  =  Xr2,  c2  —  cs  =  Xrs, 
on  peut  encore  avoir  l'intégrale  sous  la  forme  suivante 

y  —  k  cos  \ogx  -+-  k%  «sin  loga:  -+-  j?3  [â:j  cos  logjr  -h  A:j  i sin  loga?] 
=  (A:  -+-  Ajar3)cos  logar  -+-  (A:|-+-  ^ja?3)  i  sin  logar. 

Les  constantes  pouvant  aussi  bien  prendre  des  valeurs  imagi- 
naires que  réelles,  l'intégrale  peut  enfin  s'écrire  : 

y  =  A  sin  logax  -+-  Bx*  sin  logbx, 
A,  a,  B,  b  étant  les  quatre  constantes  arbitraires. 

M.  Raffy  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  certaines  équations  différentielles  linéaires. 
Je  ne  sais  si  la  proposition  suivante  n'a  pas  été  déjà  remarquée: 

Pour  intégrer  V équation  linéaire  d'ordre  n,  qui  admet 
comme  solutions  particulières  x,  x2,  •  •  • ,  xRf  il  suffît  d'y 
remplacer  les  dérivées  par  des  constantes  arbitraires. 

Formons  en  efFet  l'équation  d'ordre  n  que  vérifie  le  polynôme 

(i)  y  —  Cxx -r-  Cjtf*  -+-  . . .  -h  Cnxn. 

Différentiant  n  fois  successivement  et  éliminant  les  constantes  C, 
on  devra  égaler  à  zéro  un  déterminant  dont  une  colonne  contient^ 
et  ses  dérivées  y* ,  y" ,  . . .,  y{n)  ;  tous  les  autres  éléments  sont  des 
puissances  de  x,  des  constantes  ou  des  zéros.  L'équation,  déve- 
loppée, est  donc  de  la  forme 

(a)     pnyln}  —  pnr-iy  {*-l)  +  ...  +  (— O"-1  piy'+  (—*)npoy  =  oy 

tous  les  coefficients  p  étant  des  polynômes  entiers  en  x.  Pour 
le*  déterminer,  remarquons  que  cette  équation  doit  entraîner 
y(n+i)  _-  0#  Qr^  en  [a  différentiant,  on  trouve 

-*-(  —  i)n-l(p\—P9)y+(—i)np'9y  =  o, 

ce  qui   montre  que/?0  se   réduit  à  une  constante  et  que  tous  les 
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binômes  enlre  parenthèses  sont  nuls  : 

P\  —P*  —Pi  —Pi  =  •  •  •  =  Pn  —Pn-i  =  o. 

11  suit  de  là  que  chaque  polynôme  pr  sera  du  degré  r  et  con- 
tiendra le  terme  p0xr  :  r!  Il  n'en  aura  d'ailleurs  pas  d'autre,  l'équa- 
tion (2)  devant  être  vérifiée  quand  on  y  remplace  x  par  Ax,  quelle 
que  soit  la  constante  k.  En  conséquence  cette  équation  peut 
s'écrire 

y9  ym  yin) 

Il  suffit  de  la  comparer  à  son  intégrale  générale  (1)  pour  arriver 
à  la  conclusion  annoncée. 

On  voit,  par  cet  exemple,  quV/  existe  dans  tous  les  ordres 
des  équations  différentielles  dont  on  obtient  l'intégrale  géné- 
rale en  y  remplaçant  les  dérivées  par  des  constantes  arbi- 
traires* Il  serait  curieux,  mais  sans  doute  difficile,  de  former 
toutes  ces  équations. 

SÉANCE  DU  20  MARS  1895. 

PRÉSIDENCE   DE  11.   GOURSAT. 

0 

Elections  : 

Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  Hott, 
présenté  par  MM.  Désiré  André  et  Rafly  ;  M.  Dermenghem,  pré- 
senté par  MM.  Appell  et  Goursat. 

Communications  : 

M.  Désiré  André  :  Sur  les  permutations  quasi  alternées. 

M.  d'Ocagne  :  Sur  V influence  des  erreurs  de  même  sens. 

M.  Laisant  :  Note  relative  aux  asymptotes  et  aux  cercles  de 
courbure. 

M.  Humbert  :  Génération  géométrique  des  asymptotiques de 
la  surface  de  Kummer. 

M.  Goursat  :  Sur  des  équations  différentielles  analogues  à 
V équation  de  Clairaut. 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  LA  COMPOSITION  DES  LOIS  DE  PROBABILITÉ  DES  ERREURS 
DE  SITUATION  D'UN  POINT  SUR  UN  PLAN  ; 

Par  M.  M.  d'Ocagne. 

Le  but  de  la  présente  Note  est  de  faire  connaître  la  démonstra- 
tion de  résultats  qui  ont  été  présentés  à  l'Académie  des  Sciences 
dans  la  séance  du  5  mars  1894  {Comptes  rendus ,  t.  CXVIH, 

p.  5i7). 

1.   —   Lemme  analytique. 
Posant 

<p(i*i,  ut)  =  a\  u\  h-  ibittUt  -\-  atu\  -+-  <xcxiix  -+-  acjMj  -f-  d, 

considérons  la  somme  de  tous  les  éléments  infiniment  petits  de 
la  forme 

tels  que  u<  -+-  u2  soit  compris  entre  t  et  /  -f-  dt.  Celte  somme 
pourra  s'écrire 

1=1        /  *»-?("..«>>  dux  dut . 

Cette  intégrale  a  pour  valeur  principale 

l  —  dt   t     e-tef'—Jdiii. 
•  '—*> 

On  a  d'ailleurs 

(/  =  m  —  ib  -+-  «j, 
,  .    .      ,  .--      m  =  (b  —  at)t  +  (Cl  —  ct), 

[  n  =  att*  -t-ictt-hd. 

Décomposant  cette  forme  quadratique  en  une  somme  de  carrés, 
on  a 

/       „          \      In          m\L       ni  — m* 
<&(**!,  /  —  a,)=  f  y/lut  -f-  —  J    h j 

L'intégrale  précédente  devient  donc,  en  posant  \Zlut  -f-  -^L  =  r, 

>J  l 

ni— m*  ~*d 


l  =  dt.e       '      _    /      e-»*dv, 

,  ~         ni-- 


dt 


xxin.  5 


:j 
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ou,  en  remplaçant  /,   m,  n  par  leurs  valeurs  ci-dessus  et  ré- 
duisant, 


(i)  I  =4/ 7— e — at->b+at du 

\    ii\  —  'ib  -h  a%  * 


2.  —  Erreurs  a  un  paramètre. 

Avant  d'aborder  le  problème  principal  que  nous  avons  en  vue, 
traitons  le  cas  particulier  des  erreurs  à  un  paramètre. 

n  causes  d'erreurs  agissant  isolément  donnent  naissance 
aux  lois  de  probabilité  exprimées  {pour  1  =  1,2,  .  . . ,  n)  par 


Déterminer  la  loi  de  probabilité  des  erreurs  lorsque  ces  n 
causes  agissent  simultanément ,  mais  indépendamment  les 
unes  des  autres,  c'est-à-dire  lorsque  leurs  effets  s'ajoutent. 

Prenons  d'abord  n  =  2. 

La  probabilité,  pour  que  Ton  ait  un  écart  compris  entre  x  et 
x  -h  dxj  est  donnée  par 


'■pf'f 


p  =  v  I        I  e-^'i+WVdxtdxt, 


oo  «-'.r— x. 


ou,  d'après  la  formule (i),  dans  laquelle  on  fait  Ui  =  Xi,  w2  =  ar2, 

t  =  x,  rt|  =  ai ,  a2  =  a2,  b  =  C\  =  c2  =  d  =  o, 


1 

I    a,  a.           "•"•  *t 

P  = 

\    1                                 t*          »          *          C*wt 

y    ai  -t-  a2 

qui,  lorsqu'on  pose 

a  =                  » 

est  bien  de  lu  forme 

(*) 

p 

=  4/-  e-***dx. 
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La  relation  précédente  peut  s'écrire 


i        i         i 

-  — 1 


On  en  déduit  immédiatement  que,  dans  le  cas  général,  on  aura 
encore  une  loi  de  la  forme  (a),  a  étant  donné  par 


i=« 


;-2  = 


1=1 


Puisque  Ton  a,  d'une  manière  générale,  en  représentant  par  ru- 
l'erreur  probable  correspondant  à  la  probabilité/?/, 

tiiV^  =  0,1769- •  • , 

la  formule  (3)  peut  s'écrire 


V 


1=1 


Ainsi  se  trouve  démontré  rigoureusement,  lorsque  Ton  admet  la 
loi  de  Gauss,  le  théorème  bien  connu  :  Lorsque  diverses  causes 
d'erreurs  s'ajoutent,  le  carré  de  l'erreur  probable  résultante 
est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  erreurs  probables  com- 
posantes. 

3.  —  Erreurs  a  deux  paramètres. 

n  causes  d'erreurs  agissant  isolément  sur  la  position  d'un 
point  sur  un  plan  donnent  naissance  aux  lois  de  probabilité 
exprimées  {pour  i  =  1 ,  2,  . .  . ,  n)  par 

pi  =  ^— -  e-i*.*'+îp,a:,7ri-Yiyî>  dxidyi  (  OÙ  8|  =  %t r y/  —  {*?  ), 

déterminer  la  loi  de  probabilité  des  erreurs  lorsque  ces  n 
causes  agissent  simultanément ,  mais  indépendamment  les 
unes  des  autres,  c'est-à-dire  lorsque  leurs  effets  s'ajoutent. 

Supposons  d'abord  n  =  2. 

La  probabilité  pour  que  les  écarts  (#|,  ys)  et  (#2»  J'a)  se 
produisent  simultanément  est  le  produit  pt  p2  et  l'écart  résul- 


—  G8  — 


tant  (#,jf)  est  alors  tel  que  x  =  xt  4-  x2j  y=y\  -h y**  Donc 
la  probabilité  totale  pour  que  cet  écart  se  produise  est  donnée  par 


(4)  />  =  — -H, 


avec 


Posons 

r-f-rfx-vr, 


y«*        ^JT-4-rfX-sT, 


Cette  intégrale  est  de  la  forme  de  celle  qui  a  été  calculée  dans  le 
lemme,  lorsqu'on  fait  dans  celle-ci 

U\  =  X\ ,  Uj  =  0?j,  t=Xj 

Par  suite,  la  formule  (i)  donne  ici 

«tfl^>J'-^^l[fl^tptyr^-g,p>yt]JM-(Y^r?■«-Y^y^(Qtt-«-»l>~^P^y^-Plrl), 
1  =  4/ - —  e  ai+«*  */r. 


On  a  maintenant 


(6)  H=i/ — - — ldx> 


avec 


/  c-lYi(«i+«i,-Pî,>'î+,PiP»>»^+lY«<a»+aa>-pîb1+«aaP.^l+«a1p,x>-,^(x,a^,^ 

intégrale  encore  calculable  par  la  formule  (i)  où  Ton  fait 

a  =  Yt<att  ->-«»)  —  P?  ?         b  =     PtP»    ,         aj  _  Ti(«i-+-«Q— PI  b 

1  *i  -+-  «i         '  «i  -+■  a*  *  «i  +  «t        " 

C«   =   — î-î-i ,  Cj  = >  d   =    X*. 

att  -+-  «i  «i  -+-  «Î  «i  -+-  «î 
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On  obtient  ainsi,  après  réduction, 


a  = 


J  =  I  /  ic(ott-mi)  g-iourt+t^+yr»)  dy 

V/(«i+««)(Ti*Yi)-(Pi  +  M  * 

avec 

_  «t «t  ( Yt  ■+■  Ti)  —  («i  PI  7-  »» PI  ) 

(«t-^-at)(Yl^-Yt)-(Pl-+-Pt),, 
/7)  )«       P«»iYi-^Pi«iYt-PiPt(PtH-P,) 

7;  jP        (al-t-«t)(Yt^Yt)-(Pl  +  Pt),, 

f  r  =  YtYi(«t^-gt)-(YiPi-HYiPî) 
!  T       («l-t-«î)(Yl-^-Yî)-(Pl-+-P»),' 

Portant  cette  valeur  de  J  dans  (6)  et  ta  valeur  de  H  ainsi  obte- 
nue dans  (4),  on  a 


(8) 


*      V  («l-+-at)(Tl-^-Y«)-(Pl-^-P*),  ' 


Formons  l'expression  S  =  ay  —  p*. 

Pour  cela,  remarquons  que,  si  nous  posons 

(«i -+-«t)(Yi -+"Yt)- (Pi -+- Pt)f  =  D, 

les  formules  (7)  peuvent  s'écrire 

l5,;  D         '         p  ~~  D  f         T~~  •        D 

Dès  lors 

_  (8,«t  -h  3t«i)(3«Yt  -*-  >tTt)  -  (5«Pt  ■*-  *'  P»)8 

Si  8,(8^-4-  8t  -4-  «t  Yi  -H  «»  Y»  —  *  Pt  Pt) 

D* 

Mais  on  vérifie  immédiatement  que 

8,  -f-  8,  -+-  a, y,  H-  a,Yi  —  2  p,  p,  =  D . 
Il  vient  donc 

•S       N 

(.0,  s  =  2gî, 

et  la  formule  (8)  devient 

s/l 
lu)  P  =  1ZT  c-'xrJ+IP*Jr+Y^  rf>df>'. 
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On  retrouve  donc  bien  une  loi  résultante  de  mérae  forme  que  les 
deux  lois  composantes,  les  paramètres  a,  (3,  y  étant  d'ailleurs  dé- 
finis par  les  formules  (9). 

Pour  étendre  ce  résultat  au  cas  de  n  causes  d'erreurs,  transfor- 
mons ces  formules  en  y  remplaçant  D  par  sa  valeur  tirée  de  (10). 
Nous  voyons  alors  qu'elles  peuvent  s'écrire 

(„\  a  -  ?1  +  Î!  g  _  êl    .    P*  ï-ï'+ï? 

\*V  t  —   n — H  -5-»  "5  —  5 — h  ~>  k  =  -^ — H  N  • 

0  Oi  ôf  0  Oi  Oj  0  Oi  Oj 

Dès  lors,  effectuant  de  proche  en  proche  la  composition  des  n 
lois  d'erreurs,  on  voit  que  l'on  obtiendra  encore  la  loi  représentée 
par  la  formule  (11),  les  paramètres  a,  j3,  y  étant  déterminés  par 
les  formules 

l  =  «  l  =  /l  1=71 

,m  *_V^.        ê-VP'         ?-Vï< 

<l3)  z-Zsr     î-2àTt'     $-2*% 

1=1  1=1  i=t 

« 

Pour  tirer  de  là  a,  (3  et  y,  posons 

i=n  /=/»  i-n 

i=l  i=l  1=1 

Nous  avons  alors 

d'où  l'on  déduit,  en  posant  AC  —  B2  =  A, 

ou 

i  =  oA. 

Les  formules  précédentes  deviennent  alors 
04)  —  ±,        p=|,        t-5- 

Ce  sont  ces  dernières  qui  permettront  de  calculer  a,  {3,  y  en 
fonction  des  a,-,  [3,,  y,. 
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HOTE  SUR  LA  DÉTERMINATION  DES  COUPLES  DE  SURFACES  APPLICARLES 

TELLES  QUE  LA  DISTANCE 
DE  DEUX  POINTS  CORRESPONDANTS  SOIT  CONSTANTE; 

Par  M.  A.  Demoulin. 

1.  Le  problème  de  la  détermination  des  couples  de  surfaces 
applicables  telles  que  la  distance  de  deux  points  correspon- 
dants soit  constante  a  été  résolu  par  Ribaucour  (*)  dans  le  cas 
où  les  droites  de  jonction  des  points  correspondants  peuvent 
prendre  toutes  les  directions  de  l'espace.  Plus  récemment,  M.  Ca~ 
ronnet  (*)  a  complété  la  solution  de  ce  problème  en  envisageant 
le  cas  où  les  droites  de  jonction  des  points  correspondants  ont 
une  inûnité  simple  de  directions.  Enfin  M.  Antomari  (3)  a  donné 
une  élégante  génération  des  surfaces  que  Ton  obtient  dans  ce  se- 
cond cas,  en  appliquantes  méthodes  qui  lui  ont  servi  dans  l'étude 
de  la  déformation  des  surfaces  réglées.  Pour  être  complet,  je  rap- 
pellerai que  M.  Genty  (*)  a  consacré  au  sujet  qui  nous  occupe 
une  Note  dans  laquelle  il  fait  usage  de  la  méthode  des  quater- 
nions. 

Je  me  propose  de  faire  voir  que  le  problème  résolu  par  Ribau- 
cour est  susceptible  d'une  solution  géométrique  des  plus  simples. 
Je  montrerai  ensuite  que  l'application  de  la  méthode  cinématique 
de  M.  Darboux  conduit  à  un  résultat  équivalent  à  celui  de  M.  An- 
tomari, et  qui  a  même  sur  ce  dernier  l'avantage  de  pouvoir  revê- 
tir une  forme  entièrement  géométrique. 

2.  J'établirai  d'abord  le  lemme  suivant  : 

Si  l'on  porte,  à  partir  du  point  central  O,  relatif  à  une 
génératrice  G  d'une  sur/ace  réglée  (S),  deux  segments  con- 
stants et  égaux  OlVf!  et  OMa,  les  points  Mt  et  M2  décriront  des 
arcs  de  même  longueur,  et  réciproquement. 

Soit 
(i)  ds*=  efa*H-  [(u  —  a)*-h  p»]  dv* 

(  *  )  Mémoire  sur  les  elassoides,  p.  6o. 

(')  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  XXI,  p.  i3'|. 

(J)  Même  Recueil,  t.  XXII,  p.  58. 

(♦)  lbid.f  p.  3fi. 
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l'élément  linéaire  de  la  surface  (S).  Les  équations  des  courbes 
(Ct)  et  (Cj),  décrites  par  les  points  Mt  et  M2,  sont  respective- 
ment 

a  —  u  =  a,        a  —  u= — a, 

en  posant  OM <  =  OM2  =  a. 

Si  Ton  appelle  .?,  et  s2  les  arcs  de  ces  courbes,  on  aura, 
d'après  (i), 

ce  qui  démontre  la  première  partie  du  lemme. 

Réciproquement,  supposons  constante  et  égale  à  a  a  la  distance 
des  points  M,  et  M3.  Soient  (m,  v)  les  coordonnées  du  point  Mi 
et  (m  +  2a,  v)  celles  du  point  M2  ;  on  a,  par  hypothèse, 

Cette  égalité  entraîne  la  condition  u  =  a  —  a.  Les  u  des  points 
M{  et  M3  sont  donc  a  —  a  et  a  -H  a,  et  dès  lors  le  milieu  du  seg- 
ment M{M3  coïncide  avec  le  point  O. 

3.  Cela  posé,  soient  (M<)  et  (M3)  deux  surfaces  applicables 
telles  que  la  distance  de  deux  points  correspondants  M{  et  M,  soit 
constante.  Si  le  point  M,  décrit,  sur  la  surface  (M,),  une  courbe 
(C<),  le  point  M2  décrira,  sur  la  surface  (M2),  une  courbe  corres- 
pondante (C2),  et  la  droite  M,M2  ou  G  engendrera  une  surface 
réglée  (2).  Puisque  les  arcs  décrits  par  les  points  M|  et  M2  sont 
égaux  et  que  la  distance  de  ces  points  est  constante,  il  résulte  du 
lemme  ci-dessus  que  le  point  central  O  de  la  génératrice  G  est 
situé  au  milieu  du  segment  M,  M2.  Par  conséquent,  lacongruence 
des  droites  de  jonction  des  points  correspondants  jouit  de  la  pro- 
priété suivante  : 

Les  lignes  de  striction  de  toutes  les  surfaces  de  cette  co/i- 
gruence  sont  situées  sur  une  surface. 

Désignons  par  (G)  Tune  quelconque  des  congruences  possédant 
cette  propriété  et  par  (S)  la  surface  correspondante.  Il  suit  du 
lemme  précité  que  toute  congruence  (G)  satisfait  à  la  question  ;  en 
d'autres  termes,  si  Ton  porte  sur  chacune  des  droites  de  cette 
congruence,  de  part  et  d'autre  du  point  O,  où  elle  rencontre  la  sur- 
face (S),  deux  segments  constants  et  égaux  OM,  et  OM2,  les  points 
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M|  et  M3  engendreront  deux  surfaces  applicables  sur  lesquelles 
ces  points  se  correspondront. 

4.  Tout  revient  donc  à  déterminer  Ja  congruence  (G)  la  plus 
générale.  Supposons  d'abord  que  les  droites  qui  la  composent 
puissent  avoir  toutes  les  directions  de  l'espace;  dans  ce  cas,  la 
solution  est  immédiate.  Il  résulte,  en  effet,  de  la  propriété  carac- 
téristique de  la  congruence  (G)  que  le  cercle,  lieu  des  points  re- 
présentatifs des  surfaces  de  la  congruence  qui  passent  par  une 
droite  de  cette  congruence,  se  réduit  à  un  point;  on  conclut  de  là 
que  la  congruence  (G)  est  isotrope  et  que  le  milieu  du  segment 
focal  appartient  à  la  surface  (S). 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant,  dû  à  Ribau- 
cour  : 

Pour  obtenir  le  couple  le  plus  général  de  surfaces  applicables 
telles  que  la  distance  de  deux  points  correspondants^^  et  M2  soit 
constante,  et  qu'en  outre  les  droites  Mi  M2  puissent  avoir  toutes 
les  directions  de  l'espace,  il  suffît  de  porter  sur  chacune  des 
droites  de  la  congruence  isotrope  la  plus  générale,  à  partir 
du  milieu  O  du  segment  focal,  deux  segments  égaux  et  con- 
stants OM|  et  OM2. 

5.  Passons  à  l'étude  de  la  congruence  (G)  la  plus  générale,  dans 
F  hypothèse  où  les  droites  qui  lui  appartiennent  n'ont  qu'une 
infinité  simple  de  directions,  et,  à  cet  effet,  considérons  un  trièdre 
trirectangle  Oxyz  se  déplaçant  de  manière  que  l'axe  Os  soit 
successivement  parallèle  aux  différentes  droites  de  la  congruence. 
Les  composantes  Ç,  r\,  Ç  de  la  vitesse  du  point  O  et  les  compo- 
santes/?, q,  r  de  la  rotation  instantanée  du  trièdre  seront  des  fonc- 
tions d'un  paramètre  t. 

Le  trièdre  Oxyz  étant  pris  dans  une  de  ses  positions,  les  droites 
de  la  congruence  parallèles  à  Oz  forment  un  cylindre  dont  nous 
désignerons  par  (C)  l'intersection  avec  le  plan  xOy.  Soient  (x,y) 
les  coordonnées  du  pied  d'une  des  génératrices  G  de  ce  cylindre  ; 
on  obtiendra  l'une  quelconque  (2)  des  surfaces  de  la  congruence 
passant  par  G  en  prenant  pour  x  une  fonction  arbitraire  de  /; 
l'équation  de  la  courbe  (C)  donnera  la  valeur  correspondante  de 
v.  Cherchons  le  plan  tangent  à  (S)  en  un  point  quelconque  (x,ytz) 
de  G.  Le  déplacement  infiniment  petit  de  ce  point  a  pour  compo- 
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santés,  suivant  Ox  et  O^, 

($-hqz  —  ry)dl  +  £ixy 
(rt-hrx  —  pz)dt  -f-  dy. 

Soit  0  l'angle  que  le  plan  tangent  cherché  fait  avec  le  plan  xOz, 
on  a 

rt  -+-  rx  —  j>*  -+-  -—- 

lane°=- ^* 

Le  coefficient  angulaire  du  plan  asymptote  relatif  à  G  est  donc 
—  -;  par  suite,  -  est  celui  du  plan  central  relatif  à  la  même  droite. 
Le  z  du  point  central  correspondant  est  donné  par  l'équation 

dy 

rt  -f-rx — pz-\-  -j- 

J *  dt  __  q 

,  dx  ~~  p' 

qui  peut  s'écrire 

(a)  <5(/,i-f-çi)=^(rJ-f-rar)  — g(5-rr)-i-/>^  —  ^  ^< 

Pour  que  z  soit  indépendant  de  la  surface  de  la  congruence 
que  Ton  considère,  il  faut  que  l'on  ait 

(3)  pdy  —  qdx  =  o, 

et  comme  cette  équation  doit  avoir  lieu  en  tous  les  points  de  la 
ligne  (C),  on  en  conclut 

py  —  qx=f(t). 

Celles  des  droites  de  la  congruence  qui  ont  même  direction  sont 
donc  situées  dans  un  plan.  Nous  prendrons  désormais  ce  plan 
comme  plan  des  xz,  ce  qui  entraîne  la  condition  </  =  o. 

En  résumé,  si  un  trièdre  Oxyz  se  déplace  de  manière  que  la 
composante  q  de  sa  rotation  soit  nulle,  les  droites  du  plan  xOz, 
parallèles  à  O:,  engendreront  la  congruence  cherchée.  Or  l'axe 
hélicoïdal  relatif  au  déplacement  infiniment  petit  de  ce  trièdre  est 
parallèle  au  plan  des  xz  et  se  projette,  sur  ce  plan,  suivant  la 
caractéristique  A  de  ce  plan.  De  là  résulte  la  génération  suivante 
de  la  congruence  (G)  : 
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Soit  P  un  plan  sur  lequel  est  tracée  une  droite  D;  si  l'on 
fait  rouler  le  plan  P  sur  une  développable  arbitrairement 
choisie,  les  droites  du  plan  P,  parallèles  à  D,  engendreront 
la  congruence  cherchée. 

Cherchons  maintenant  la  surface  (S),  lieu  des  lignes  de  striction 
des  surfaces  de  la  congruence.  Or,  si  Ton  fait,  dans  (2),  9  =  0  et 
que  Ton  tienne  compte  de  la  relation  (3),  on  trouve  l'équation 

rt  -+-  rx — ps  =  o, 

qui  représente  la  caractéristique  A  du  plan  P.  La  surface  (S)  est 
donc  la  développable,  enveloppe  de  ce  plan.  Ce  résultat,  joint  aux 
considérations  du  n°  3,  nous  conduit  à  la  génération  suivanle  des 
surfaces  (M,)  et  (M2)  : 

Si  Von  mène,  dans  le  plan  P,  parallèlement  à  la  caracté- 
ristique À  de  ce  plan  et  symétriquement  par  rapport  à  cette 
droite,  deux  droites  A,  et  A2  découpant  sur  D  un  segment  con- 
stant, ces  droites,  lors  du  mouvement  du  plan  P  défini  ci-des- 
sus, engendreront  les  surfaces  (M,)  et  (Ma)  applicables  les 
plus  générales  telles  que  la  distance  de  deux  points  corres- 
pondants soit  constante,  les  droites  de  jonction  des  points 
correspondants  n  ayant  quunè  infinité  simple  de  directions. 

6.  Nous  terminerons  en  cherchant  les  développantes  de  la  con- 
gruence. Une  droite  quelconque  de  la  congruence  est  définie  par 
une  valeur  du  paramètre  t  qui  fixe  la  position  du  trièdre  Oxyzcl 
par  sa  distance  x  à  Taxe  des  z  de  ce  trièdre.  Un  point  (x,  o,  z)  de 
cette  droite  décrira  une  courbe  qui  lui  sera  tangente  si  Ton  a  si- 
multanément 

dx  -+-  \  dt  =  o,         7;  -+-  rx  — pz  =  o. 

La  seconde  de  ces  équations  montre  que  le  foyer  situé  à  distance 
finie  appartient  à  la  caractéristique  du  plan  xOz,  ce  que  Ton  sa- 
vait déjà;  quant  à  la  première,  elle  donne 

x  =  —  J\  dt  -h  const., 

ce  qui  est  l'équation  finie  des  développables  de  la  congruence. 


-  76  - 

SUR  LES  FONCTIONS  ALGÉBRIQUES  A  TROIS  DÉTERMINATIONS; 

Par  M.  G.  Floquet. 

Soit 

Aa'  +  B^  +  Ca+Drzo 

l'équation  algébrique  du  troisième  degré  en  u,  où  A,  B,  C,  D  dé- 
signent des  polynômes  quelconques  entiers  en  £,  et  qui  définit  u 
comme  fonction  algébrique  de  z.  Dans  bon  nombre  de  questions 
se  rattachant  à  cette  équation,  on  a  besoin  de  connaître,  d'une 
manière  générale,  indépendamment  de  toute  valeur  particulière 
attribuée  aux  coefficients,  la  forme  analytique  des  racines  dans  le 
domaine  d'un  point  singulier.  C'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  si 
Ton  veut  étudier  une  intégrale  abélienne  appartenant  à  une  équa- 
tion quelconque  du  troisième  degré.  Je  me  propose  ici  d'obtenir, 
en  la  précisant  autant  que  possible,  la  forme  analytique  en  ques- 
tion. 

Le  changement  de  u  en  «  —  —  ramenant  toujours  l'équation 
proposée  à  une  équation  de  même  forme  entière 

(i)  ra'-h/ui-hç  =  o, 

mais  privée  du  terme  #*,  j'envisagerai  seulement  cette  dernière. 
Je  supposerai  son  premier  membre  indécomposable,  de  sorte 
qu'entre  ses  racines,  il  ne  pourra  exister  aucune  relation  linéaire, 
homogène,  à  coefficients  constants  inégaux.  J'emploierai,  pour 
chaque  cas,  des  méthodes  spéciales,  afin  d'obtenir  un  résultat  aussi 
précis,  aussi  détaillé  que  possible. 

1.  Regardant  en  premier  lieu  r  comme  égal  à  l'unité,  je  consi- 
dère l'équation 

(a)  m*  ~\-p(z)u-r-  q(z)  =  o. 

Les  seuls  points  singuliers  à  distance  finie  sont  les  zéros  du 

discriminant 

M*)  =  4/>,(*)-*7<7,(~), 

en  chacun  desquels  l'équation  (•.>.)  a  deux  racines  égales  et  diffé- 
rentes de  zéro,  ou  trois  racines  nulles.  Soit  a  un  de  ces  points, 
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et  soient  wt,  u3,  i/3  les  branches  de  la  fonction  u  envisagées  dans 
son  domaine.  Je  vais  étudier  et  exprimer  ces  fonctions,  en  utili- 
sant ce  fait  que  leur  somme  est  identiquement  nulle. 

2.  Supposons  d'abord  que  a,  étant  racine  multiple  d'ordre  k 
de  À,  n'annule  pas  q,  auquel  cas  a  n'annule  pas/?  non  plus  : 

A(*)  =  (*  —  a)*±t(z),        A,(a)^o,        p(a)  ^  o,         ?(a)^o. 

Pour  z  =  a,  l'équation  (2)  aura  une  racine  double  et  une  ra- 
cine simple  différentes  de  zéro.  Soit  «3  celle  des  branches  u{y  ut, 
Mj  qui,  au  point  a,  coïncide  avec  la  racine  simple  :  on  peut  alors 
poser 

3(2)  désignant  une  fonction  holomorphe  dans  le  domaine  du  point 
a  et  non  nulle  en  ce  point.  On  en  conclut 

(3)  U, -h  tt,  =  !!©(*). 

D'autre    part,    les    trois    fonctions   (i/2  —  w5)2,    (i/5 — Wi)2? 

(1/,  —  u7)2  satisfont  à  l'équation  aux  carrés  des  différences  des 

racines 

U»  -+-  6/>U*-t-  9/>«U  -+-  A  =  o; 

or,  la  dernière  seule  est  nulle  pour  z  =  a  ;  elle  est  donc  de  la 
forme  (z  —  a)Pw(z),  w(z)  étant  holomorphe  dans  le  domaine  du 
pointa  et  w(a)  différant  de  zéro. 

Comme  le  produit  de  ces  trois  fonctions  est  égal  à  —  A,  on  a 

(Mî-M,)î(MS-M1)î  =  -(^-a)*-p^-), 

w(z) 

ce  qui  exige  p  =  À*,  puisque  le  premier  membre  est  fini  et  non  nul 
pour  z  =  a.  On  a,  par  suite, 

(ni  —  m,)»  =  (5  —  a)*m(z); 
d'où  Ton  conclut,  puisque  m  (a)  n'est  pas  nul, 

k 

"î—  "i  =  2(5—  a)*ty(z), 
i(z)  étant  holomorphe  dans  le  domaine  du  point  a  et  '}(<?)  diffé- 
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rant  de  zéro.  En  combinant  cette  relation  avec  la  relation  (3),  on 
obtient  finalement 

k 

ut  —  ç>(  z)  -h  (  z  —  a )'<(>( s), 

(4)  {  i 

m,=  <pU)  —  (z  —  a)t^(z), 

comme  expressions  des  branches  */,,  e/2,  ti3  dans  le  domaine  du 
point  tf,  y  (s)  et  »L(  5)  étant  deux  fonctions  régulières  et  non  nulles 
en  ce  point. 

3.  Supposons  maintenant  que  z  =  a  annule  q,  auquel  cas  il 
annule  aussi  p;  soient  3  le  degré  de  multiplicité  de  a  relative- 
ment à/?,  et  y  le  degré  relatif  à  q  : 

p(z)  =  (z—  «)?/>i(s),     q(z)  =  (z  —  ayfqi(z),    Pi(a)^o,     qt(a)?£o. 

A  cause  de 

A  =  4(5  -  a)*?p\  -h  iy(z  -  aWq\t 

on  voit  que,  si  k  désigne  toujours  le  degré  de  multiplicité  de  la 
racine  a  de  A,  À*  sera  égal  à  ay  ou  à  3j3,  selon  que  ay  sera  infé- 
rieur ou  supérieur  à  3  (3,  et  que  k  sera  au  moins  égal  à  la  valeur 
commune  de  2y  et  de  3  ^  lorsque  ces  deux  nombres  seront  égaux. 
Je  vais  examiner  successivement  ces  trois  cas. 

Premier  cas.  —  3  [3  >  2y,  À*  =  2  y. 

La  formule  de  Cardan  conduit  immédiatement  aux  expressions 
cherchées  de  «h  /t2)  "s*  La  résolvante  de  l'équation  (2)  étant,  en 
effet, 

w+fu-(f)'— . 

si  je  pose 

LT  =(z-a)y\t 
elle  devient 

équation  qui,  pour  s  =  a,  admet  deux  racines  distinctes,  dont  une 
seule  est  nulle.  D'où  je  conclus  que  les  deux  racines  de  la  résol- 
vante sont  holomorphes  dans  le  domaine  du  point  a,  et  que  Tune 


fc 
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d'elles  admet  ce  point  comme  zéro  d'ordre  y.  Représentons-la 
par  (5 — a)yro(z),  m(a)   n'étant  pas  nul;    puis  désignons  par 

(z —  rt)'o(s),  avec<p(rt)p^o,  une  quelconque  des  trois  détermi- 
nations de  ^{z  —  a)ym(z). 
Si  Ton  pose  alors 

3   v(z)      v("n 
la  formule  connue  donne  les  expressions  suivantes  : 

(5)  \  «i=(a-a)»ly  ?(j)^-y*(«-a)P""t(j)J, 

où  y  et  y*  sont  les  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité,  et  où 
z(z)  et  ty(z)  désignent  des  fonctions  régulières  et  non  nulles  au 
point  a. 

Deuxième  cas.  —  3  J3  <  ay,  A*  =  3  j3. 

Je  poserai  ici 

(5  — a)1  =  z\        u  =  p*'P, 

(z —  a)21  désignant  une  quelconque  des  deux  déterminations  de 
\fz  —  a.  L'équation  (2)  devient 

(6)  v»  -f-  vpt(a  -*-  *'»)  -+-  5'*Y-»P 9,(0  4-  *'«)  =  o. 

Pour  z'  =  o,  elle  admet  trois  racines  simples,  dont  une  nulle. 
Si  donc  i'i,  i's,  t'3  désignent  les  branches  de  v  envisagées  dans  le 
domaine  du  point  z'  =  o,  i>,,  r2,  r3  sontholomorphes,  et  une  seule 
de  ces  fonctions,  qui  sera  r3  par  exemple,  est  nulle  pour  z'  =  o. 
L'identité 

(7)  1*1  Ps*^  =  —  -s',Y-*Pgi(ia  -H  s'1) 

montre  alors  que  l'ordre  infinitésimal  de  t>3  est  2 y  —  3  (3,  en  sorte 
que  l'on  peut  écrire 

r,  =  —  î^T-'NfV)        ro(o)  ^  o. 
Comme,  d'autre  part,  la  somme  vt  -f-  y2  4-  i'.i  est  nulle,  on  peut 
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poser 

,     t't=5'«Y-»Pm(*')H-x(z'). 
i>t  =  z'*y-*?m(z')  —  7(5'), 

7,(5')  étant  holomorphe  dans  le  domaine  de  z'  =  o  et  différent  de 
zéro  en  ce  point. 

Mais  il  est  aisé  de  voir  que  w(z')  et  %(~')  ne  dépendent  que  du 
carré  de  zf.  Lorsqu'on  passe,  en  effet,  du  point  z1  au  point  ( —  z') 
en  restant  à  distance  infiniment  petite  de  z'  =  o,  c3  ne  cesse  pas 
de  coïncider  avec  Tunique  racine  de  l'équation  (5)  qui  est  voisine 
de  zéro.  Or,  au  point  ( — zf),  celte  équation  devient  soit  l'équa- 
tion (5)  elle-même,  soit  sa  transformée  en  ( — 1>),  selon  que 
a  V  —  3  [J  est  pair  ou  impair,  de  sorte  que  la  racine  voisine  de  zéro 
y  est  en  tout  cas  —  i{ —  i)aY",P5,aY  "^w(z');  quanta  r4,  il  devient 
—  2( — z')2y~*Pw( — z').  On  a  donc,  en  égalant  ces  deux  expres- 
sions, 

m( —  z1)  =  w(z'), 

ce  qui  prouve  que  rs(z')  est  une  fonction  paire  ®i(z'2)  de  z'. 
L'identité  (7)  s'écrit  alors 

2i*i<>t?i(«fs)»9i(<v -+-*'*), 

et  montre,  par  suite,  que  i^  v2  ou  s'H-apçp,  (s'*)  —  '/*(*)  est  aussi 
une  fonction  paire,  ce  qui  exige  que  /(*')  soit  paire  ou  impaire  : 
comme  /(o)  n'est  pas  nul,  il  faut  donc  que  /(s')  soit  une  fonction 
paire  ù\(zf*). 

On  a,  par  conséquent, 

„3=_^n-3P?l(y«),         | +«<•>*<>. 

et  si  l'on  revient  maintenant  aux  quantités  u  et  z,  et  que  l'on 

pose 

ol(z  —  a)=z9(z)%        ij/i(s  —  a)  =  <M~), 

on  obtient 

El"  v_i?  1 

(8)  <  ?r  Y -^  I 

1/,  =  (5  —  a)*  |  —  ^(  5)-h(c  —  n  )        *  ?^)J, 

m3  =  —  ?.( 5  —  a  )Y~P o (  z ), 
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9(z)  et  *l(z)  désignant  deux  fondions  régulières  au  point  /*,  et 
non  nulles  en  ce  point. 

Troisième  cas.  —  3{i  =  »y. 
Cette  égalité  exige  que  Ton  ait 

?-am,        7  =  1//?, 
///  désignant  un  en  lier.  On  a  donc 

de  sorte  que,  si  A,(tf)  n'est  pas  nul,  c/  est  racine  multiple  d'ordre 
/«•  =  6//?  de  A,  tandis  que,  si  a  annule  A,  n  fois,  a  est  racine  d'ordre 
k  =rz  6m  -+•  n  de  A.  Posons 

et  l'équation  (ïO  devient 

qui  n'a  aucune  racine  nulle  pour  z  =  a. 

Supposant  d'abord  A,  (a)  différent  de  zéro,  auquel  cas  k  est  égal 
à  6m,  l'équation  (ç>)  aura  trois  racines  simples  au  point  a.  Les 
branches  r,,  ra,  r3  de  r  sont  holomorphes  dans  son  domaine  et 
non  nulles  en  ce  point.  Soit 

comme  r,  -t-  r2  -+-  «\i  est  nul,  il  vient 

<*!   ■+"  4'2  =""  *©f  3*». 


et  je  puis  poser 


d'où  l'on  déduit 


i-,  =  *i  Z)  H-  •{/(*  ), 
c2  --._  z( z)  —  b( z), 


MO)  J    Mt  =  (5  —  rt  )'"  [O(Z)—  ${*)]* 


m,  =  (  z  —  a  .     t  T  v  -  7       n 
(  «a  =  --  a(  -  —  a)m9(z), 


z(z)  et  $(s)  étant  des  fonctions  régulières  au  point  a,  non  nulles 
en  ce  point,  et  en  outre  telles  que  'f  (tf  )  et  A(/z)  ne  soient  ni  égaux, 


ni  égaux  et  de  signes  contraires. 


Supposons  maintenant  que  a  soit  racine  multiple  d'ordre  n  de 
lt,  auquel  cas  A"  est  égal  à  6/n-+-n,    L'équation  (9)   se   trouve 
xxiu.  (> 


-  H*  — 


alors  dans  les  mêmes  conditions  que  celles  admises  au  début  (2) 
pour  l'équation  (  <).  ce  qui  permet  d'écrire 

m 


et.  par  suite. 


i't  =5i;i  —  i;  —  a  )'  d»  (  z  », 
t'i  —  —  -i^i^i 


Ml» 


a^jisij. 


1  m,  =  ij-  «)*•  |s«sï  —  (z  -a)1  ${z)\. 
\  w,  =— a(s — ay*o(zK 

où  3(3)  et  l(z)  sont  des   fonctions  régulières  et  non  nulles  au 
point  a. 

Remarquons  que  les  expressions  (10),  qui  répondent  au  cas 
/#  =  o,  sont  comprises  dans  les  formules  <  1 1  ). 

4.  En  résumé,  si  j'observe  que  pour  m  =  o,  c'est-à-dire  pour 
3  Ji  =  a  y  =  o,  ce  qui  est  le  cas  examiné  au  début  (n°  2Y,  les  for- 
mules (11)  coïncident  avec  les  formules  (4)  obtenues  dans  ce  cas, 
on  peut  dire  que  les  expressions  de  t/,,  uiy  a,  sont  les  expres- 
sions (5)  si  3  P  >  2 y,  les  expressions  (8)  si  3  è3  <  2 y,  les  expres- 
sions (1 1)  si  3  Jî  =  3  Y» 

Dans  ce  dernier  cas,  6m,  qui  peut  être  nul,  est  la  valeur  com- 
mune des  nombres  3 13  et  2 y*  et  n  représente  la  différence  k  —  6/w, 
positive  ou  nulle,  entre  le  degré  de  multiplicité  k  de  la  racine  <i 
de  A  et  le  nombre  6/11. 

5.  J'ai  suppo>é  que  le  coefficient  r  de  l'équation 

t 1)  ru3  -»-  pu  -â-  q  =  o 

était  égal  à  l'unité.  Examinons  ce  qui  a  lieu  lorsqu'il  dépend  de  5. 

Les  points  singuliers  à  distance  finie  sont  alors  les  zéros  de 
r*i-ip*~+-  '2~rq2}.  Pour  ceux  de  ces  zéros  qui  aunulent  r,  l'équa- 
tion i^aura  au  moins  deux  racines  infinies:  en  chacun  des  autres, 
elle  aura  deux  racines  égales  et  différentes  de  zéro  ou  trois  racines 
nulles. 

Soit  a  un  quelconque  de  ces  point*  singuliers.  Désignons  tou- 
jours par  #/|,  #/j.  #ij  les  brauches  de  u  considérées  dans  son  do- 


^ 
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m  ai  ne.  Appelons  X,  ja,  v  les  nombres  de  fois  que  a  annule  respec- 
tivement r,  /?,  q,  un  au  moins  de  ces  trois  nombres  étant  nul, 
puisque  r,  /?,  q  sont  supposés  n'avoir  aucun  facteur  commun. 

La  substitution  u  =  vl  r  ramène  le  cas  actuel  au  cas  r  =  i . 
L'équation  (i)  se  transforme,  en  effet,  en  la  suivante  : 

(ia)  v*-)-prv  -+■  qr*  =  o, 

et  Ton  a  ici 

Il  en  résulte  que,  si  i>i,  v2,  r3  désignent  les  branches  de  la 
fonction  r,  r<f  i>2,  r3  s'expriment  par  les  formules  (5)  si  2y  —  3{î 
ou  ),  —  3[x  -f-  îv  est  négatif,  par  les  formules  (8)  si  X  —  3[x  -+-  2v 
est  positif,  et  par  les  formules  (i  i)  si  )»  —  3jx  -f-  av  est  nul. 

En  revenant  maintenant  aux  fonctions  m,,  u2t  (h  parles  égalités 

i'i  r,  i>3 

et  en  appelant  toujours  <p(z)  et  ^(s)  deux  fonctions  régulières  au 
point  a  et  non  nulles  en  ce  point,  on  obtient 

1=1  n-x_v-^ 

a,  =     (s  — a)    *    ©(*)-+-      (5  —  a)  *    41(5), 

— •  a-X-v~- 

<n)        '  wi=y(5-a)  *   <?(;)-+->*(; -fi/       '■'»  4,(5), 

v  — X  _  a  _  v~* 

u3=j*(z—a)    3     <p(s)H-y  (s  -  a)  3    4/(5), 

si  A  —  3  a  4-  9.  v  <  o  ; 

/    M,  =(5  —  n)V-|lG(5)-+-(5— /ï)      *      <|*(5), 

<  1 4 1  )  t^ 

1    Mî=(3-a)V-|lo(3)-(3  — «)      »      ^(5), 
(    «i=  — 7.(3  — tf)V-|l©(3), 

si  À  —  3  jjl  -|-  '*  v  >  0  ; 

ws  =  (z  —  n)'»-^o(z)--  (z  —  a)  *  <Wj), 

#/3  —  -  -  »(  5  —  <7  )'"  ->  ©(  3  ), 

si  A  —  3jjl  -h  «v  =  o. 
6/w,  qui  peut  être  nul,  représente  la  valeur  commune  des  deux 
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nombres  3 (à  -h  jjl)  et  u(aÀ  -f-  v),  el  n  est  la  différence  positive  011 
nulle  k  —  6/iï,  entre  le  degré  de  multiplicité  k  de  la  racine  a  de  A 
et  le  nombre  6m. 

6.  J'ai  dit  que  l'un  au  moins  des  trois  nombres  entiers  X,  jjl,  v 
était  égal  à  zéro;  d'ailleurs,  si  c'est  A  qui  est  nul,  jx  et  v  sont  nuls 
ou  différents  de  zéro  en  même  temps.  Il  résulte  de  là  et  des  for- 
mules (i  3),  ( 1 4),  (i 5)  que  les  expressions  de  i/M  i/2*  Ws  sont  don- 
nées dans  tous  les  cas  possibles  parle  Tableau  suivant  : 


(7/s  :  A  i—  o. 

3}1  >   2V. 

axo,         v  ~.  o. 
•           * 

v 

u ,  —  (  z  —  a  » s 

SV                   1 

M-      -               1 
<p  (  s  )  -h       i:  —  a)        '<*'(*  )  J  » 

V 

«,  =  (z  —  a)' 

JV                   "1 

y   o  {z  )  -+-  j  *  i z  —  a  )        *  +  (  *  \|  » 

-1                                         *-,V           1 
«,=(*  —  <?)*  | /**($)■;- y   l:    -ai        *  ty(  *)J; 

3  ii  •  :  a  v. 

JJL  Ot   O,             V    ^    0. 

ul—(z  —  a)*\-hty(z)-\-(z  —  a)        *  ?(*)J. 

«s  ^-  —  liz  —  aV  -|*o(*V, 

3  \l  ■  -  2  v    .  fî  m . 
JX  >  o,  v  .j:  O,  /l        À'  —  fi  //!  1'  o. 

I  -      1 

Ui  —  (  5  —  a  )'"  [©(*}  —  (s  ---a)"  <!*l  *)J, 

ii,  =  —  •*(  c  —  a  V"3(  ~  ». 


^<J.S*  /  |JL  r-  o. 


Ui  —  i  z  —  n  ) 


è. 
î 

% 


A   V-  O,  V        O. 


.1./  - 


och-i;  — 


?v~M. 


-u  -fll     5 1  —  ^<  -i  -*■  «  - 


V    '    - 


—  <l  ) 


* s  « :) L 


fc 
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Cas  :  v  —  o. 

X  ...  3jx. 
X  ^  o,        jx  /.  o. 

X 


_-f  jx  î  ! 

W|  =  (*  —  ««)     *L      ?«3)-i-       (3  — a)  J<K*)J, 

iif  =  <*  —  «)     '[/  çp(5)-i-y*^  —  a)*1  l+(*)Jt 

--T  -       1 


X  >  3  jx. 
X  ji  o,        jx  ^.  o. 
>.  -  (i  |"  X  -  s  jx  '1 

ul=(z  —  a)       «     |.-+-^i  s) -+-($  —  «)     *     <?(*)J, 

X  —  (X  I  X  —  .1  (l  "| 

«1  =  (5  —  Cl)~~  ~*  "|-  -l}/(5)-f-(5  —  rt)~~ *"""•(*)  |. 

«j  —  —  i i  z  —  a)  K-o(  z )  ; 

X    -  3  jjl. 
X  ^  o,        ji  /:  o,        n  -    k    -i2  jjl]:  o. 

tt|  -(5-a)-ii[o(5)-h(5  — a)î^(5)|, 

M,  =  (3  —  a)-Jl[<p(5)  —  (5      -«)<  <j/(s)J, 

m,  =  —  -ji(  -5  —  a)~t*<p(s). 

7.  On  déduit  aisément  de  là  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes que  doit  remplir  la  racine  a  de  A  pour  que,  au  point  a,  les 
racines  de  l'équation  (i)  forment  un,  deux  ou  trois  systèmes  circu- 
laires, et  le  Tableau  précédent  montre  clairement  comment  se 
comportent  ces  racines  selon  1rs  valeurs  attribuées  aux  entiers  a. 
u  et  v. 

Par  exemple,  pour  que  les  racines  forment  un  système  circu- 
laire unique;,  les  conditions  sont  ou 

X  —  o,  ;ji  /=.  o,         v  /.  o.  J;x       jiv     cl     v  non  multiple  de   > 

ou 

X  ^  o.  jx  ^r.  o,         v  —  o,  X  <  i[x     cl     X  non  multiple  de  ">. 

Autrement  dit,  sTa  n'annule  pas  /\  il  faut  et  il  suffit  que  a  an- 
nule q  un  nombre  de  fois  v  non  divisible  par  3,  et  p  un  nombre 
de  fois  u  tel  que  3 jjl  soit  supérieur  à  «v;  et  si  a  annule  /',  les  con- 
ditions sont  que  a  annule  r  un  nombre  de  fois  A   non   multiple 
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de  3,  et  p  un  nombre  de  fois  [jl  tel  que  3  a  soit  supérieur  à  A.  Les 
trois  feuillets  de  la  surface  de  Hiemann  formeront  alors  un  seul 
cycle  dont  le  sommet  sera  un  point  de  ramification  du  second 
ordre,  et  au  point  analytiqnc  (tf,  o)  ou  (rt,oo)  répondra  ce  seul 
point  sur  la  surface. 

Dans  le  cas  où  deux  branches  seulement  deviennent  infinies 
pour  z  =  a,  on  aperçoit  immédiatement  que,  pour  que  le  point  a 
soit  un  pôle  pour  chacune  d'elles,  il  faut  et  il  suffit  que  a  annule 
/•  un  nombre  pair  de  fois  À  =  2p,  et  le  pôle  est  alors  d'ordre  p. 

Lorsque  les  trois  branches  deviennent  infinies  pour  z  =  a,  pour 
que  ce  point  soit  un  pôle  pour  chacune,  il  faut  et  il  suffit  que  A 
égale  3ul,  ou  que,  À  étant  supérieur  à  3  pi,  la  différence  A —  jji  soit 
un  nombre  pair,  ou  enfin  que  X,  inférieur  à  3jjl,  soit  un  multiple 
de  3. 

8.  J'ai  considéré  jusqu'à  présent  un  point  singulier  <7  situé  à 
distance  finie.  Supposons  actuellement  que  le  point  oo  soit  singu- 
lier, et  cherchons  les  expressions  des  branches  //|,  w2,  w3,  envi- 
sagées dans  son  domaine. 

Soient  X',  ja',  v'  les  degrés  respectifs  des  polynômes  r,  /?,  <jr,  coef- 
ficients de  l'équation  (i).  Si  Ton  change  ;  en^»  cette  équation 
devient 

(îfi)  rV-^ii'  +p'z'-v.'u  +■  yV-v  =  o, 

/•',  pf,  q1  étant  des  polynômes  entiers  en  zf,  non  nuls  pour  z1  =  o, 
et  i/|,  u2l  u9  deviennent  des  fonctions  «/',,  u.2,  uz  delà  variable  ^, 
qu'il  est  bien  aisé  d'exprimer  dans  le  domaine  du  point  z'  =  o. 

Appelons,  en  cflet,  a  un  nombre  égal  au  plus  grand  des  entiers 
A',  ja',  v',  ou  aux  plus  grands  s'il  y  en  a  plusieurs.  En  multipliant 
par  5/<x,  l'équation  (i(j)  s'écrit 

(17)  /•' *'*-*' u*  -+-  p'  z'*-\ï a  -4-  q'  5#«-v  =  o, 

où  l'un  au  moins  des  exposants  a  —  A',  a  —  ja',  a  —  v'  est  égal  à 
zéro,  les  autres  étant  positifs.  Or  l'équation  (1  -)  est  de  la  forme  (1) 
et,  relativement  au  point  z'  =  o  qui,  par  hypothèse,  annule  le  dis- 
criminant, on  a  ici 

=  a  —  ./•  .         ;ji  =  x  —  ;ji  ,         v  r-  a  —  v  . 
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On  déduit  de  là,  quel  que  soit  a, 

ti  —  v  =  —  (;jl'-v'),        v-X=-(v'-X'),         X  -,x  =  -(X  -|A')? 

et,  par  suite, 

X— 3jji-h'2v  =  —  (X'—  3jjt'-t-'2v'); 

d'ailleurs,  dans  le  cas  où  X'  —  3  u/  H-  2  v'  est  nul,  si  timf  représente 
la  valeur  commune  des  deux  nombres  3(V  -f-  u/)  et  2(2),'  •+-  v'),  il 

vient 

m  —  X  =  —  (  m'  —  X'  ). 

Les  formules  (i3),  (i4)?  (i5)  donnent  donc  des  expressions  de 
u\7  w'2,  m'3  faciles  à  écrire. 

En  revenant  maintenant  à  ;,  on  a  pour  i/(,  u29  u9y  dans  le  do- 
inaine  du  point  oc, 

v— V  ,    ..    v  — V 

Uï  =       z    3     ?(*)-+-       z  5     <|<(s), 

V  —  A'                                       ,      .,      V  — A" 
{!'  — A' — 

ut=j    z  ?(z)-hj*z  »      <]/(5), 

v—)/  ,    .      v-X' 

— -—  |1*—  A' — 

u*  =  jtz  o(z)+j   z  ty(z), 

si  //  —  3  u'  H-  2  v'  >  o  ; 

//,  =  zv'-V-'v(z)—  z     *     ty(z), 
si  )/  —  3  tx'  -f-  2  v'  <  o  ; 


n 
i/i'-A'  — 


m- A'—"' 


a3  =  —  >.  zm'"^'  o  (  z  ), 

si  a'  —  3[x'-|-  2v'=  o;  <p(s)  et  b(z)  désignant  deux  fonctions  régu- 
lières au  point  oc  et  non  nulles  en  ce  point,  et  n!  étant  le  nombre  de 
fois  que  z'  =  o  annule  4/>'3  -H  °~  *J q'2j  nombre  qui  peut  être  nul. 
On  déduirait  facilement  de  là  les  conditions  nécessaires  et  suf- 
fisantes que  doivent  remplir  les  degrés  X',  jx',  v'  des  coefficients  de 
l'équation  (1),  pour  que  le  point  oc  soit  de  telle  ou  telle  nature. 
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SUR  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  ANALOGUES  A  L'ÉQUATION 

DE  GLAIRADT; 

Par  M.   E.   Gouksat. 

1.  On  connaît  depuis  longtemps  une  classe  d'équations  diffé- 
rentielles du  premier  ordre,  dont  on  obtient  l'intégrale  générale 
en  remplaçant  dans  cette  équation^  par  une  constante  arbitraire; 
ce   sont   les  équations  de    Clairaut  ou,    plus  généralement,   les 
équations  de  la  forme 

Dans  plusieurs  Communications,  M.  RaflV  a  appelé  l'attention 
sur  d'autres  équations  différentielles  jouissant  de  la  même  pro- 
priété. Telle  est  l'équation 

(?,)  y  ~-  v       — ,  i 

dont  l'intégrale  générale  est 

ex 

Je  ine  propose  de  montrer  comment  on  peut  former  des  équa- 
tions possédant  la  même  propriété  et  dépendant  d'autant  de 
fondions  arbitraires  qu'on  le  veut. 

2.  Considérons  d'abord  une  équation  différentielle 

(3)  /=/(W)i 

où  le  second  membre  est  une  fonction  analytique  régulière  dans 
le  domaine  d'un  point  (^'ojJ'o)«  On  sait,  d'après  les  tbéorèmes 
généraux  de  Caucby,  qu'il  existe  une  infinité  d'intégrales  de  celte 
équation,  voisines  du  point  (x01i'0),  et  représentées  par  une  équa- 
tion de  la  forme 

(4)  ?(^»r)  =  const., 

où  ^(jcfy)  est  une  fonction  régulière  dans  le  domaine  de  ce  point. 
Pour  que  cette  fonction  ff(x,y)  soit  identique  à  la  fonction  f) 
il  faut  q'ie/X'?VV)  vérifie  l'équalion  du  premier  ordre 

v    «V  „ 

()jr         0y'f 


—  80  - 

dont  l'intégrale  générale  est  donnée  par  une  relation  arbitraire 
entre /et>*  —  xf.  Dans  le  cas  où  nous  nous  plaçons,  il  n'y  a  donc 
pas  d'autre  solution  que  l'équation  de  Clairaul. 

Mais  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  ne  se  présente 
pas  nécessairement  sous  la  forme  simple  (3).  Prenons,  pour  fixer 
les  idées,  une  équation  du  second  degré  en  y' 

(5)  y-t-  r(^y)/+Q(x,y)  =  oi 

où  P(x,y)  et  Q(x,y)  sont  des  fonctions  analytiques  régulières, 
tant  que  le  point  (x,y)  reste  compris  dans  une  certaine  région  R. 
À  tout  point  (x^y),  l'équation  (5)  fait  correspondre  deux  valeurs 
dey 

(6)  y'=u(x,  v),       y'—vKJr,yu 

et  nous  supposerons  la  région  R  assez  petite  pour  que  chacune 
des  fonctions  u(x,y)  et  v(jc,y)  soit  uniforme.  Les  courbes  inté- 
grales forment  alors  deux  familles  de  courbes  distinctes  dans  la 
région  du  plan  considérée;  par  chaque  point,  il  passe  une  courbe 
de  chacune  do  ces  deux  familles  et  une  seule. 

Si,  dans  l'équation  (5),  on  remplace  y  par  une  constante  arbi- 
traire G,  l'équation  obtenue 

représente  aussi  deux  familles  de  courbes  distinctes 
(H)  mut.  v  )  =  C,         t'(*r»>')  —  *'• 

Admettons  maintenant  que  l'équation  (»j)  représente  l'intégrale 
générale  de  l'équation  différentielle  proposée  (5).  Cela  peut 
arriver  de  deux  laçons;  ou  bien  l'équation  u  =  coust.  représente 
l'intégrale  générale  de  l'équation  y'  ~  k(x,  y),  et  r  =  consl. 
l'intégrale  générale  de  l'équation  y'  —  v(xyy),  et  alors  l'équa- 
tion (5)  est  une  équation  de  Clairaut;  ou  bien,  l'équation  u  =  consl. 
représente  l'intégrale  générale  de  l'équation  y'—  v(x*  y),  et 
i' =  consl.  l'intégrale  générale  de  l'équation  y'—  u(x,  y).  Les 
lonctions  u  cl  v  vérifient  alors  les  deux  équations  simultanées 


du 

du 

àv 

ai 

— 

:     \'  -       .- 

-  o. 

... 

■    u 

o.v 

'M' 

Or 

<U 

o. 
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C'est  précisément  ce  qui  a  lieu  pour  l'équation  (a)  citée  plus 
haut  ;  on  peut  l'écrire 

et  Ton  en  tire 
on  a  donc  ici 

u  ^y  +  y/y1—  4**        t,  =  j  —  /r1—  4  g* 

On  vérifie  sans  peine  que  weU  satisfont  au  système  (9). 

3.  La  recherche  des  équations  du  premier  ordre  et  du  second 
degré  de  la  forme  (5),  qui  s'intègrent  de  cette  façon,  est  donc 
ramenée  à  l'intégration  du  système  d'équations  simultanées  (9). 
Si  Ton  élimine  Tune  des  inconnues,  v  par  exemple,  on  est  con- 
duit a  l'équation  suivante  du  second  ordre,  où/?,  9,  r,  s,  t  dési- 
gnent, d'après  les  notations  habituelles,  les  dérivées  partielles  du 
premier  et  du  second  ordre  de  la  fonction  inconnue  u 

(10)  qr-\-(qu — p)  s — put  =  o. 

L'équation  (10)  est  intégrable  par  la  méthode  de  Monge;  elle 
admet  l'intégrale  intermédiaire 

(il)  p  +  qu  =  <?(")> 

où  v (u)  désigne  une  fonction  arbitraire.  On  le  vérifie  immédia- 
tement en  observant  que  le  premier  membre  de  l'équation  (10)  est 
identique  au  déterminant  fonctionnel 

D(/>  -t-  g  u.  u) 

L'équation  (11)  est  linéaire  et  son  intégration  se  ramène  à  celle 
du  système  d'équations  différentielles 

,     .  dx       dy         du 

(12)  -     J   - 


1  u        <p('0' 

comme  'f(u)  est  une  fonction  arbitraire  de  m,  on  peut  poser 


—  "■*"(«). 


?(") 
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•}(**)  étant  aussi  une  fonction  arbitraire.  L'intégrale  générale  du 
Systems  (ia)  est  alors  donnée  par  les  formules 

y—  ttf(a)-f-+(tt)  =  C, 

et,  par  suite,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (10)  est  fournie 
par  une  équation  de  la  forme 

(i3)  J'- "+'(«)-+-+(")  =  /(*  — +'(«)], 

fetty  étant  deux  fonctions  arbitraires.  Si  Ton  prend,  par  exemple, 
o(u)  =  m,  l'intégrale  générale  de  l'équation  p  -+-  qu  =  u  est 

y  —  m—  /{t  —  Iogw)  =  o; 
avec  la  fonction  f(x)  =  e',  nous  retombons  sur  l'équation  (a) 

-4.   En  résumé,  l'équation 

03)  y  —  u¥(u)  +  ty(u)=f[jr  —  ¥(u)], 

jointe  à  l'équation 

d«         au 

donne  l'intégrale  générale  du  système  (y).  On  a  donc  le  moyen 
de  former  toutes  les  équations  de  la  forme  (5),  dont  on  obtient 
l'intégrale  générale  en  y  remplaçant  y  par  C.  Mais  ici  se  place 
une  remarque  essentielle.  Une  fois  qu'on  a  choisi  les  deux  fonc- 
tions arbitraires  f  et  »},  l'équation  (i3)  nous  donne  pour  u  une 
fonction  déterminée  de  x  et  de  y\  on  a  ensuite  v  par  la  formule 

Ou 

ÔT 

dy 
ti  l'intégrale  générale  de  l'équation 
'i  ji  |  y' —  m  ./•.  v  >J  |  k'  —  i<'#.  y  »|  ~ 


—  n 
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est  bien 

[u(xyy)  —  Q\[s>(x,y)  —  CJ  =  o. 

Mais,  en  général,  les  deux  fonctions  u  et  v  sont  analjtiquemenl 
distinctes,  de  sorte  que  l'équation  (i4)  se  dédouble,  en  réalité, 
en  deux  équations  distinctes  du  premier  ordre.  U  reste  donc  à 
examiner  comment  il  faut  prendre  les  deux  fonctions  f  et  if  pour 
que  u  et  v  soient  deux  branches  d'une  même  fonction  analytique, 
comme  cela  a  lieu  pour  l'équation  (2). 

Pour  répondre  à  cette  question,  nous  allons  étudier  les  pro- 
priétés d'une  équation  du  premier  ordre 

où  la  fonction  u  est  définie  par  une   relation  de  la  forme  (i3). 
D'après  ce  qui  a  été  établi,  l'intégrale  générale  de  cette  équation 

est 

au        _,  du 

--  +  Cr=o, 

dx  dy 

C  désignant  la  constante  arbitraire.  Or,  on  lire  de  l'équation  (i3) 

du  àx 


(«-£)♦•<•> 


dx 

lu  — 

dx  J 

du  1 


»"(-£)«■> 


àx  J 
l'intégrale  générale  esl  donc 

à/      c 
dx 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

x  —  4*'(m)  =  consi. 

On  voit  donc  que  C  intégrale  générale  de  toute  équation  de 
la  forme  (  1  3  ) 
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s  obtient  en  éliminant  u  entre  le  système  des  Jeux  équations 

I  x — ty'(u)  =  const. 

La  vérification  directe  est  facile,  car,  si  Ton  regarde  y  et  u 
comme  deux  fonctions  de  x  définies  par  les  équations  (i 5),   on 

en  tire 

,  %W/    .du       àf[         , , .       du  "1 

,»         du 
.-4mu>s-o; 

par  suite y'  —  w,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

Pour  faire  l'élimination  de  m,  on  peut  imaginer  que  Ton  tire  u 
de  la  seconde  des  équations  (i5)  et  qu'on  porte  sa  valeur  dans  la 
première,  ce  qui  conduit  à  une  équation  de  lu  forme 

quand  on  fait  varier  la  constante  d'intégration,  on  voit  donc  que 
toutes  les  courbes  que  Ton  obtient  se  déduisent  de  Tune  d'elles 
par  des  translations.  Par  suite,  on  a  la  définition  géométrique  sui- 
vante pour  les  familles  de  courbes  qui  satisfont  à  une  équation 
différentielle  du  premier  ordre  de  la  forme  (i3).  Soient  c  et  v 
deux  courbes  quelconques  se  coupant  en  un  point  A;  imaginons 
que  la  courbe  c  se  déplace  d'un  mouvement  de  translation  de 
façon  que  le  point  A  décrive  la  courbe  y.  Les  positions  succes- 
sives c\  c*,  ...  de  la  courbe  mobile  forment  une  famille  de 
courbes  (<  qui  satisfont  à  une  équation  différentielle  de  la  forme 
(i3),  et  inversement  on  obtient  ainsi  la  famille  la  plus  générale  de 
courbes  satisfaisant  à  une  équation  de  cette  forme. 

A  la  famille  de  courbes  C  correspond  une  famille  conjuguée  1\ 
formée  par  les  positions  successives  occupées  par  la  courbe  y,  qui 
se  déplacerait  d'un  mouvement  de  translation  de  façon  que  le 
point  A  décrue  la  courbe  c.  Soient  u(x,y)  le  coefficient  angu- 
laire de  la  tangente  à  la  courbe  C  qui  passe  par  le  point  de  coor- 
données (x,y),  et  v(xfy)  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente 
à  la  courbe  F,  qui  passe  par  le  même  point.  L'équation  différen- 
tielle des  courbes  C  est 

y'  .-=  //(.r,r). 
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et  celle  des  courbes  Y, 

y  =  *>(*,.r); 

or,  il  est  évident  géométriquement  que,  tout  le  long  d'une 
courbe  C,  le  coefficient  angulaire  v(xyy)  de  la  tangente  à  la 
courbe  Y  est  constant,  et  de  même,  tout  le  long  d'une  courbe  T, 
le  coefficient  angulaire  u(x,y)  de  la  tangente  à  la  courbe  C  est 
constant.  Les  équations 

v(x>y)  =  const.,         u(x,y)  =  const. 

représentent  donc  respectivement  les  courbes  C  et  les  courbes  Y. 
Telle  est  l'interprétation  géométrique  des  formules  qui  repré- 
sentent l'intégrale  générale  du  système  (9). 

On  peut  encore  donner  des  courbes  C  et  F  une  définition  indé- 
pendante de  toute  considération  cinématique.  Prenons  dans  le 
plan  deux  courbes  fixes  c  et  y  ;  joignons  un  point  m  de  la  courbe  c 
à  un  point  m'  de  y  et  soit  M  le  milieu  du  segment  mm'.  Lorsque, 
le  point  m'  restant  fixe,  le  point  m  décrit  la  courbe  c,  le  point  M 
décrit  une  courbe  homothétique  à  c  avec  ~  pour  rapport  d'homo- 
thétie.  Les  diverses  positions  de  cette  courbe,  lorsqu'on  fait  dé- 
crire la  courbe  y  au  centre  d'homothétie  m',  forment  une  famille 
de  courbes  C.  On  obtiendrait  les  courbes  Y  en  échangeant  les 
rôles  des  deux  courbes  c  et  y. 

5.  Si  les  deux  courbes  c  et  y  sont  analytiquement  distinctes,  il 
en  sera  de  même  des  courbes  C  et  Y  ;  mais,  si  les  deux  courbes  c 
et  y  sont  confondues,  les  courbes  C  et  Y  ne  seront  plus  analogi- 
quement distinctes,  et  l'équation  différentielle  de  ces  courbes  sera 
indécomposable.  Pour  obtenir  des  équations  du  premier  ordre 
indécomposables  qui  s'intrgrent  comme  l'équation  de  Clairaut, 
en  remplaçant^'  par  une  constante  arbitraire,  il  suffira  donc  de 
prendre  une  courbe  arbitraire  C  et  de  prendre  les  positions  suc- 
cessives de  cette  courbe  dans  un  mouvement  de  translation  tel 
que  l'un  de  ses  points  décrive  la  courbe  dans  sa  position  primi- 
tive. On  peut  encore  remplacer  cette  construction  parla  suivante  : 
on  prendra  les  courbes  homolhéliques  de  la  courbe  c,  avec  le  rap- 
port d'homothétie  £,  par  rapport  à  ses  différents  points  pris  pour 
centres  d'homothétie.  On  remarquera  que  les  courbes  intégrales 
de   l'équation   différentielle  ainsi  obtenue    sont    toutes    superpo- 


—  93  — 

sables,  propriété  qui  rapproche  encore  cette  équation  de  l'équation 
de  Clairaut. 

Par  exemple,  l'équation 

C 
peut  s'écrire 

y  —yo  =  <?*-*•, 

avec  la  condition  j^0=  e'o.  On  voit  que  toutes  ces  courbes  sont 
les  positions  successives  de  la  courbe  y=.ex  lorsque  le  point 
(^o>^'o)  décrit  cette  courbe  elle-même. 

6.  Au  lieu  de  prendre  une  équation  du  second  degré  en  y\  on 
pourrait,  pour  former  des  équations  analogues  à  l'équation  de 
Clairaut,  considérer  des  équations  d'un  degré  quelconque  en  iy, 
et  reprendre  les  raisonnements  du  n°  2.  Par  exemple,  en  prenant 
une  équation  du  troisième  degré,  on  est  conduit  au  système 
suivant 

du  du  ôv  du  dw  dw 

dx  ày  dx  dy  dx  dy 

tout  à  fait  analogue  au  système  (9).  L'élimination  de  deux  des 
fonctions  inconnues  m,  t>,  w  conduit  à  une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  troisième  ordre. 


NOTE  RELATIVE  AUX  ASYMPTOTES  ET  AUX  CERCLES  DE  COURBURE; 

Par  M.  G. -A.  Laisaat. 

Théorème. —  Soit  une  courbe  plane  Y  ayant  une  asymptote  A. 
Si  l'on  transforme  la  figure  par  inversion  par  rapport  à  un 
point  O  du  plan,  la  courue  Y  se  transforme  en  une  courbe  Yt 
passant  par  O,  et  la  transformée  de  f  asymptote  A  n'est  autre 
que  le  cercle  de  courbure  \\  de  la  courbe  Y%  au  point  O. 

Pour  démontrer  analyliquement  cetle  proposition,  il  suffit  de 
remarquer  que  la  valeur  du  rayon  de  courbure  en  coordonnées 
polaires  est  donnée  par  la  formule 


1  •  1  4 
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Si  donc  on  rapporte  la  courbe  Vt  à  un  axe  polaire  passant  eu  O, 
que  Ton  prend  pour  origine,  et  avant  par  exemple  une  direction 

parallèle  à  celle  de  l'asymptote  A,  le  rayon  de  courbure  en  O, 

o' 
perpendiculaire  à  Taxe  polaire,  aura  pour  valeur  ^  =  R,  puisque 

p,  =  o  pour  le  point  O  considéré. 

Mais  si  nous  appelons  p  la  distance  à  l'origine  de  l'asymptote  A, 
et  X2  la  puissance  de  la  transformation,  nous  avons 

..  ....     sinoi 

n  —  htm  o  sinto  )  —  À'*  h  m 

pour  to  =  o,  c'est-à-dire  p  =  —  •  Donc  R   -  —  »  ce  qui  démontre 

le  théorème  énoncé. 

Géométriquement,  la  proposition  est  pour  ainsi  dire  intuitive, 
car  la  transformée  d'une  tangente  quelconque  en  M  à  la  courbe  T 
est  une  circonférence  passant  par  O  et  tangente  à  la  courbe  T%  au 
point  correspondant  M,.  Fille  passe  donc  par  O  et  par  deux  points 
infiniment  voisins  de  M,  ;  or,  quand  M  s'éloigne  à  l'infini,  M<  se 
rapproche  indéfiniment  de  O,  de  sorte  qu'à  la  limite  ou  a  pour 
transformée  une  circonférence  passant  par  O  et  par  deux  points 
infiniment  voisins  de  O,  c'est-à-dire  précisément  la  circonférence 
du  cercle  oscillateur  ou  du  cercle  de  courbure. 

L'extrême  simplicité  de  ce  résultat  est  de  nature  à  inspirer  des 
doutes  sur  sa  nouveauté;  je  ne  l'ai  cependant  rencontré  nulle 
part,  et  plusieurs  mathématiciens  que  j'ai  consultés  ne  le  con- 
naissaient pas  non  plus.  Dans  tous  les  cas.  cette  proposition, 
nouvelle  ou  non,  présente  un  sérieux  intérêt,  même  au  point  de 
vue  de  renseignement,  car  elle  tend  à  fusionner  en  une  seule  les 
deux  théories  des  asymptotes  et  des  rayons  de  courbure,  qui  sem- 
blent a  priori  bien  distinctes  l'une  de  l'autre. 

Toute  détermination  de  ra\on  de  courbure,  par  exemple,  se 
déduira  immédiatement  de  la  détermination  de  l'asymptote  à  la 
courbe  inverse,  en  prenant  le  point  considéré  pour  pôle  d'inver- 
sion. Réciproquement,  dans  certains  cas,  il  pourra  être  commode 
de  déduire  du  cercle  de  courbure,  supposé  connu,  l'asymptote  de 
la  courbe  inverse. 

M.  le  colonel  Maunheim  m%a  fait  remarquer  que  celte  propo- 
sition peut  se  rattacher  a  la  propriété  suivante,  qui  est  bien  eon- 
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nue  :  La  podaire  d'une  courbe  C,  par  rapport  à  un  point  O, 
a  une  branche  normale  en  O  à  la  tangente  Od  à  la  courbe; 
son  cercle  de  courbure  en  O  a  pour  diamètre  Od,  en  désignant 
par  d  le  point  de  contact. 

Or,  cette  podaire  et  ce  cercle  sont  les  transformées  par  in  ver-' 
sion  (O  étant  le  pôle)  de  T  et  A,  polaires  réciproques  de  C  et  rf, 
par  rapport  à  une  circonférence  de  centre  O.  Il  suffit  maintenant 
de  remarquer  que  A  est  l'asymptote  de  F,  puisque  la  tangente  Od 
passe  par  O. 

M.  Mannheim  a  bien  voulu  m'indiquer,  en  outre,  la  très  inté- 
ressante application  que  voici  :  F  est  une  strophoïde  droite;  le 
point  double  r  est  au  milieu  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
sommet  O  sur  l'asymptote  A.  La  courbe  est  une  anallagmatique 
par  rapport  à  O,  et  alors  le  cercle  transformé  de  A  est  le  cercle  de 
courbure  de  la  courbe  elle-même;  son  diamètre  est  la  moitié  de 
Or;  en  outre,  dans  les  circonstances  particulières  de  la  question, 
ce  cercle  a  un  contact  du  troisième  ordre  avec  la  courbe. 


On  pourrait  multiplier  les  exemples  et  les  applications.  Je  me 
bornerai,  sans  développements,  pour  terminer,  à  l'énoncé  sui- 
vant :  Si  une  courbe  a  trois  asymptotes,  sa  transformée  par 
inversion,  le  pôle  étant  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle 
des  asymptotes,  a  en  ce  pôle  un  point  triple  pour  lequel  les 
rayons  de  courbure  des  trois  branches  de  la  courbe  sont 
égaux. 

\\  y  aurait  sans  doute  à  étudier  l'extension  de  quelques-unes  de 
ces  considérations  à  la  Géométrie  de  l'espace.  C'est  un  sujet  sur 
lequel  je  reviendrai  peut-être. 


XXIII. 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES, 


SÊÂNCB  DU  3  AVRIL  1895. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    MOCHE. 

Communications  : 

M.  D.  André  :  Sur  la  structure  des  permutât  ions  circulaires. 
M.  Fleury  :  Sur  une  fausse  propriété  attribuée  aux  séries 
dites  semi-convergentes. 

M.  Lecornu  :  Sur  une  équation  fonctionnelle. 

M.  P.  Appell  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  la  théorie  du  frottement  de  roulement. 

Dans  un  article  inséré  au  numéro  de  janvier  1896  du  Journal' 
des  Savants,  M.  Bertrand,  à  l'occasion  des  recherches  de  M.  Def- 
forges  sur  le  pendule,  s'occupe  du  frottement  de  roulement.  Il 
trouve  la  théorie  qu'on  en  donne  ordinairement  fort  peu  satis- 
faisante et  cite  comme  mauvais  cet  énoncé  d'un  livre  classique  : 
«  Le  frottement  de  roulement  résulte  de  ce  que  le  point  d'appli- 
cation de  la  réaction  de  l'un  des  corps  se  trouve  situé  en  avant  du 
point  de  contact  géométrique  de  leurs  surfaces.  » 

Le  désaccord  entre  M.  Bertrand  et  les  auteurs  qui  ont  écrit  sur 
le  frottement  de  roulement  est,  pour  une  grande  partie,  mais  non 
pour  le  tout,  une  question  de  mots.  M.  Bertrand  appelle  frotte- 
ment  de  roulement  la  force  que  les  auteurs  des  Traités  modernes 
les  plus  estimés  regardent  comme  une  variété  de  frottement  de 
glissement;  puis  il  considère  comme  négligeable  le  couple  que 
ces  auteurs  appellent  frottement  de  roulement  et  qui  peut  être 
regardé,  avec  raison,  comme  produisant  le  déplacement  de  la 
réaction  normale  en  avant  du  point  géométrique  de  contact. 

Je  demande  la  permission  d'exposer  brièvement  les  raisons 
pour  lesquelles  la  théorie  classique  du  frottement  de  roulement 
me  parait  préférable  à  celle  que  propose  M.  Bertrand. 

Prenons  un  exemple  précis  et  imaginons  une  roue  verticale 
restant  en  contact  avec  un  sol  plan;  son  déplacement  élémentaire 
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résulte  d'un  glissement  le  long  du  sol  et  d'un  roulement  autour 
d'un  axe  situé  dans  le  plan  du  sol.  On  appelle  alors  frottement 
de  glissement  une  force  tangenticlle  contenue  dans  le  plan 
du  sol  s' opposant  au  glissement  et  frottement  de  roulement 
un  couple  dont  le  plan  est  normal  au  sol  s' opposant  au  roule- 
ment. Le  frottement  de  glissement  est  égal  à  la  réaction  nor- 
male N  multipliée  par  un  coefficient  /  à  peu  près  constant;  le 
moment  du  couple  du  frottement  de  roulement  suit  des  lois  mal 
connues  :  en  le  représentant  par  NS,  on  appelle  la  petite  lon- 
gueur o  le  coefficient  du  frottement  de  roulement.  Dans  la  plupart 
des  cas  où  il  y  a  glissement,  ce  couple  peut  être  négligé,  car  le 
travail  résistant  du  frottement  de  glissement  est  bien  plus  grand 
que  celui  du  couple  du  frottement  de  roulement. 

Considérons  maintenant  le  cas  particulier  où  la  roue  ne  fait 
que  rouler  :  alors  le  glissement  disparaît,  mais  la  force  du  frot- 
tement de  glissement  ne  disparaît  pas,  car  il  faut  toujours  que 
le  sol  exerce  une  action  tangentielle  empêchant  le  glissement  de 
se  produire;  seulement  cette  force  tangenticlle  suit  alors  les  lois 
du  frottement  de  glissement  à  l'état  statique  :  sa  direction  n'est 
assujettie  à  aucune  condition  et  sa  grandeur  est  assujettie  à  la 
seule  condition  d'être  moindre  que/N;  elle  est,  sous  cette  res- 
triction, complètement  déterminée  par  les  forces  appliquées  et  la 
nature  même  du  mouvement;  il  n'y  a  évidemment  pas  lieu  d'en 
chercher  les  lois;  aussi  ne  les  cherche-t-on  dans  aucun  des  Traités 
classiques.  Celte  composante  tangentielle  n'absorbe  plus  de  tra- 
vail, car  elle  est  appliquée  à  un  point  de  vitesse  nulle.  Mais  alors 
on  ne  peut  plus  négliger  le  couple  du  frottement  de  roulement 
qui,  lui,  absorbe  du  travail;  pour  connaître  le  moment  N8  de  ce 
couple,  il  faut  chercher  expérimentalement  comment  3  est  lié  au 
rayon  de  la  roue  et  peut-être  à  sa  vitesse  et  à  N;  c'est  ce  qu'ont 
essayé  de  faire  divers  expérimentateurs,  et  le  problème  ainsi  posé 
a  un  sens  très  précis  et  un  réel  intérêt  pratique. 

Pour  rendre  sensible  le  fait  que  le  couple  du  frottement  de 
roulement  n'est  pas  négligeable  dans  le  roulement,  imaginons  un 
cylindre  très  lourd  posé  sur  un  sol  horizontal;  tout  le  monde  sait 
qu'il  faut  un  certain  efFort  pour  le  mettre  en  mouvement;  quand 
l'effort  est  trop  petit,  le  cylindre  ne  glisse  pas  à  cause  de  la  réac- 
tion  tangentielle  s'opposanl    au    glissement,   et  il  ne  roule  pas 
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parce  que  les  réactions  du  sol  sur  la  pclile  aire  de  contact  déve- 
loppent un  couple  s'opposant  au  roulement.  Quand  on  augmente 
l'effort,  il  arrive  un  moment  où  le  cylindre  roule  sans  glisser  : 
c'est  que  le  frottement  de  roulement  est  vaincu,  le  frottement  de 
glissement  ne  Tétant  pas.  Si  le  couple  du  frottement  de  roulement 
était  négligeable,  le  moindre  effort  ferait  rouler  le  cylindre, 
puisque  la  réaction  tangentielle  n'oppose  aucune  résistance  au 
roulement. 

Une  fois  le  cylindre  lancé,  supposons  qu'on  l'abandonne  à  lui- 
même  :  il  est  alors  animé  d'un  mouvement  de  roulement  qui  serait 
uniforme  si  le  couple  du  frottement  de  roulement  n'existait  pas; 
c'est  donc  l'action  de  ce  couple  qui  finit  par  arrêter  le  mouve- 
ment. 

Une  dernière  considération,  empruntée  à  la  Mécanique  analy- 
tique, montre  également  que  c'est  bien  le  couple  et  non  la  force 
tangentielle  qui  doit  être  appelé  frottement  de  roulement.  On  dit, 
en  Mécanique  analytique,  qu'une  liaison  est  réalisée  sans  frotte- 
ment quand,  pour  tout  déplacement  compatible  avec  la  liaison, 
le  travail  des  forces  de  liaison  est  nul.  Supposons  que  la  liaison 
imposée  à  une  roue  soit  de  rouler  sur  un  plan  :  si  la  réaction  du 
plan  se  réduit  à  la  composante  normale  et  à  la  composante  tangen- 
tielle, le  roulement  a  lieu  sans  frottement,  car  le  travail  des 
forces  de  liaison  est  nul.  11  n'en  est  plus  ainsi  lorsque  les  réactions 
du  plan  produisent  en  outre  un  couple  s'opposant  au  roulement. 


SÉANCE   DU   19  AVRIL    1895. 

PRÉSIDENCE   DE  M.   BIOCHE. 

Communications  : 

M.  H. -A.  Schwarz  :  Sur  un  problème  du  calculdcs  variations. 

M.  Sophus  Lie  :  Contribution  à  la  théorie  des  transforma- 
tions de  contact. 

M.  Biochc  :  Sur  une  surface  du  troisième  ordre  admettant 
une  cubique  gauche  comme  ligne  asymptotique. 

M.  N.  Delaunay  :  Sur  le  mouvement  dJun  solide  autour  dyun 
point  fixe. 
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M.  N.  Delaunay  présente  certains  instruments  propres  à  la 
transformation  des  mouvements  :  i°  ellîpsographe;  20  projec- 
teur; 3°  hyperbolographe  ;  4°  duplicateur;  5°  transformateur  de 
la  giration  en  quatre  mouvements  rectilignes  approchés;  6°  trans- 
metteur pantographique  des  girations. 

M.  G.-B.  Guccia  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  une  expression  du  genre  des  courbes  gauches  algébriques 
douées  de  singularités  quelconques. 

Si  F«  =  o  et  F2  =  o  sont  les  équations  irréductibles  de  deux 
surfaces  algébriques,  d'ordres  nt  et  n2,  dont  les  premiers 
membres  renferment  linéairement  des  paramètres  arbitraires 
V,,  X*,  . ..,  Xj,  XJ,  .. .,  la  fonction  Q(/i|,  n2)7  qui  exprime  le 
genre  de  la  courbe  mobile  (K),  variable  avec  les  deux  groupes 
de  paramètres  (X,),  (X2)  et  intersection  résiduelle  de  deux  sur- 
faces Fj  et  F2,  est  de  la  forme 

L  U(nl,/i,)  =  /i1(D-hirî-+-i)-f-/iî(D-+-ir1-i) 

J  — /iinî(/i1+ /is— i)h- 1 -4- Lt 

où  D  est  l'ordre  de  la  courbe  mobile  (K);  ic/(*  =  1,  2)  est  le 
genre  des  sections  planes  de  la  surface  F/;  L  une  constante 
qui  est  nulle  si  les  deux  systèmes  linéaires  Ft  et  F2  ni! ont  en 
commun  aucune  de  leurs  singularités  bases. 

Exemples.  —  i°  Si  (K)  est  l'intersection  complète  des  sur- 
faces génériques  des  deux  systèmes  linéaires  F«  =  o,  F2  =  o,  on 
doit  faire  L  =  o,  D  =  nt  n2,  et  Ton  trouve 

(2)  û(/ii,  /ij)  =  nt(Tzt — 1)  +  iii(tci —  i)-h  /ii/ij-h  1. 

En  particulier,  pour  n2  =  1 ,  d'où  tz2  =  0,  on  a  û(/i| ,  1)  =  ^ . 

20  Dans  l'hypothèse  précédente  et  pour  deux  surfaces  géné- 
riques Ft  et  F2  dont  les  sections  planes  sont  de  genre  zéro 
(t,  =  tc2  =  o)  (surfaces  réglées  de  genre  zéro  ou  surface  de 
Steiner),  la  formule  (2)  donne 

G(it|,  nt)  =  ni/ij  —  nt  —  nt  -+-  1. 

3°  Pour  les  courbes  tracées  sur  une  surface  du  second  ordre 
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(n2  =  2,  tc2=o),  la  formule  (1)  donne  en  général 

i2(/i,,  2)  =  2 D  -h  ni (D  — -  2/ii  —  3) -+- 2*1  —  i-f-  L; 

et  dans  le  cas  où  (K)  est  l'intersection  complète  d'une  surface  de 
second  ordre  avec  une  surface  du  système  linéaire  F«  =  o  douée 
de  singularités  bases  quelconques,  la  relation  (2)  devient 

J'étais  parvenu  à  cette  dernière  formule  par  une  voie  toute 
différente,  dans  une  Note  insérée  dans  les  Rendiconti  de  l'Aca- 
démie des  Lincei  (séance  du  7  avril  1889). 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  UNE  ÉQUATION  FONCTIONNELLE  ; 
Par  M.  L.  Lecormu. 

Soit  X  =f(x)  une  fonction  uniforme   de  x.  Considérons  la 
substitution  {x,y)  définie  par  l'équation  à  coefficients  constants 

(1)  <ç(x,y)  =  axy  +  b(x+y)  +  c  =  0, 

et  cherchons  si  la  fonction  /(x)  peut  être  déterminée  de  manière 
à  vérifier  l'équation  de  même  forme 

(2)  *(X,  Y)  =  AX  Y  -+-  B(X  +  Y)  +  C  =  o. 
Supposons  d'abord  A  différent  de  zéro.  On  peut  écrire 

(AX  +  B)(AY  +  B)  =  B«-  AC. 

e  •    1  v  AX  +  B       v  AY  +  B       ..     . 

bi  donc  on  pose  A,  =  >    1 1  =    .  il  vient 

r  y/Ht—  AC  /B*—  AC 

(3)  X,Yl=:l. 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

v         '-+-^1 
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Sous  cette  dernière  forme,  on  voit  que  la  fonction  X,  est  le 
quotient  d'une  fonction  de  x  par  la  même  fonction  dey. 

Réciproquement,  le  quotient  TV'»  quelle  que  soit  la  fonction 

uniforme  ty(x),  vérifie  identiquement  l'équation  (3),  dont  il  con- 
stitue par  suite  la  solution  générale.  On  en  déduit  la  solution  gé- 
nérale de  (2),  qui  est 


(5)  AX-*-B  =  /B«  —  AC 


Kr) 


Un  cas  particulier  de  ce  problème  a  été  proposé  comme  ques- 
tion, sous  le  n°  Ï74  de  V Intermédiaire,  dans  les  termes  suivants  : 

«  Trouver  les  fonctions  /(x)  telles  que  /(x)  = 


»  Louis  Rossel.  » 

On  peut  se  demander  à  quelles  conditions,  x  et  y  étant  réels, 
ainsi  que  les  coefficients  des  équations  (t)  et  (2),  il  existe  des  so- 
lutions également  réelles.  Si  B2 —  AC  est  positif,  aucune  diffi- 
culté :  Ton  n'a  qu'à  prendre  pour  ty(x)  une  fonction  réelle.  Quand 
B2 —  AC  est  négatif,  le  résultat  ne  peut  être  réel  que  si  le  quo- 

tient  ~ — •■  est  purement  imaginaire.    Or,  ceci   est  impossible, 

attendu  que  si  Ton  avait,  par  exemple, 

Arg.  <J/(:r)  —  Arg.ty(y)  =  ^, 

la  permutation  de  x  avec  y  donnerait,  puisque  la  fonction  ty(x) 
est  supposée  uniforme, 

Arg.  ty(y)  —  Arg.^(a:)=  ^, 

équation  incompatible  avec  la  précédente.  Il  faut  donc  que 
B2 — AC  soit  positif.  Si  B2  —  AC  =  o,  la  fonction  X  se  réduit  à 
une  constante  déterminée  par  l'équation  AX  -+-  B  =  o. 

Supposons  maintenant  que  A  soit  nul.  LVquation  (•>.)  devient 

B(X-r-Y)-+-C  =  o. 
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ce  que  nous  écrirons 


d'où 


X-+-  — 


La  fonction  e     aB  vérifie  donc  l'équation  (3),  et  Ton  en  déduit 
immédiatement 


d'où 


ou  bien 


X  -h  —  =  log^(ar)  —  lopty^), 


(6)  x  =  x<*>-xCr>-jB» 

en  posant  y(#)  =  logd/(;r).  Réciproquement,  quelle  que  soit  la 
fonction  %  (#),  la  relation  (6)  répond  à  la  question;  il  faut  seule- 
ment avoir  soin  de  choisir  cette  fonction  de  telle  façon  qu'elle  soit 
uniforme  tout  au  moins  dans  le  domaine  (x9y)  que  Ton  veut  con- 
sidérer, sans  quoi  Ton  ne  serait  pas  en  droit  de  dire  que  la  permu- 
tation de  x  avec  y  change  le  signe  de  la  différence  y^(x)  —  %(y) 
sans  changer  sa  valeur. 

La  relation  (6)  doit  nécessairement  se  déduire  de  la  relation  (5) 
par  l'hypothèse  A  =  o.  Voici  comment  l'on  passe  de  l'une  à  l'autre. 
Si  A  est  infiniment  petit,  B  et  G  demeurant  constants,  la  rela- 
tion (5)  peut  s'écrire 

x=__b      b/ .     ac\  Kï_)___Ç  ¥*l  ,  b  4»(.g)-Kr) 

A"""  \\         aBV+Cr)  nB^{y)^X  +  00 

Pour  que  la  valeur  de  X  reste  finie,  il  faut  que       »  , .  ^ /'  soit 

n  1  A+(jr) 

également  fini.  Désignons  ce  quotient  par  ô(;r),  après  en  avoir 
fait  disparaître  y  au  moyen  de  l'équation  (i).  Nous  aurons 

et,  par  permutation  de  x  avecj', 

•J/f  r  )       i  -t-  Ml  y) 
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On  en  déduit,  en  ajoutant, 

i(£)  _  ,  =  v  QW-OQO  +  e 
et,  par  suite, 


— 5(.-n«'>.-'w-^, 


2 


Si  maintenant  on  annule  A  et  par  conséquent  e,  il  reste 

X=-4+B0^-°(^, 
•iB  2 

ce  qui  concorde  avec  l'équation  (6). 

Il  est  naturel  d'étendre  la  recherche  précédente  au  système 
d'équations 

(i)w'  y(&*  y)  =  €txy  -h  6a?  -i-  b'y-h  c  =  o, 

(a)*"  *(X,  Y)  =  AXY  +  BX  +  B'Y  +  C  =  o, 

dans  lequel  les  deux  valeurs  xyy  de  la  variable  n'interviennent 
plus  d'une  manière  symétrique,  non  plus  que  les  valeurs  corres- 
pondantes, X  et  Y,  de  la  fonction  inconnue.  Si  la  symétrie  sub- 
siste par  rapport  à  la  variable,  Je  problème  est  généralement  im- 
possible, car  la  permutation  de  x  avec  y  fournit  le  système 
d'équations  simultanées 

AXY  +  BX  +  B'Y  +  C  =  o, 
AXY  +  B'X+BY  +  C  =  o, 

d'où,  par  soustraction, 

(B-B')(X-Y)  =  o, 

et  par  suite,  puisque  B  diffère  de  B', 

X  =  Y. 

Alors  l'équation 

AX»-+-(B-hB')X-i-C  =  o 

fournit  pour  X  une  valeur  constante,  ce  qui  ne  peut  être  regardé 
comme  une  solution.  Il  n'y  a  d'exception  que  si  l'on  a  à  la  fois 

A  =  G  =  o,        B  4-  B'  =  o. 
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Dans  ce  cas,  l'équation  à  vérifier  est 

(7)  X-Y  =  o, 

et  il  est  facile  d'y  satisfaire.  Si  Ton  pose,  en  effet,  X  =  ?.'i(j:), 
et,  par  suite,  Y  =  '^^(y),  on  a 

X-+.Y  =  a|4,(*)-4-*Or)]. 

Combinant  avec  l'équation  précédente,  on  trouve 

(8)  X  =  ù(;p)-h<}/(7). 

Réciproquement,  quelle  que  soit  la  fonction  uniforme  ^(*r),  il 
est  clair  que  la  relation  (8)  fournit  une  solution  de  l'équation  (7). 

Quand  la  relation  entre  x  et  y  devient  dissymétrique,  le  pro- 
blème change  de  face.  Il  suffit,  pour  s'en  convaincre,  de  remarquer 
que  l'étude  de  la  substitution  (1)*"  a  été  précisément  l'origine 
des  découvertes  de  M.  Poincaré  sur  les  fonctions  fuchsiennes  et 
kleinéennes.  La  simplicité  des  résultats  consignés  dans  la  pré- 
sente Note  lient  entièrement  à  ce  que  la  symétrie  de  l'équation  (1) 
réduit  le  groupe  fondamental  de  la  substitution  au  type  le  plus 
élémentaire,  savoir  un  couple  de  points. 


SUR  LA  DÉFORMATION  DES  SURFACES; 
Par  M.  Paul  Adam. 

Soient  (S)  et  (S^  deux  surfaces  de  coordonnées  x,y,  z  et  jpf, 
yK ,  v|,  applicables  l'une  sur  l'autre. 

Ainsi  qu'il  est  facile  de  s'en  assurer,  les  deux  surfaces  (S') 
et  (S',)  de  coordonnées 

(0  ]  y^  +  ^^i-a-O-^l^  +  ^i),        y\=yi—k(x-r-xl)^-^(z-hzl)y 
(  z'-z^-giy-^yO  —  hix-hxi),         z'i  =  Zi—g(y-+-yi)-hHx  +  *i)' 

£r,  A,  A'  désignant  trois  constantes  arbitraires,  sont  aussi  appli- 
cables l'une  sur  l'autre. 

Cela  est  vrai,  quelle  que  soit  la  position  relative  des  deux  sur- 
faces (S)  et  (Si);  or,  si  Ton  change  celle  position,  ce  qui  peut  se 
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faire  en  déplaçant  seulement  la  surface  (S,),  par  exemple,  on  in- 
troduira dans  les  formules  (1)  trois  constantes  arbitraires  nou- 
velles (abstraction  faite  de  constantes  purement  additives);  par 
conséquent 

Tout  couple  de  surfaces  applicables  Vune  sur  Vautre  est  un 
cas  particulier  d'un  couple  dépendant  de  six  constantes  arbi- 
traires dont  on  peut  écrire  immédiatement  les  coordonnées. 

Voici  une  application  simple  et  intéressante  de  la  transforma- 
tion (1). 

Prenons  pour  les  surfaces  (S)  et  (Si)  l'alysséide  et  l'hélicoïde 
gauche  à  plan  directeur 

x  =  /m*  -h  a*  cos  vy  Xi  =  u  sin  i>, 

y  =  v/w*-h  a*  sin  v.  yt  =  ucosv, 

.       u-t~  du* -h  a* 

2  =  alog »         z*  =  av. 

a 

en  avant  soin  d'écrire  Yxt  et  iy<  de  Fhélicoïde  u  sine;  et  u  cos  y, 
au  lieu  de  les  écrire,  comme  on  le  fait  habituellement,  ucosv 
et  u  sin  v. 

Faisons  g=h  =  o  et  changeons^',  en  — y\\  nous  aurons, 
pour  les  surfaces  (S')  et  (S\)y 


<*) 


x'  =  (i/m*-+-  a*  —  ku) co&v  —  k^u*-\-  a*  sinv, 
}  y  ss  k  Ju*  -h  a*  cos  t>  -h  (/aî-f-aî  -+■  ku  )  sin  v, 

I,          .       a  -4-  /w*  ■+■  «* 
5  =  a  log - , 

\  a 


ar j=  (A-  /m1  -+-«*•+-  a)  sinv  t-  Ait  cos  c 
'.*)  \  y\  =  Artisino  -h  (à* /a* -h  a1 —  m)cosi>, 


z,  =  av. 


•   v. 


Sur  la  surface  (S'),  les  courbes  (u)  sont  des  ellipses  situées 
dans  des  plans  parallèles  à  xOy  et  ayant  leurs  centres  sur  Oz. 
Les  coefficients  angulaires  des  axes  de  ces  ellipses,  rapportées 
dans  leurs  plans  à  des  parallèles  à  Ox  et  à  Oy,  sont  définis  par 
l'é(]ualion 

(4)  km*-\-  >.m  —  X  =  o; 
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celle  équalion  ne  dépendant  pas  de  u,  les  axes  de  toutes  les 
ellipses  (u)  sont  dans  deux  plans  rectangulaires  passant  par  Oz. 
Ces  ellipses,  rapportées  à  leurs  axes,  ont  pour  équation 


(/X-1-+-  i  /a*  -f-  a*  -h  ku)%       ( /*»  -+- 1  /a» ■+-  a*  —  Ara)1 


celle  qui  correspond  à  w  =  o  est  un  cercle  de  rayon  a  y/A:*  H-  i . 

Le  lieu  des  extrémités  des  axes  de  ces  ellipses  se  compose  des 
deux  courbes  planes 

l  af  —  7  [y** -t-  i  \e«  -h  «""«)  -+-  *(««  —  «"/], 

(5)  ' 

I  y  =  -  [v^«TT(c«  -+-  e~«  )  —  A-  (««  —  e"«  )J , 

qui  ne  sont  autres  que  la  méridienne 

al  1        -i\ 

de  l'alysséide,  déplacée  parallèlement  à  O;,  pour   la   première 
courbe,  de  la  quantité  négative  S  définie  par 

3  

ea  =  ^k1  ■+- 1  —  k, 

et  pour  la  seconde,  de  la  quantité  3',  égale  et  de  signe  contraire 

à  8,  définie  par 

£        

Les  deux  courbes  planes  (5)  correspondent  à  des  valeurs  de  v 

données  par 

tan  g -2  y  =  —  k. 

Les  autres  courbes  (c )  tracées  sur  (S')  ne  sont  pas  planes;  mais 
leurs  projections  sur  xOy  sont  des  hyperboles  de  centre  O  qui  se 
réduisent  à  leurs  asymptotes  quand  tange  =  —  k. 

En  résumé,  le  mode  de  génération  de  (S')  est  le  suivant  : 

On  prend  une  alysséide  (S)  et  Von  considère  deux  des  méri- 
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diens  (M)  et  (M')  de  cette  surface  situés  dans  deux  plans  rec- 
tangulaires; on  laisse  le  méridien  (M)  fixe  et  Von  donne  au 
second  (M'),  parallèlement  à  l'axe  de  l'alysséide,  une  trans- 
lation arbitraire:  la  sur/ace  (S')  est  le  lieu  des  ellipses  dont 
les  plans  sont  perpendiculaires  à  Vaxe  de  Valyssèide  et  dont 
les  sommets  se  trouvent  sur  (M)  et  sur  (M')  déplacé. 

Passons  maintenant  à  la  surface  (S'f).  Pour  cette  surface,  Jes 
courbes  (u)  ont  comme  projections  sur  Je  plan  xOy  des  ellipses 
de  centre  O  dont  les  axes  ont  leurs  coefficients  angulaires  définis 
par  l'équation  (4).  Donc  : 

Les  courbes  (u)  de  la  sur/ace  (S\)  sont  tracées  sur  des  cy- 
lindres elliptiques  dont  les  plans  principaux  sont  tes  mêmes 
et  coïncident  avec  les  plans  de  symétrie  de  la  surface  (S') 
{plans  contenant  les  axes  des  ellipses  (u)  tracées  sur  cette 
dernière  surface). 

L'équation  des  ellipses  sections  droites  de  ces  cylindres  rap- 
portées à  leurs  axes  est 


(6)       ! = 1 "*    .  =i 


En  particulier,  la  courbe  u  =  o  est  une  hélice  circulaire  tracée 
sur  un  cylindre  de  rayon  À*  ;  les  autres  courbes  (  u)  de  (S\)  tournent 
constamment  dans  le  même  sens  autour  de  Leurs  cylindres  res- 
pectifs quand  z  croît  de  — oo  à  +oo;  leur  forme  rappelle  donc 
celle  de  l'hélice  circulaire;  pour  u  =  ±  kay  l'ellipse  (6)  se  réduit 
à  une  droite  et  l'on  obtient  deux  courbes  planes  qui  sont  des 
sinusoïdes. 

Quant  aux  courbes  (c)  de  (S',),  elles  sont  dans  des  plans  paral- 
lèles à  xOy$  d'ailleurs,  d'après  les  équations  (2)  et  (3),  &',  et  y\ 

se  déduisent  de  y9  et  de  — x\  en  changeant  u  en  y/a2-f-a2  et 

vice  versa;  les  valeurs  de  u  et  de  \Jiï*  -h  a2  tirées  des  deux  pre- 
mières (2)  sont  donc  celles  tirées  des  deux  premières  (3),  où  Ton 
remplacerait  y7  par  x\  et  x1  par  — y\\  d'après  cela  : 
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Les  courbes  (r)  tracées  sur  (S',)  sont  des  hyperboles  dont  Us 
plans  sont  parallèles  à  xQy,  et  qui,  en  projection  sur  xOy, 
sont  symétriques  par  rapport  à  Oy  des  hyperboles  conjuguées 
de  celles  obtenues  plus  haut  pour  les  projections  des  courbes  (v) 

de  (S'). 

Pour  lang2^  =  —  A*,  l'hyperbole  tracée  sur  (S,)  se  réduit  à 
deux  droites  rectangulaires  situées  dans  les  plans  de  symétrie 
de  (S'). 

D'après  ce  qui  précède,  (S,)  est  une  sorte  d'hélicoïde  en- 
gendré par  une  hyperbole  variable. 

En  faisant  k  =  o,  (S')  et  (S',)  se  réduisent  à  l'alysséide  (S)  et  à 

l'hélicoïde(S,). 

L'application  que  nous  venons  de  faire  nous  a  conduit,  pour 

(S')  et  (S'4),  à  un  couple  rappelant,  comme  forme,  le  couple  (S), 

(S,).  _ 

Mais  la  transformation  (i)  peut  remplacer  un  couple  (S),  (Sf) 
par  un  autre  (S'),  (S\)  complètement  différent. 

Voici,  à  cet  égard,  un  exemple  remarquable  où  Ton  passe  d'un 
système  de  deux  cylindres  à  un  autre  comprenant  un  parabo- 
loïde  elliptique. 

Considérons  les  surfaces  (S)  el  (Sf) 

X    =  M* —  i'2-h  2rtt\ 

y  =  j. il* -H  v- —  'iav  —  •>.  I  v^1-*-  3a1  du, 
s   =  }.  bu  ; 

—  vtnr  —  9.   I  ^b*  -+-  3  //*  du, 

j'x  —  —  m*  -+-  v*  -+-  a   !  //>*  -h  3  fi*  du, 

Zx  —  •?.  I  {/a*  —  3 i»'  dv . 

Comme  z  et  x  -\-  y  ne  dépendent  que  de  w,  el  que  Z\  cl  x%  -\-y% 
ne  dépendent  que  de  r,  ces  équations  représentent  deux  cylindres  ; 
on  s'assure  d'ailleurs  sans  peine  que  ces  deux  cylindres  s'ap- 
pliquent l'un  sur  l'autre  a\ec  correspondance  des  courbes  (u) 

Appliquons  à  ces  deux  surfaces  la  transformation  (i)  en  faisant 


.r,  =  m»  -+-  «2T1 
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^-  It  =  u,  X-  = —  i  ;  il  vienl  les  deux  surfaces  (S7)  et  (S,) 

y  =  —  a*ir, 

t. 
y,  =  aî-4-2r2, 

dont  la  première  est  le  paraboloïde  elliptique 

'=Zl     il 

Je  reviendrai,  dans  un  prochain  article,  sur  ce  dernier  couple 
(S'),  (S'f).  

COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE   DU    1"  MAI   1895. 

PRÉSIDENCE   DE   11.  GO  U  RSA  T. 

Communications  : 

M.  D.  André  :  Sur  la  structure  des  permutations  circulaires. 

M.  Goursat  :  Sur  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre. 

M.  G.Kobb  adresse  une  Note  Sur  le  problème  de  la  rotation 
d'un  corps  autour  d'un  point  fixe. 

M.  Touche  fait  la  Communication  suivante  : 

Équation  d'une  trajectoire  fluide. 

Considérons  un  système  fluide  symétrique  autour  d'un  axe  et 
n'ayant  pas  de  rotation  autour  de  cet  axe.  Toutes  les  trajectoires 
seront  planes  et  chacun  des  plans  passant  par  Taxe  contiendra 
des  trajectoires  identiques. 


i 


—  us  ~ 

Considérons  le  cas  du  mouvement  permanent,  négligeons  les 
forces  extérieures  et  supposons  la  densité  constante. 

Soient  mn  un  élément  de  trajectoire  et  nr  un  élément  de 
courbe  orthogonale.  Nous  pouvons  choisir  le  point  r  de  telle  ma- 
nière que  la  pression  en  ce  point  soit  la  même  qu'au  point  m. 
Soient  mn  =  ds  et  nr  =  dss  ;  nous  pouvons  aussi  choisir  sur  nr 
un  point  r'  tel  que  la  tangente  à  la  trajectoire  qui  passe  par  ce 
point  soit  parallèle  à  la  tangente  à  la  trajectoire  qui  passe  par  le 
point  m  ;  soit  mr1  =  ds\ . 

La  première  des  équations  générales  du  mouvement  des  fluides 
transformées  nous  donne,  dans  les  conditions  où  nous  nous  pla- 
çons (')  : 

<■>  p  -£ di = -  "•  iû ds 


et  la  seconde 


<») 


i  dp   ,  dz  , 


Remarquons  que  la  variation  de  pression  de  m  en  n  est  la 
même  que  celle  de  r  en  n,  puisque  m  et  r  ont  la  même  pression; 
donc,  dans  les  équations  (i)  et  (2),  les  premiers  membres  sont 
égaux  cl  l'on  a 


dvx   ,  da 

Vl-drds=v'7n(Ui 


ou 


/ 1  \  l    dvt    ,        d%  dsx 

(  i  )  -r-  ds  =  -5-    -r-ds. 

t>i    ds  ds    ds 

Dans  les  conditions  où  nous  nous  plaçons,  l'équation  de  conti- 
nuité transformée  nous  donne  (2) 

/  /\  l    dv\    ,         8a  S'a 

<  h  )  -r-  ds  =  -j-}ds  -+-  -r-,  as . 

Vi    ds  ds  ds 


(')  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  \\I,  p.  ;2. 
(')  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  \\I,  p.  ia«). 
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Les  deux  premiers  membres  de  (3)  et  (4)  étant  égaux,  on  aura 

,  -  x  o»    ,         ù'ol    ,         d<z  dsx    , 

f  j  )  -7—,  ds  -h  -n  a*  =  -=-  -y-  as . 

aV  aV  as   ds 

Comme  les  tangentes  aux  trajectoires  en  m  et  en  H  sont  paral- 
lèles, da.  représente  à  la  fois  l'angle  des  deux  tangentes  à  la  tra- 
jectoire en  m  et  en  /i,  et  l'angle  des  deux  tangentes  en  /  et  en  n 
aux  trajectoires  qui  passent  par  ces  points;  or,  ce  dernier  angle 

est  —  -r-,ds\  ;  on  aura  donc 
as       * 7 

ox    ,  ,         r/a   , 
— r<is\  ~  T  (lfs 

fis  as 


OU 


oa    ,  da    ds     , 

ds  ds   ds  j 


En  substituant  dans  (5),  il  vient 


du    ds  o 'a       _  da  dsi    , 

ds   ds\  ds"       ~~  ds    ds 


ou 


r  *'*     ,  d%  (dSy  ds\     , 

* 

Soit  I  le  point  de  rencontre  de  nm  prolongé  avec  l'axe  de  sy- 
métrie; prenons  l'axe  de  symétrie  pour  axe  des^  et  une  perpen- 
diculaire à  cet  axe  pour  axe  des  x. 

Considérons  au  point  m  une  perpendiculaire  mm!  au  plan  mm 
(plan  du  tableau)  et  de  longueur  égale  à  ds!'  ;  dsn  est  égal  à  ds 

i»        i     S'a    ,  p        ,         r     .  mm  mn  mn 

ou  mn:  1  angle  -nds  est  l  angle  m  Y  m'  ou  -. — >  ou  -i —  ;  or  -. —  est 
'  °      as  D  '  \m  Y  m  Y  m 

é*^al  à  — >  en  appelant  x  l'abscisse  du  point  m  et  dx  la  différen- 
tielle de  l'abscisse  lorsque  l'on   passe  du  point  m  au  point  n. 

o'a   ,  ,     ,  ,   dx 

-r-gds  est  égal  a  — 


Donc  -r-ids  est  égal  à  — -  *»t  il  vient 


dx  _    ,    (dsx        ds  \ 
r  ~~        \ds        ds\) 


XXIII. 


SÉANCE   DU   13  MAI    1895. 

PRÉSIDENCE  DE  11.   GOURSAT. 

Démission  : 

M.  Paul  Genly  adresse  sa  démission  de  membre  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Bioche  :  Sur  les  sur/aces  du  troisième  ordre  à  trois 
points  doubles  et  à  centre. 

M.  RafFy  :  Sur  les  courbes  unicur sales. 

M.  Goursat  cherche  tous  les  arcs  commensurables  avec  la  cir- 
conférence et  dont  une  ligne  trigonométrique  a  pour  carré  un 
nombre  rationnel.  Il  montre  que,  pour  le  premier  quadrant, 
ces  arcs  sout  ceux  de  o°,  3o°,  45°)  6o°,  900,  et  ceux-là  seulement. 

M.  Ma u pi n  adresse  deux  Notes  :  Sur  une  question  de  probabi- 
lités traitée  par  d'A  lembert  dans  l'Encyclopédie,  et  Sur  une 
application  de  la  règle  des  parties  au  jeu  de  la  manille  aux 
enchères. 

M.  d'Ocagne  adresse  une  Etude  géométrique  sur  C hélicoïde 
réglé  le  plus  général. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


ÉTUDE  GÉOMÉTRIQUE  SUR  L'HÉLICOÏDE  RÉGLÉ  LE  PLUS  GÉNÉRAL; 

Par  M.  Maurice  d'Ocagne. 

1 .  Je  considère  ici  l'hélicoïde  réglé  le  plus  général,  engendré 
par  une  droite  qui  reste  tangente  à  un  cylindre  de  section  quel- 
conque (noyau  cylindrique),  en  rencontrant  sous  un  angle  con- 
stant une  hélice  tracée  sur  ce  cylindre.  On  sait  que  cette  hélice  est 
la  ligne  de  striction  de  la  surface. 

Le  but  que  je, me  propose  est  de  déduire  géométriquement  tous 
les  éléments  de  courbure  d'une  telle  surface  de  ceux  de  la  section 
droite  de  son  noyau  cylindrique,  de  façon  à  ramener  à  de  simples 
tracés  linéaires  toutes  les  constructions  relatives  à  la  courbure  des 
lignes  de  la  surface. 


Convenons  une  fois  pour  toutes,  afin  île  simplifier  le  i:m_:  ,  :,- 
dans  la  suite  de  cette  étude,  de  prendre  pour  direction  verticale 
celle  des  génératrices  du  noyau  cylindrique. 

2.  Plan  langent.  —    Le  plan  langent  en  tout  point  (m, m')  de 

la  surface  est  déterminé  par  la  génératrice  passant  en  ce  point  ei 

Fig-  ■■ 


la  tangente  à  une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  surface  par  ce 
point,  la  section  horizontale,  par  exemple  {Jig-  i)- 

Supposons  la  figure  projetée  sur  un  plan  horizontal  perpendi- 
culaire aux  génératrices  du  noyau  cylindrique  dont  la  section  par 
ce  plan  est  la  courbe  ?,  et  sur  un  plan  vertical  parallèle  à  la  géné- 
ratrice (pm,p'm')  passant  au  point  (m,  m')  considéré.  Celte  gé- 
nératrice fait  avec  l'horizon  l'angle  y. 

L'hélîce  de  striction,  dont  les  tangentes  font  l'angle  t  avec 
l'horizon,  se  projette  horizontalement  suivant  la  courbe  Tel  ver- 
ticalement suivant  **. 

Cherchons  la  tangente  au  Heu  décrit  par  la  trace  (m,  m')  de  la 
génératrice  (pm,p'm')  sur  le  plan  horizontal  fixe  M',  lorsque  le 
point  (»,»')  se  déplace  sur  l'hélice  (t,  t'). 

Soient  pc  le  ravoo  de  courbure  de  la  courbe  t,  qui  est  une 
donnée  de  la  question,  d(p)  la  différentielle  de  l'arc  de  celte 
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courbe  au  point/?,  e  son  angle  de  contingence.  On  a 

(i)  d(p)=pct. 

D'autre  pari,  si  mn  esl  la  normale  à  la  section  horizontale 
cherchée,  nous  avons 

(a)  d  pin  =  en  s. 

Mais,  si  nous  appelons  z  la  distance  du  point  p'  au  plan  hori- 
zontal fixe  M',  nous  avons 

pm  =  z  cot  y, 
d'où,  puisque  y  est  constant, 

d  pm  =  dz  cot  Y- 

Comme,  d'ailleurs,  z  diminue  lorsque  le  point  p  décrit  sur  a- 
un  arc  positif  (défini  par  une  rotation  directe  autour  du  centre  de 
courbure  c),  on  doit  écrire 

dz  =  —  d(p)  tangx, 
et,  par  suite, 

dpm  — —  d(p)  tangx  cotY- 
La  formule  (2)  devient  donc,  lorsqu'on  y  change  les  signes, 
(3)  d(p)  tangx  cotY  =  net. 

La  division  de  (1)  et  (3)  membre  à  membre  donne 


(4) 


ne  _  tangx 
pc        tangY 


ne  étant  compté  positivement  dans  le  sens  de  p  vers  c. 

Par  suite,  pour  les  divers  points  de  la  même  génératrice 
(pm,p'mr),  ne  est  constant 5  autrement  dit,  le  point  n  est  fixe. 

Ce  point  a  reçu  le  nom  de  pôle  de  la  génératrice  considérée. 

Les  horizontales  du  plan  tangent  en  (m,  m1)  sont  parallèles 
à  la  tangente  mt  à  la  section  horizontale,  c'est-à-dire  perpen- 
diculaires à  mn. 

Cette  propriété  permet,  soit  de  construire  le  plan  tangent  en  un 


-  117  — 

point  de  la  génératrice  considérée,  soit  de  trouver  le  point  où  un 
plan  mené  par  cette  génératrice  est  tangent  à  la  surface. 

3.  Paramètre  de  distribution.  —  La  méthode  précédente 
nous  a  permis  d'établir  la  propriété  fondamentale  du  pôle  sans 
passer,  comme  on  le  fait  d'ordinaire,  par  le  calcul  préalable  du 
paramètre  de  distribution. 

En  réalité,  ce  paramètre,  dont  la  considération  est  si  impor- 
tante pour  l'étude  des  surfaces  gauches  en  général,  se  trouve  ici 
n'avoir  qu'un  intérêt  secondaire  en  raison  de  la  simplicité  des 
constructions  fondées  sur  l'emploi  du  pôle.  Nous  allons  néan- 
moins faire  voir  comment  de  la  formule  (4)  précédente  se  peut 
déduire  la  valeur  de  ce  paramètre. 

La  formule  classique  de  Chastes  nous  donne  pour  expression 
de  ce  paramètre  k,  en  appelant  9  l'angle  que  le  plan  tangent  en 
(/h,  m!)  fait  avec  le  plan  central,  c'est-à-dire  le  plan  vertical  pas- 
sant par  pm, 

k  =  p  m    ==        pm        . 
tangO        cos y  tango 

L'angle  8  est  défini  en  valeur  absolue  par  la  formule 

tangO  =      .  *    > 
sm  y 

a  étant  l'angle  que  l'horizontale  mt  du  plan  tangent  fait  avec  le 
plan  vertical/?/??.  Mais  il  faut  observer  que,  lorsque  les  angles  a 
et  y  sont  comptés  dans  le  sens  direct,  l'angle  6  de  la  formule  pré- 
cédente est    compté   dans   le   sens  rétrograde.    On  devra   donc 

prendre 

A  tanga 

tangO  = r-2-. 

siny 

Il  vient,  par  suite, 

tanga 
ou,  puisque  l'angle  pnm  est  égal  à  a, 

k  = — pn  tan  g  y- 
Mais  la  formule  (4)  donne 


pn  __       tan  g  y  —  tan 
pc  ta  n  g  y 


P" 
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Il  vienl  donc  finalement 

(5)  A:=/?c(tangY — tangx). 

Remarque.  —  Tous  les  résultats  établis  jusqu'ici,  ne  suppo- 
sant nullement  que  l'angle  t  soit  constant,  sont  vrais  pour  toutes 
les  surfaces  gauches  à  cône  directeur  de  révolution. 

4.  Rayon  de  courbure  de  la  section  de  la  surface  par  un 

plan  horizontal.  —  La  section  de  la  surface  par  le  plan  M7  est  le 

lieu  du  point  m  lorsque  le  point  p  varie  sur  o\  Nous  venons  de 

voir  que  la  normale  mn  à  cette  courbe  coupe  pc  en  un  point  n 

tel  que 

ne       tangx 

pc  ~~  tan  g  y 

Puisque  les  angles  t  et  y  sont  constants,  ce  rapport  est  con- 
stant. Donc,  en  vertu  d'un  théorème  bien  connu  (  *  ),  si  c<  est  le 
centre  de  courbure  de  la  développée  de  a,  qui  est  une  donnée  de 
la  question,  et  si  la  normale,  au  lieu  du  point  n,  coupe  cc\  en  e, 

on  a 

vc\       ne 

■  ■■       ■         m'  „        m,  -.i         • 

cci       pc 

Il  suffît  donc,  par  le  symétrique  u  de  n  par  rapport  au  mi- 
lieu de  pc,  de  mener  la  parallèle  uv  à  pçt  pour  avoir  le 
point  v. 

Soit  maintenant  e  le  centre  de  courbure  cherché,  c'est-à-dire  le 
point  où  mn  touche  son  enveloppe.  La  normale  à  cette  enveloppe, 
c'est-à-dire  la  perpendiculaire  élevée  en  e  à  m/i,  coupe  la  nor- 
male nv  au  point  y*.  Dès  lors  on  a  entre  les  différentielles  des  arcs 
décrits  simultanément  par  les  points  m,  /i,  /?,  les  relations 

d(m)  _  me  d{n)       nv  d(p)  __  pc 

d(n)  ~~  nf  d(p)  ~~  pc  d(m)  ~"  mn 

d'où,  en  multipliant  membre  à  membre, 

me.nv 
nf.mn 

-  -       -  —  -      ■ 

(')  Mannheim,  Développements  de  Géométrie  cinématique,  p.  16. 
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ou 

...  m»       mn 

(b)  —7  = 

nf       me 

Pour  tirer  de  cette  relation  une  construction  géométrique 
simple  du  point  e,  remarquons  que,  si  la  perpendiculaire  élevée 
en  a  à  mn  coupe  mv  en    1,   la  transversale  ei  donne  dans  le 

triangle  mnv 

«V .  em .  jjL/i  __ 
im  .en.  [xv         ' 
d'où 


<7> 


(in        un. en 


Mais,  puisque  m  est  parallèle  à  <?/,  on  a 

et,  par  suite,  en  vertu  de  la  formule  (6). 

iv  __  mn 
ij        me 
d  ou 

iv .  *  //?  =  —  ij .  m/* . 
La  formule  (7)  devient  dès  lors 

[in  __       un .  en  im .  /i^  __ 

\xv  ij  .mn  ij.nni 

Elle  montre  que  le  point  u,  est  le  milieu  de  /**>. 

La  construction  du  point  e,  une  fois  le  point  v  obtenu  comme 
il  a  été  dit  plus  haut,  se  réduit  donc  à  ceci  :  Elever  en  n  à  mn 
une  perpendiculaire  qui  coupe  mv  en  i  ;  la  droite  qui  joint  le 
point  i  au  milieu  |x  de  nv  coupe  mn  au  centre  de  courbure 
cherché. 

5.  Asymptotes  de  l'indicatrice.  —  La  génératrice  (mp,  m'p') 
constitue  une  asymptote  de  l'indicatrice  au  point  (m,  m').  Pour 
avoir  la  seconde  asymptote,  nous  nous  fonderons  sur  ce  que  deux 
droites  du  plan  langent,  conjuguées  par  rapport  à  l'indicatrice,  le 
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sont  aussi  par  rapport  à  ses  asymptotes,  en  remarquant  d'ailleurs 
que  celte  propriété  est  projective. 

Cherchons,  par  exemple,  la  droite  conjuguée  de  la  tangente  mt 
à  la  section  horizontale.  D'après  le  théorème  de  Dupin,  cette 
droite  est  la  caractéristique  du  plan  tangent  en  (m,  m!)  lorsque 
ce  point  se  déplace  sur  la  section  horizontale;  cette  caractéris- 
tique est  la  droite  qui  joint  le  point  (m,  m')  au  point  où  la  trace 
du  plan  tangent  sur  un  plan  quelconque,  par  exemple  sur  le  plan 
horizontal  P',  louche  son  enveloppe. 

Cette  trace,  parallèle  à  l'horizontale  mt  du  plan  tangent,  est  la 
perpendiculaire  pq  abaissée  de  p  sur  mn.  Pour  trouver  le  point  g, 
où  p(f  touche  son  enveloppe,  remarquons  :  i°  que,  l'angle  pqm 
étant  droit,  la  normale  à  la  courbe  décrite  par  le  point  q  passe 
par  le  point  de  rencontre  /  des  normales  aux  enveloppes  des  côtés 
pq  et  qm,  c'est-à-dire  des  perpendiculaires  élevées  en  g  et  en  e  à 
ces  côtés;  i°  que,  dans  le  déplacement  considéré,  le  point  p 
décrit  non  pas  la  courbe  ?,  mais  bien  la  section  horizontale  de  la 
surface  passant  en/?,  et,  par  suite,  que  la  normale  au  lieu  décrit 
par  p,  confondue  avec  pc,  doit  être  considérée  comme  coupant 
cette  droite  au  point  /?,  ainsi  que  le  font  les  normales  à  toutes  les 
sections  horizontales  le  long  depm. 

Dès  lors,  on  a  entre  les  différentielles  des  arcs  décrits  simulta- 
nément par  les  points  /w,  /?,  q,  pour  le  déplacement  considéré, 


d(tn)  __  mn  d(f)  _  pk  d{q)  __   ql 

d(p)   ~  pn  d(q)  ~~  ql  <l(m)  ~~  me 


d'où,  en  multipliant  membre  à  membre, 

mn  .pk 

—  =  i, 

pn .  me 

OU 

pk        me 
pn        mn 


y 


ce  qui  montre  que  la  droite  ke  est  parallèle  à  pm.  De  là  cette 
construction  pour  le  point  g  :  Mener  ek  parallèlement  à  mp, 
puis  kg  parallèlement  a  mn. 

"\iisque,  en  projection  horizontale,  les  droites  mg  et  mt  sont 
juguées  harmoniques  par  rapport  à  mp  et  à  la  seconde  asvm- 


Pu 

conjugu 
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ploie  mr  cherchée,  et  que  d'ailleurs  pq  est  parallèle  à  mt,  le 
point  r  est  le  symétrique  de  p  par  rapport  à  g. 

Puisque  pr  esl  la  Irace  du  plan  langenl  sur  le  plan  horizonlal 
de  (/>/>'),  Ici  projection  verticale  iJ  de  r  est  sur  r  horizontale 
de  p. 

On  a  donc  ainsi  les  asymptotes  (mp,  m' p')  et  (mr,  mV)  de 
l'indicatrice  en  (m,  m'). 

6.  Indicatrice.  —  Il  esl  1res  facile,  après  cela,  de  conslruire 
les  projections  de  celle  indicatrice  elle-même.  En  effet,  les  pro- 
jections de  la  normale  en  (m,  m1)  à  la  surface  sont  m/i,  perpendi- 
culaire à  la  trace  horizontale  pq  du  plan  tangent,  et  m!n',  perpen- 
diculaire à  la  ligne  de  front//' m'  de  ce  plan.  D'après  le  théorème 
de  Meusnier,  le  centre  de  courbure  de  la  section  normale  passant 
par  (mt,  m'tr),  est  à  la  rencontre  de  cette  normale  et  de  la  verticale 
du  point  e.  Amenons  le  plan  vertical  de  la  normale  à  être  de  front, 
par  rotation  autour  de  la  verticale  de  (m,  m').  La  normale  se  pro- 
jette alors  en  (mn0,  m'n'ç),  le  point  (/,  l')en  (/0,  l'9).  Par  suite,  on  a 
en  s^  le  point  où  vient  le  centre  de  courbure  de  la  section  nor- 
male considérée,  et  m's'0  donne  le  rayon  de  courbure  R  de  celte 

section.  Il  suffit  donc  de  porter  sur  mt  le  segment/?!/  égal  à  \/XR, 
a  étant  une  longueur  constante  quelconque,  pour  avoir  le  point(l,  tf) 
de  l'indicatrice. 

Sur  chacune  des  projections  on  connaît  les  deux  asymptotes  de 
l'indicatrice  et  un  de  ses  points;  cette  indicatrice  est  donc  com- 
plètement déterminée.  Il  serait  facile  de  la  Iracer  point  par 
point. 

On  aurait  les  directions  principales  au  point  (m,  m')  en  prenant 
les  bissectrices  des  droites  (mp,  m'p')  et  (mr,  m' V)  de  l'espace  et 
les  rayons  de  courbure  principaux  en  déterminant  la  longueur  des 
aies  de  l'indicatrice,  problèmes  faciles  à  résoudre  au  moyen  d'un 
rabattement  du  plan  tangent  contenant  l'indicatrice  sur  le  plan 
horizontal  passant  par  (mt,  m' tr). 
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MÉMOIRE  SUR  LES  SÉQUENCES  DES  PERMUTATIONS  CIRCULAIRES; 

Par  M.  Désiré  André. 


INTRODUCTION. 

i.  Le  présent  Mémoire  est  un  travail  d'ensemble  sur  les  sé- 
quences des  permutations  circulaires.  Nous  nous  y  proposons 
de  traiter,  en  une  seule  fois,  pour  les  séquences  de  ces  permuta- 
tions, la  plupart  des  questions  que  nous  avons  traitées,  dans  nos 
Mémoires  antérieurs  ('),  pour  les  séquences  des  permutations 
reclilignes,  c'est-à-dire  des  permutations  ordinaires.  Les  six 
Chapitres  dont  ce  Mémoire  se  compose  sont  tous  consacrés  à  cet 
unique  objet. 

2.  Nous  définissons  d'abord  (Ch.  I)  les  permutations  circu- 
laires des  n  premiers  nombres,  et  nous  leur  étendons  les  notions 
de  maxima,  de  minima  et  de  séquences. 

Désignant  par  Q,M  le  nombre  des  permutations  circulaires  de 
n  éléments  qui  présentent  chacune  s  séquences,  nous  éludions 
(Ch.  II)  le  nombre  Q„,2  des  permutations  circulaires  qui  pré- 
sentent le  moins  de  séquences,  et  les  nombres  Q2v,2v,  Q2v_i,*v-a 
de  celles  qui  en  présentent  le  plus. 

De  la  considération  des  nombres  QM,j,  nous  déduisons  (Ch.  III) 
une  formule  tout  à  fait  fondamentale,  reliant  ces  nombres  entre 
eux,  permettant  de  les  calculer  de  proche  en  proche  et  d'en  for- 
mer un  tableau  triangulaire  que  nous  nommons  le  triangle  des 
séquences  des  permutations  circulaires. 

Les  colonnes  verticales  de  ce  triangle  s'étendent  indéfiniment 
vers  le  bas.  Nous  montrons  (Ch.  IV)  que  les  nombres  composant 
chacune  d'elles  sont  les  termes  d'une  série  récurrente  proprement 


(')  Mémoire  sur  le  nombre  des  permutations  alternées  (Journal  de  Mathé- 
matiques pures  et  appliquées,  1881  )  ;  Étude  sur  les  maxima,  minima  et  sé- 
quences des  permutations  (Annales  scientifiques  de  l'École  Normale  supé- 
rieure, 1884 );  Mémoire  sur  te  triangle  des  séquences  (Savants  étrangers. 
t.  XXX11):  Mémoire  sur  tes  permutations  quasi  alternées  (Journal  de  Mathé- 
matiques pures  et  appliquées,  1 89'»  ). 
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dite;  nous  donnons  Tordre  de  celte  série,  ainsi  que  son  équation 
génératrice. 

Les  lignes  horizontales  du  triangle  ont  chacune  un  nombre 
limité  de  termes.  Nous  regardons  ces  termes  (Ch.  V)  comme  les 
coefficients  d'un  certain  polynôme  entier  en  x;  nous  calculons, 
pour  x  =  i ,  les  deux  premières  dérivées  de  ce  polynôme  ;  nous  en 
déduisons  la  somme  et  la  valeur  moyenne  des  nombres  de  sé- 
quences des  permutations  circulaires  de  n  éléments,  la  somme  et 
la  valeur  moyenne  des  carrés  de  ces  mêmes  nombres. 

Enfin  (Ch.  VI),  nous  formons  une  série  entière  en  x  et  en  y, 
qui  est  convergente  pour  les  valeurs  suffisamment  petites  de  ces 
variables,  et  dont  la  somme,  que  nous  donnons  explicitement,  est 
la  fonction  génératrice  du  triangle  tout  entier. 

3.  Comme  nous  l'avons  dit  en  commençant  (1),  les  différentes 
questions  que  nous  traitons  ainsi  pour  les  permutations  circulaires 
sont  du  nombre  de  celles  que  nous  avons  traitées  autrefois  pour 
les  permutations  rectilignes.  Aussi,  constamment,  dans  le  présent 
travail,  nous  inspirons-nous  de  nos  Mémoires  antérieurs,  en  re- 
produisons-nous Tordre  et  les  méthodes.  En  particulier,  nos  trois 
derniers  Chapitres  sont  une  imitation  presque  servile  de  notre 
Mémoire  sur  le  triangle  des  séquences  des  permutations  recti- 
lignes. 

C'est  pour  cela,  dans  ces  trois  derniers  Chapitres,  que  nous  nous 
servons,  pour  ainsi  dire,  exclusivement  du  calcul,  tandis  que,  dans 
les  trois  précédents,  nous  avons  uniquement  recours  à  des  raison- 
nements directs,  purement  combinatoires. 

4.  Dans  l'étude  des  permutations,  comme  dans  la  théorie  des 
nombres  et  peut-être  dans  toute  l'analyse  du  discontinu*  il  suffit 
d'une  très  légère  différence  dans  les  définitions  et  les  énoncés, 
pour  en  produire  d'énormes  dans  les  résultats.  La  très  légère  dif- 
férence qui  existe,  comme  on  le  verra  (6),  entre  la  définition  des 
permutations  circulaires  et  celle  des  permutations  rectilignes 
produit  ainsi,  quand  on  passe  de  celles-ci  à  celles-là,  de  conti- 
nuelles simplifications,  des  transformations  inattendues,  et  aussi, 
à  un  certain  point  de  vue,  un  véritable  appauvrissement. 

Ces  simplifications  se  manifestent  dans  la  plupart  des  formules. 
Elles  proviennent  de  ce  que  les  permutations  rectilignes,  à  cause 
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de  leurs  éléments  extrêmes,  présentent  une  certaine  irrégularité, 
tandis  que  les  permutations  circulaires,  où  ces  éléments  extrêmes 
n'existent  point,  nous  offrent  une  régularité  absolue. 

Les  transformations  dont  nous  venons  de  parler  sont  celles  de 
plusieurs  propriétés  asymptotiques  des  permutations  reclilignes 
en  propriétés  habituelles  des  permutations  circulaires.  Ce  fait  si 
remarquable  tient  à  ce  que  ces  propriétés  asymptotiques  des  per- 
mutations rectilignes  se  rapportent  a  des  permutations  où  le 
nombre  des  éléments  est  infiniment  grand  cl  où,  par  conséquent, 
l'irrégularité  due  aux  éléments  extrêmes  est  infiniment  atténuée. 

Quant  à  l'appauvrissement  que  nous  avons  signalé,  il  résulte  .de 
ce  que,  dans  les  permutations  circulaires,  le  nombre  des  séquences 
est  toujours  pair  (16).  On  ne  peut  donc  partager  ces  permutations 
en  deux  espèces,  comme  nous  l'avons  fait  pour  les  permutations 
rectilignes,  d'après  le  nombre  pair  ou  impair  de  leurs  séquences. 
Il  n'existe  donc,  dans  les  permutations  circulaires,  rien  qui  rap- 
pelle ce  partage,  non  plus  que  les  théorèmes  si  curieux  auxquels 
il  nous  a  conduit. 

5.  H  y  a  plusieurs  années  que  nous  avons  imaginé  d'étendre 
aux  permutations  circulaires  les  notions  de  maxima,  de  minima  et 
de  séquences  qu'on  n'avait  encore  considérées  que  pour  les  per- 
mutations rectilignes.  C'est  en  1 8<)3  (')  que  nous  avons  fait  con- 
naître celte  extension.  Le  présent  Mémoire  contient  les  résultats 
que  nous  avions  obtenus  alors,  et  tous  ceux  que  de  nouvelles  re- 
cherches nous  ont  fait  trouver  depuis.  Nous  avons  énoncé  les 
principaux  d'entre  eux,  sans  explications  ni  démonstrations,  dans 
une  Note  présentée  h  l'Académie  des  Sciences,  dans  la  séance  du 
Ier  avril  i8o5. 

CHAPITRE  PREMIER. 
DEFINITIONS  PRÉLIMINAIRES. 

I.  —  Définition   kt   xombrk  des  permutations  circulaires. 

6.  Divisons  une  circonférence  en  n  parties  égales  ou  inégales, 
et,  aux  n  points  de  division,  plaçons,  dans  un  ordre  quelconque. 


(')    \u  Congivs  «les  Sorirlcs  sa\antes.  le  .1  avril. 
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n  nombres  distincts,  ou,  plus  simplement,  comme  nous  le  ferons 
toujours,  les  n  premiers  nombres.  Nous  formons  ainsi  une  permu- 
tation circulaire  de  ces  n  premiers  nombres. 
Telle  est  la  permutation  (Jig.  i)  où  n  est  égal  à  8. 


7.  Pour  lire  une  permutation  circulaire  des  n  premiers  nombres, 
on  peut  évidemment  commencer  par  l'un  quelconque  des  nombres 
qui  la  composent,  et  tourner  dans  un  sens  quelconque  autour  de 
la  circonférence  qui  la  supporte.  Nous  conviendrons  de  commen- 
cer toujours  par  le  nombre  i,  et  de  tourner  toujours  dans  le  sens 
«lirecl,  c'est-à-dire  dans  le  sens  opposé  à  celui  de  la  rotation  des 
aiguilles  d'une  montre. 

La  permutation  circulaire  qu'on  vient  de  considérer  (6)  se  lira 

donc 

i     8     5     3     7     4    -2     fi. 

8.  D'après  ces  conventions,  chaque  permutation  circulaire  des 
n  premiers  nombres  se  confond,  à  la  lecture,  avec  une  permu- 
tation rectiligne,  c'est-à-dire  avec  une  permutation  ordinaire, 
composée  de  ces  mêmes  nombres  et  commençant  par  l'unité.  Il 
s'ensuit  immédiatement  que  le  nombre  de  ces  permutations  circu- 
laires est  juste  égal  au  nombre  de  ces  permutations  rectilignes. 

Or,  le  nombre  des  permutations  rectilignes  des  n  premiers 
nombres  est  égal  à  n  !  Le  nombre  de  celles  qui  commencent  par 
l'unité  en  est  la  nu'me  partie.  Donc  : 

lj>  nombre  des  permutations  circulaires  des  n  premiers 
nombres  est  égal  à  la  nl'nu'  partie  de  n  !,  c  est-à-dire  à  (n  —  i  )  ! 

9.  Mais  il  ne  faudrait  point  conclure,  de  nos  conventions  sur 
1*  lecture  des  permutations  circulaires,  que   nous  regardons  ces 
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permutations  comme  ayant  chacune  un  premier  et  un  dernier 
élément,  un  commencement  et  une  (in. 

Le  caractère  propre  des  permutations  circulaires,  c'est  de 
n'avoir  ni  commencement,  ni  (in;  déformer  chacune  un  ensemble 
d'une  régularité  parfaite,  où  tous  les  éléments  sont  traités  de 
même,  chaque  élément  s'y  trouvant  toujours  placé  entre  deux 
autres  éléments. 

Les  permutations  rectilignes  ne  présentent  point  celte  régula- 
rité. Leur  premier  et  leur  dernier  élément  n'y  sont  point  placés 
entre  deux  autres.  Us  introduisent  ainsi,  dans  ces  permutations, 
une  certaine  irrégularité. 

C'est  d'ailleurs,  comme  nous  l'avons  déjà  dit  (4),  cette  régu- 
larité absolue  des  permutations  circulaires  qui  explique  les  sim- 
plifications continuelles  qui  se  produisent  dans  les  formules, 
quand  on  passe  des  permutations  rectilignes  aux  permutations 
circulaires. 

IL   —  Maxim  a,  miivima.  et  séquences. 

10.  Considérons  une  permutation  circulaire  quelconque  des  n 
premiers  nombres,  et,  dans  celte  permutation,  l'un  quelconque 
des  nombres  qui  la  composent. 

Ce  nombre  est,  pour  nous,  un  maximum,  s'il  est  plus  grand 
que  chacun  de  ses  deux  voisins;  un  minimum,  s'il  est  moindre 
que  chacun  d'eux. 

Dans  cette  même  permutation,  nous  appelons  séquence  une 
suite  de  nombres  juxtaposés,  dont  le  premier  est  un  maximum, 
le  dernier  un  minimum,  ou  réciproquement,  mais  dont  aucun 
intermédiaire  n'est  ni  un  maximum,  ni  un  minimum. 


7 
Dans  la  permutation  circulaire  i  Jig.  aV  il  y  a  trois   maxima, 
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8,    -,    6;  trois  miiiima,  i,    3,    a;   six  séquences,    18,  853,  37, 
742,   26,  61. 

11.  On  pourrait  aussi,  dans  une  permutation  circulaire  quel- 
conque, définir  les  maxima,  miniina  et  séquences  à  l'aide  des  signes 
des  n  différences  qu'on  obtient  lorsque,  tournant  autour  de  la 
circonférence  en  sens  direct,  on  retranche  chaque  nombre  du 
suivant.  Les  n  signes  trouvés  ainsi  forment  une  nouvelle  permuta- 
tion circulaire,  composée  d'éléments  de  deux  sortes  :  des  signes  -f- 

et  des  signes  — .  A  chaque  variation  H correspond  évidemment 

un  maximum;  à  chaque  variation h  correspond  un  minimum; 

à  chaque  suite  de  signes  identiques  allant  d'une  variation  à  une 
autre  correspond  une  séquence. 

C'est  ce  que  Ton  \oit  très  clairement  sur  la  /ig.  3. 


12.  Ces  définitions  si  simples  se  simplifient  encore  à  laide  du 
procédé  suivant. 

Considérons  lu  circonférence  qui  supporte  une  permutation  cir- 
culaire quelconque  des  n  premiers  nombres  et,  en  même  temps, 
la  surface  cylindrique  dont  cette  circonférence  est  la  section 
droite;  traçons,  sur  cette  surface,  les  génératrices  passant  par  les 
points  où  les  n  nombres  sont  placés;  prenons  sur  elles,  à  partir 
de  la  circonférence  et  en  allant  vers  le  haut,  n  longueurs  propor- 
tionnelles à  ces  nombres;  joignons  enfin  l'extrémité  de  chacune 
de  ces  longueurs  à  l'extrémité  de  la  suivante  par  le  plus  petit  arc 
possible  d'hélice  :  nous  obtenons,  sur  le  cylindre,  une  ligne  brisée 
fermée,  qui  est  une  représentation  graphique  de  la  permutation. 

Celte  ligne  brisée  évidemment  présente  n  côtés  et  n  sommets, 
Un  sommet  placé  plus  haut  que  ses  deux  voisins  correspond  à  un 
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maximum  ;  un  sommet  placé  plus  bas  correspond  à  un  minimum;  * 
une  suite  de  côtés,  tous  montants  ou  tous  descendants,   allant 
d'un  minimum  à  un  maximum  ou  réciproquement,  correspond  à 
une  séquence  montante  ou  descendante  de  la  permutation. 

13.  Nous  venons,  en  quelque  sorte,  de  donner  trois  définitions 
des  maxima,  minima  et  séquences  des  permutations  circulaires. 
Les  séquences  évidemment  sont  les  unes  montantes,  les  autres 
descendantes.  Elles  peuvent  avoir  aussi  des  Longueurs  variables, 
qu'on  évalue,  suivant  la  définition  qu'on  adopte,  par  le  nombre 
des  éléments,  des  signes  ou  des  cotés  qui  correspondent  à  chaque 
séquence. 

Dans  la  permutation  circulaire  citée  plus  haut,  à  la  séquence 
8  5  3  correspondent  trois  éléments,  qui  sont  les  nombres  8,  5  et 
3  ;  deux  signes,  qui  sont  deux  signes  —  ;  deux  côtés,  qui  sont 
tous  deux  descendants. 

14.  D'ailleurs,  les  définitions  qui  précèdent  sont  pour  ainsi 
dire  identiques  à  celles  que  nous  avons  données  pour  les  permu- 
tations reclilignes,  dans  notre  Etude  sur  les  maxima,  minima 
et  séquences  des  permutations. 

Cette  extension  aux  permutations  circulaires  des  notions  de 
maxima,  de  minima  et  de  séquences  était  très  naturelle  et  très 
simple.  Comme  nous  l'avons  déjà  dit  (o^.  nous  Pavons  fait  con- 
naître pour  la  première  fois  en  iSij3,  dans  Tune  des  séances  du 
Congrès  des  Sociétés  sa\antes. 

III.  —  Rkmirojks  sir   les  maxima,  mimma  et  séquences. 

lo.  Si  Ton  considère  la  ligne  brisée  cylindrique  correspondant 
à  une  permutation  circulaire  quelconque  des  n  premiers  nombres, 
on  s'aperçoit  facilement  que.  dans  cette  ligne,  les  maxima  alter- 
nent avec  les  minima.  Il  s'ensuit  immédiatement  que  : 

Dans  toute  permutation  circulaire  des  n  premiers  nombres, 
il  y  a  Juste  autant  de  minima  qu'il  y  a  de  maxima. 

IG.  On  voit  aussi  facilement,  sur  la  ligne  brisée  cylindrique, 
que  les  séquences  de  cette  ligne  son!  allernati\ement  montantes 
et  descendante!».  Par  con>équcnl  : 


-  129  - 

Dans  toute  permutation  circulaire  des  n  premiers  nombres, 
il  y  a  un  nombre  pair  de  séquences. 

Ce  nombre  pair  est,  d'ailleurs,  égal  au  nombre  total  des 
maxima  et  des  mini  ma,  puisque,  d'une  part,  chaque  séquence 
aboutit  à  un  maximum  ou  à  un  minimum;  et  que,  de  l'autre, 
chaque  maximum  ou  minimum  est  l'extrémité  d'une  séquence. 

17.  Nous  avons  partagé  ('),  il  y  a  quelque  temps  déjà,  les 
permutations  rectilignes  desn  premiers  nombres  en  deux  espèces, 
d'après  le  nombre  pair  ou  impair  des  séquences  qu'elles  présen- 
tent; et  ce  mode  de  partage  nous  a  conduit (2)  à  des  propositions 
nombreuses  et  importantes. 

Il  ne  peut  point  s'étendre  aux  permutations  circulaires,  celles- 
ci  ayant  toujours  un  nombre  pair  de  séquences.  C'est  là  une  diffé- 
rence nouvelle  et  profonde  entre  les  permutations  rectilignes  et 
les  permutations  circulaires.  C'est,  comme  nous  l'avons  dit  plus 
haut  (4),  pour  la  théorie  des  permutations  circulaires,  la  cause 
d'un  véritable  appauvrissement. 

18.  Dans  les  permutations  circulaires  des  n  premiers  nombres, 
il  est  facile  de  voir  entre  quelles  limites  peuvent  varier  le  nombre 
des  maxima,  celui  des  minima  et  celui  des  séquences. 

Le  nombre  des  maxima,  comme  celui  des  minima,  est  au  moins 
égal  à  i .  Le  nombre  des  séquences  est  au  moins  égal  à  2. 

Que  n  soit  pair  et  égal  à  av,  ou  impair  et  égal  à  av-f-  i,  le 
nombre  des  maxima,  comme  celui  des  minima,  est,  au  plus,  égal 
àv;  le  nombre  des  séquences  est,  au  plus,  égal  à  av.     • 

Pour  ne  parler  que  des  séquences,  on  peut  donc  dire  : 

Si  l'on  désigne  par  v  la  partie  entière  de  la  moitié  de  /*,  le 
nombre  des  séquences  d'une  permutation  circulaire  quel- 
conque de  n  éléments  ne  peut  prendre  que  Cune  des  v  valeurs 

J£  +   -1  f  '  *  '  «    •   •  •*    **    '* 


(*)  Dans  une  Note  présentée  à  la  Société  philomalhiquc  de  Paris,  le  27  juin  1891. 

(  *)  Voyez  :  Sur  le  partage  en  quatre  groupes  des  permutations  des  n  pre- 
miers nombres  {Bulletin  de  la.  Société  philomathique,  F'aris,  1892-1893);  Mé- 
moire sur  te  triangle  des  séquences  (/tecueit  des  savants  étrangers,  t.  XXXII). 
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19.  D'après  ce  qui  précède,  dans  toute  permutation  circulaire, 
le  nombre  des  maxima,  celui  des  minima  et  celui  des  séquences 
sont  trois  nombres  liés  entre  eux  de  telle  sorte  que  la  connais- 
sance de  l'un  quelconque  des  trois  entraîne  immédiatement  celle 
des  deux  autres.  Il  suffit  donc,  pour  étudier  ces  trois  nombres, 
de  s'occuper  d'un  seul  d'entre  eux.  Nous  ne  nous  occuperons, 
dans  tout  ce  qui  va  suivre,  que  du  seul  nombre  des  séquences. 

CHAPITRE  II 
GÉNÉRALITÉS  SUR  LES  NOMBRES  Q-ff. 

I.   —   Définition  des  nombres  Q«f*. 

20.  Considérons  toutes  les  permutations  circulaires  des  n  pre- 
miers nombres.  Nous  pouvons  évidemment  les  classer  ainsi  : 
celles  qui  ont  a  séquences;  celles  qui  en  ont  4î  celles  qui  en 
ont  6;  ...  ;  celles  qui  en  ont  av. 

Dans  le  présent  Mémoire,  nous  désignerons  toujours  par  Q*,, 
le  nombre  des  permutations  circulaires  de  n  éléments  qui  pré- 
sentent chacune  s  séquences. 

21.  Il  suffit  d'un  peu  de  patience  pour  déterminer  directement 
les  valeurs  de  Q*,*  qui  correspondent  aux  plus  petites  valeurs  des 
indices  n  el  s.  On  trouve  ainsi 

Qi.i=i. 
Qi,i  =  ». 

Q*,i=4>       Qm  =  2* 

Q»,i=8,         Qi,*=i6. 

Et  ce  qui  nous  frappe  d'abord,  c'est  que,  à  l'exception  du  pre- 
mier, tous  ces  nombres  sont  pairs. 

22.  Ce  n'est  point  là  un  fait  particulier.  A  l'exception  de  Qa,*» 
les  nombres  Q«,j  sont  tous  pairs.  Nous  nous  appuierons,  pour 
le  démontrer,  sur  la  considération  des  permutations  circulaires 
inverses  des  n  premiers  nombres. 

23.  La  définition  des  permutations  circulaires  inverses  n'est 
que  l'extension,   aux  permutations  circulaires,   de  la  définition 
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que  nous  avons  donnée  autrefois  (*)  pour  les  permutations  rec- 
tilignes  inverses. 

Deux  permutations  circulaires  des  n  premiers  nombres  sont 
inverses  l'une  de  l'autre  lorsque  ces  nombres  s'y  succèdent  dans 
deux  ordres  absolument  inverses. 

Telles  sont  les  deux  permutations  circulaires  (  fig.  4)« 

2  5 


*  6 

24.  La  définition  même  des  permutations  circulaires  inverses 
nous  fournit  un  moyen  simple  de  former  l'inverse  d'une  permu- 
tation circulaire  donnée. 

Considérons,  en  effet,  une  permutation  circulaire  quelconque 
des  n  premiers  nombres;  lisons-la  en  nous  conformant  aux  con- 
ventions que  nous  avons  faites  (7)  et,  à  mesure  que  nous  en 
nommons  les  n  éléments,  écrivons  ceux-ci,  en  tournant  en  sens 
rétrograde,  sur  une  seconde  circonférence  partagée  préalablement 
en  n  parties.  Les  nombres  que  nous  écrivons  sur  cette  nouvelle 
circonférence  forment  la  permutation  circulaire  inverse  de  la  per- 
mutation circulaire  donnée,  et  il  est  évident  que,  si  Ton  opérait 
de  la  même  façon  sur  cette  seconde  permutation,  on  retrouverait 
la  première. 

25.  Cette  manière  si  simple  de  passer  d'une  permutation  cir- 
culaire à  son  inverse,  et  de  revenir  de  celle-ci  à  celle-là,  fait  bien 
ressortir  ce  fait  important  : 

Deux  permutations  circulaires  inverses  l'une  de  l'autre  sont 
deux  permutations  conjuguées;  en  d'autres  termes,  deux  permu- 
tations circulaires  étant  données,  si  la  seconde  est  l'inverse  de  la 
première,  réciproquement  la  première  est  l'inverse  de  la  seconde. 


(•)  Sur  te  partage  en  quatre  groupes.. .  {Bulletin  de  la  Société  phitoma- 
thique  fie  Paris,  1892-1893). 


—  132  — 

26.  Il  est  évident,  d'ailleurs,  sauf  dans  le  cas  où  n  =  ?.,  que 
deux  permutations  circulaires  inverses  diffèrent  forcément  l'une 
de  l'autre. 

II  est  évident  aussi  que  les  séquences  de  ces  permutations  se 
correspondent  chacune  à  chacune;  et  que,  par  conséquent,  dans 
ces  permutations,  elles  sont  en  nombre  égal. 

27.  Cela  étant,  supposons  n  supérieur  à  2;  et,  parmi  les  per- 
mutations circulaires  des  //  premiers  nombres,  considérons  celles 
qui  présentent  chacune  s  séquences. 

Dans  le  système  que  forment  celles-ci,  prenons  une  permuta- 
lion  circulaire  quelconque.  Son  inverse  est  une  seconde  permu- 
tation circulaire,  qui  diffère  de  la  première  et  qui  fait  aussi  partie 
du  système.  Donc  les  permutations  circulaires  considérées  s'asso- 
cient deux  à  deux.  Donc  leur  nombre  total  est  un  nombre  pair. 
Nous  avons  désigné  ce  nombre  total  par  Qw,,.  Nous  pouvons  donc 
énoncer  ce  théorème  : 

Pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  ù  a,  et  quel  que 
soit  s,  le  nombre  ()«,.*  est  un  nombre  pair. 

28.  On  voit  aisément  pourquoi  ce  théorème  est  en  défaut 
lorsque  n  égale  2.  C'est  qu'il  n'existe  qu'une  seule  permutation 
circulaire  de  deux  nombres,  et  que  cette  permutation  est  à  elle- 
même  son  inverse. 

11.  —    K\pukssio\    DK   Q«,2« 

29.  Aucune  permutation  circulaire  des  n  premiers  nombres  ne 
peut  avoir  moins  de  deux  séquences;  mais  il  y  en  a  qui  en  ont 
juste  deux  :  telle  est  la  permutation  circulaire  qui  se  lit 

1     '2     3     ...     n ,  . 

et  qui  présente  la  seule  séquence  moulante  120...  /1,  et  la  seule 
séquence  descendante  //  1. 

30.  Nous  considérons  les  permutations  circulaires  des  n  pre- 
miers nombres;  nous  désignons  par  Qw.2  le  nombre  de  celles  qui 
présentent  chacune  deux  séquences,  et  nous  nous  proposons  de 
déterminer  l'expression  de  O /,.-.»  en  fonction  «le  //. 
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31.  Pour  v  arriver,  prenons  l'une  quelconque  de  ces  permuta- 
tions. Si  nous  la  lisons  conformément  à  nos  conventions  (7), 
c'est-à-dire  en  partant  du  nombre  i  et  tournant  en  sons  direct, 
nous  y  trouvons,  d'abord,  une  séquence  montante  allant  du  mi- 
nimum i  au  maximum  n;  ensuite,  une  séquence  descendante 
allant  du  maximum  n  au  minimum  i. 

Les  nombres  compris  dans  la  séquence  montante,  entre  i  et  n, 
appartiennent  évidemment  à  la  suite 

et  se  succèdent  par  ordre  de  grandeurs  croissantes;  les  nombres 
compris  dans  la  séquence  descendante,  entre  /i  et  î,  sont  les 
nombres  de  celte  même  suite  qui  ne  figurent  pas  dans  la  sé- 
quence montante,  et  ils  se  succèdent  par  ordre  de  grandeurs 
décroissantes. 

Évidemment,  une  permutation  circulaire  des  n  premiers  nom- 
bres, qui  ne  présente  que  deux  séquences,  est  complètement  dé- 
terminée dès  que  Ton  connaît  ceux  des  nombres  2,  3,  4>  •••? 
n  —  i  «  qui  appartiennent  à  sa  séquence  montante. 

32.  Les  permutations  circulaires  des  //  premiers  nombres,  qui 
présentent  chacune  deux  séquences,  peuvent  évidemment  se 
classer  ainsi  : 

Celles  qui  ne  contiennent  aucun  nombre  entre  i  et  n  dans  leur 
séquence  montante;  celles  qui  en  contiennent  un;  celles  qui  en 
contiennent  deux;  ...  ;  celles  qui  en  contiennent  n  —  2. 

Il  n'existe  qu'une  seule  des  permutations  considérées  où  il  n'y 
ait  aucun  nombre  entre  1  et  /*,  dans  la  séquence  montante. 

Il  en  existe  autant,  présentant  un  seul  nombre  entre  1  et  tt, 
qu'il  v  a  de  combinaisons  i  à  1  de  n  —  2  objets. 

Il  en  existe  autant,  présentant  deux  nombres  entre  1  et  /*,  qu'il 
y  a  de  combinaisons  2  à  2  de  /*  —  2  objets;  etc. 

Il  en  existe  autant,  présentant  n  —  2  nombres  entre  1  et  /1, 
qu'il  y  a  de  combinaisons  //  —  2  à  //  —  2  de  n  --  2  objets. 

33.  Si  nous  désignons,  suivant  l'usage,  par  C^_2,  par  CjJ_2, 

par  C"~_l  les  nombres  des  combinaisons  simples  de  n  —  2  objets 
î  à  1,  puis  2  à  2,   . .  . ,  puis  //  —  2  à  n  —  2,  nous  pouvons  donc 
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dire  qu'il  y  a  autant  de  permutations  circulaires  des  n  premiers 

nombres  présentant  chacune  deux  séquences,  qu'il  y  a  d'unités 

dans  la  somme 

i-+-Ci_î-+-CJ_1-4-...-hC2:-|. 

c'est-à-dire  dans  la  somme  des  coefficients  du  développement  de 
la  puissance  (n  —  2)ième  d'un  binôme.  Or,  on  sait  que  la  somme 
de  ces  coefficients  est  égale  à  la  (n —  2)lème  puissance  de  2. 
Donc  : 

Si  l'on  désigne  par  Q/1,2  le  nombre  des  permutations  circu- 
laires des  n  premiers  nombres  qui  présentent  chacune  deux 
séquences,  on  a  identiquement 

Telle  est  l'expression  cherchée  de  Q/1,2  en  fonction  de  n. 

34.  Nous  avons  trouvé  précédemment  (21)  que  les  nombres 

Q*,î.    Qj,i.    Q*.î.    Qw 
avaient  pour  valeurs  respectives 

1.     a,     /j,     8. 
c'est-à-dire 

7°,     71.     •>*,     a*. 

Celte  vérification  si  simple  de  notre  expression  générale  de 
Qn,2  a  lln  grand  avantage  :  elle  nous  montre  que  cette  expression 
subsiste  même  pour  n  =  a,  et,  par  conséquent,  qu'elle  est  vraie 
pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  n. 

35.  Dans  notre  Mémoire  sur  le  triangle  des  séquences  des 

permutations  rectilignes  (•),  nous   avons  démontré  un  théorème 

général  d'où  il  résulte,  comme  cas  particulier,  que  si  Ton  désigne 

par  P„,2  le  nombre  des  permutations  rectilignes  de  n  éléments 

qui  présentent  chacune  deux  séquences,  et  que  Ton  fasse  croître 

n  indéfiniment,  on  a 

11 
hm  —=y — —  —  •>. 
1  «.1 


(•)  Recueil  îles  savants  étrangers,  t.  WMI. 
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D'après  l'expression  de  Q/1,2  en  fonction  de  n  que  nous  avons 
donnée  plus  haut  (33),  on  a,  quel  que  soil  /1, 

Q*,t    ~ 

C'est  là  un  premier  exemple  de  ces  transformations  dont  nous 
avons  parlé  précédemment  (4),  et  en  vertu  desquelles  une  pro- 
priété asymptotique  des  permutations  rectilignes  se  change  en 
une  propriété  habituelle  des  permutations  circulaires. 

III.  —   Propriétés  des  nombres  Q2v,av 

36.  Considérons  les  permutations  circulaires  des  n  premiers 
nombres,  en  supposant  n  pair  et  égal  à  av. 

Aucune  permutation  de  cette  sorte  ne  peut  avoir  plus  de  2v  sé- 
quences. Nous  nous  proposons  d'étudier  le  nombre  de  celles  qui 
en  ont  juste  ?.v,  c'est-à-dire  le  nombre  Q2v,  av 

37.  Une  permutation  circulaire  des  2v  premiers  nombres,  qui 
présente  2v  séquences,  présente  autant  de  séquences  qu'elle  con- 
tient d'éléments;  autant  de  séquences,  par  conséquent,  qu'il  y  a 
de  côtés  dans  la  ligne  brisée  cylindrique  correspondante. 

11  s'ensuit  que,  dans  cette  ligne  brisée,  les  côtés  sont  alternati- 
vement montants  et  descendants;  en  d'autres  termes,  qu'il  ne  s'y 
trouve  jamais  deux  côtés  consécutifs  tous  deux  montants  ou  tous 
deux  descendants. 

Nous  avons  appelé  permutations  rectilignes  alternées  (*) 
celles  dont  la  ligne  brisée  a  ainsi  ses  côtés  alternativement  mon- 
tants et  descendants.  Par  une  extension  toute  naturelle,  nous 
appellerons  les  permutations  circulaires  dont  nous  nous  occu- 
pons dans  ce  paragraphe  permutations  circulaires  alternées. 

38.  Prenons  l'une  quelconque  de  ces  permutations  circulaires 
alternées  des  av  premiers  nombres;  supprimons-y  le  nombre  av; 
coupons  la  circonférence  au  point  011  était  placé  ce  nombre;  puis, 
en  tournant  en  sens  direct,  développons  suivant  une  droite  l'are 


(M  Mémoire  sur   les  permutations  alternées  {Journal  de  Mathématiques 
pures  et  appliquées,  1881). 
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qui  supporte  les  av  —  1  autres  nombres.  Nous  obtenons  ainsi  une 
permutation  rectiligne  alternée  des  2v  —  i  premiers  nombres, 
commençant  par  une  séquence  montante  et  finissant  par  une  sé- 
quence descendante. 

Pour  donner  un  exemple,   prenons  (Jig.   5)  une  permutation 


circulaire  alternée  quelconque  des  huit  premiers  nombres;  sup- 
primons-y le  nombre  8;  coupons  la  circonférence  au  point  où  était 
ce  nombre;  et,  tournant  en  sens  direct,  développons,  suivant  une 
droite,  Tare  qui  supporte  les  sept  premiers  nombres.  Nous  obtenons 
la  permutation  rectiligne  alternée  des  sept  premiers  nombres 

i     3     2    5    4     ;    6. 

qui  commence  par  la  séquence  montante  i3,  et  finit  par  la  sé- 
quence descendante  ~C). 

39.  Considérons,  au  contraire,  une  permutation  rectiligne 
alternée  quelconque  des  2v  —  i  premiers  nombres,  commençant 
par  une  séquence  montante  et  finissant,  forcément,  par  une  sé- 
quence descendante  :  à  sa  gauche  écrivons  le  nombre  2v;  puis 
enroulons,  en  tournant  en  sens  direct,  la  permutation  rectiligne 
ainsi  formée  autour  d'une  circonférence.  Nous  obtenons  une  per- 
mutation circulaire  alternée  des  2V  premiers  nombres. 

Pour  donner  un  exemple,  considérons  la  permutation 

i     'J     •>     5     4     7     fi« 

qui  est  une  permutât  ion  alternée  des  sept  premiers  nombres, 
.commençant  par  une  séquence  montante  et  finissant  par  une  sé- 
quence descendante.  Opérons  sur  elle  comme  nous  venons  de  le 
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dire  :  nous  obtenons  la  permutation  circulaire  alternée  (Jig.  6), 
qui  est  une  permutation  circulaire  alternée  des  huit  premiers 
nombres. 


40.  Nous  voyons  que  le  procédé  direct,  indiqué  d'abord  (38), 
nous  permet,  étant  donnée  une  permutation  circulaire  alternée 
quelconque  des  av  premiers  nombres,  d'en  déduire  une  permu- 
tation rectiligne  alternée  des  av — i  premiers  nombres,  commen- 
çant par  une  séquence  montante  et  finissant  par  une  séquence 
descendante. 

Nous  voyons  que  le  procédé  inverse,  indiqué  ensuite  (39), 
nous  permet,  étant  donnée  une  permutation  rectiligne  alternée 
quelconque  des  2v —  i  premiers  nombres,  commençant  par  une 
séquence  montante  et  finissant  par  une  séquence  descendante, 
d'en  déduire  une  permutation  circulaire  alternée  des  2v  premiers 
nombres. 

Nous  voyons  de  plus,  sur  nos  exemples  mêmes,  que  si  deux 
permutations  alternées,  Tune  circulaire,  l'autre  rectiligne,  sont 
telles  que  notre  procédé  direct  permette  de  passer  delà  première 
a  la  seconde,  réciproquement  notre  procédé  inverse  permet  de 
revenir  de  la  seconde  à  la  première. 

il.  Il  suit  immédiatement  de  là  que  les  permutations  circu- 
laires alternées  des  2v  premiers  nombres  correspondent,  chacune 
à  chacune,  aux  permutations  rectilignes  alternées  desMv  —  i  pre- 
miers nombres,  qui  commencent  par  une  séquence  montante  et 
finissent  par  une  séquence  descendante. 

Or,  il  y  a  évidemment  autant  de  permutations  rectilignes  alter- 
nées des  2v  —  i  premiers  nombresvcommençant  par  une  séquence 
montante  et  finissant  par  une  séquence  descendante,  qu'il  y  a  de 
xxiii.  io 
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permutations  rectilignes  alternées  des  mêmes  nombres,  commen- 
çant par  une  séquence  descendante  et  finissant  par  une  séquence 
montante. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Le  nombre  des  permutations  circulaires  alternées  des  2v  pre- 
miers nombres  est  juste  égal  à  la  moitié  du  nombre  des  permu- 
tations rectil ignés  alternées  des  2v  —  i  premiers  nombres. 

42.  Dans  notre  Mémoire  sur  le  nombre  des  permutations 

alternées  (  '  ),  nous  avons  démontré  que  le  coefficient  de -. 

dans  le  développement  de  tangx,  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  x,  n'était  autre  chose  que  la  moitié  du  nombre  des  per- 
mutations reclilignes  alternées  des  av  —  i  premiers  nombres.  De 
là  ce  théorème  : 

Le  nombre  Q2v,2v  des  permutations  circulaires  alternées  des 
av  premiers  nombres  h* est  autre  chose  que  te  coefficient  de 

— — - r-f  dans  le  développement  de  langer  suivant  les  puissances 

croissantes  de  x. 

43.  Celte  propriété  du  nombre  des  permutations  circulaires 
alternées  nous  paraît  très  remarquable.  Elle  nous  rappelle  les 
propriétés  analogues  que  nous  avons  obtenues,  dans  le  Mémoire 
cité  plus  haut,  pour  les  nombres  des  permutations  rectil ignés 
alternées.  Il  y  a  cependant  entre  celles-ci  et  celle-là  une  différence 
fort  grande.  Les  nombres  des  permutations  rectilignes  alternées 
figuraient  par  leurs  moitiés,  les  uns  dans  le  développement  de 
tangue,  les  autres  dans  celui  de  sécr.  Les  nombres  des  permuta- 
tions circulaires  alternées  ne  figurent  que  dans  le  premier  de  ces 
développements.  La  raison  de  cette  différence,  c'est  que,  dans  les 
permutations  rectilignes  alternées,  le  nombre  des  éléments  de 
chaque  permutation  est  tantôt  pair,  tantôt  impair,  tandis  que, 
dans  les  permutations  circulaires  alternées,  il  y  a  toujours,  forcé- 
ment, dans  chaque  permutation,  un  nombre  pair  d'éléments. 


(')  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  1881. 
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IV.  —   Propriétés  de»  nombres  Q2v-i,av-2- 

44.  Les  permutations  circulaires  alternées  des  2v  premiers 
nombres  sont,  parmi  les  permutations  circulaires  de  ces  2v  élé- 
ments, celles  qui  contiennent  le  plus  grand  nombre  de  sé- 
quences. 

Parmi  les  permutations  circulaires  des  2 v  —  1  premiers  nombres, 
celles  qui  contiennent  le  plus  grand  nombre  de  séquences  sont 
celles,  qui  en  contiennent  av  —  2.  Ce  sont  ces  dernières  que  nous 
considérons  maiqtenant. 

45.  Ces  permutations  circulaires  des  2v  —  1  premiers  nombres, 
qui  contiennent  chacune  av  —  2  séquences,  ne  sont  point  alter- 
nées, puisqu'elles  présentent  chacune  plus  d'éléments  que  de 
séquences.  Mais,  comme  nous  allons  le  voir,  il  s'en  faut  de  si  peu 
qu'elles  ne  soient  alternées  qu'il  nous  paraît  tout  naturel  de  les 
nommer  permutations  circulaires  quasi  alternées ,  ainsi  que 
nous  l'avons  fait  (*)  pour  les  permutations  reclilignes  où  le 
nombre  des  séquences  est  inférieur  de  deux  unités  au  nombre  des 
éléments. 

46.  Prenons  l'une  quelconque  de  ces  permutations  circulaires 
quasi  alternées,  et  considérons  la  ligne  brisée  cylindrique  qui  la 
représente.  Comme  le  nombre  des  côtés  y  dépasse  d'une  unité 
celui  des  séquences,  il  y  a  forcément,  dans  cette  ligne,  une  sé- 
quence et  une  seule  composée  de  deux  côtés.  En  d'autres  termes, 
dans  cette  ligne,  il  y  a  forcément  un  couple  et  un  seul  composé 
de  deux  côtés  consécutifs  tous  deux  montants  ou  tous  deux  des- 
cendants. 

Abandonnant  la  considération  de  la  ligne  brisée  cylindrique, 
on  peut  dire  aussi  que,  dans  toute  permutation  circulaire  quasi 
alternée  des  2v  —  1  premiers  nombres,  sur  les  2v  — 2  séquences 
que  cette  permutation  présente,  il  y  en  a  2v  —  3  composées  cha- 
cune de  deux  nombres,  et  une  seule  composée  de  trois. 

C'est  ce  qui  arrive  dans  la  permutation  circulaire  (fig.  7),  qui 


(')  Mémoire  sur  les  permutations  quasi  alternées, 
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nous  présente  sept  éléments  et  six  séquences.  Les  cinq  séquences 


i4j  42>  26,  65,  57  sont  somposées  chacune  de  deux  nombres.  La 
séquence  ^3i  est  seule  composée  de  trois. 

47.  Supposons-nous  donnée  une  permutation  circulaire  quasi 
alternée  des  av  —  1  premiers  nombres.  Comme  nous  venons  de  le 
dire  (46),  elle  nous  présente  une  séquence,  et  une  seule,  com- 
posée de  trois  nombres.  Entre  les  deux  plus  petits  de  ces  tro" 
nombres,  insérons  le  nombre  av.  Nous  obtenons  évidemment  une 
permutation  circulaire  des  2v  premiers  nombres,  qui  a  deux  sé- 
quences de  plus  que  la  permutation  précédente;  qui  en  a,  par 
conséquent,  2v;  et  qui  est,  par  conséquent,  alternée. 

Pour  donner  un  exemple  de  cette  opération,  considérons  la 
permutation  circulaire  quasi  alternée  (fig.  8),  formée  de  sept  élé- 
ments. La  séquence  seule  composée  de  trois  nombres  est  la  se* 


quence  «j3i.  Si,  entre  les  deux  plus  petits,  3  et  1,  de  ces  nombres, 
nous  insérons  le  nombre  8,  nous  obtenons  la  nouvelle  permuta- 
tion circulaire  {fig-  9),  qui  est  formée  de  huit  éléments,  et  qui 
est  alternée. 


18.  Supposons-nous  donnée,  au  contraire,  une  permutation 
circulaire  alternée  quelconque  des  av  premiers  nombres;  et  sup- 
primons-y le  nombre  av.  Nous  obtenons  une  permutation  circu- 
laire quasi  alternée  des  2v  —  i  premiers  nombres,  dans  laquelle 
Ja  seule  séquence  composée  de  trois  nombres  nous  présente  tou- 
jours, pour  les  deux  plus  petits,  les  deux  nombres  qui  compre- 
naient entre  eux  le  nombre  supprimé  av. 

Pour  donner  un  exemple  de  cette  opération,  qui  est  l'inveise 
de  celle  que  nous  venons  d'indiquer  (47),  considérons  la  permu- 
tation circulaire  alternée  des  huit  premiers  nombres  (fi g.  10);  et 
supprimons-y  le  nombre  8.  Nous  obtenons  la  seconde  permutation 


circulaire  (fig*  1 1),  qui  est  une  permutation  quasi  alternée,  formée 
des  sept  premiers  nombres,  et  dont  la  seule  séquence  composée 
de  trois  nombres  est  la  séquence  73 1,  où  les  deux  nombres  les 
plus  petits  sont  précisément  ceux  qui,  dans  la  permutation 
circulaire  précédente,  comprenaient  entre  eux  le  nombre  sup- 
primé 8. 

49.  Nous  voyons  que  le  procédé  direct,  indiqué  d'abord  (47), 
nous  permet,  étant  donnée  une  permutation  circulaire  quasi  alter- 
née quelconque  des  av —  1  premiers  nombres,  d'en  déduire  une 
permutation  circulaire  alternée  des  av  premiers  nombres. 

Nous  voyons  que  le  procédé  inverse,  indiqué  ensuite  (48),  nous 
permet,  étant  donnée  une  permutation  circulaire  alternée  quel- 
conque des  av  premiers  nombres,  d'en  déduire  une  permutation 
circulaire  quasi  alternée  des  2v  —  1  premiers  nombres. 

Nous  voyons  de  plus,  sur  nos  exemples  mêmes,  que  deux  per- 
mutations circulaires  étant  donnëes,  l'une  quasi  alternée  et  l'autre 


alternée,  si  notre  procédé  direct  permet  de  passer  de  la  première 
à  la  seconde,  réciproquement  notre  procédé  inverse  permet  de 
revenir  de  la  seconde  à  la  première. 

50.  Il  suit  immédiatement  de  là  que  les  permutations  circu- 
laires quasi  alternées  des  2v  —  1  premiers  nombres,  d'une  part, 
et  les  permutations  circulaires  alternées  des  2v  premiers  nombres, 
de  l'autre,  se  correspondent  chacune  à  chacune.  Ces  permutations, 
par  conséquent,  sont  en  nombre  égal.  Donc  : 

Il  y  a  autant  de  permutations  circulaires  quasi  alternées 
des  2v  —  i  premiers  nombres  qu'il  y  a  de  permutations  circu- 
laires alternées  des  2v  premiers  nombres. 

51.  Si  nous  nous  rappelons  la  signification  du  symbole  Q*,*, 
nous  voyons  que  le  nombre  des  permutations  circulaires  quasi 
alternées  des  av  —  i  premiers  nombres  se  représente  par  Q2v_l|2v_ 2 
et  que  celui  des  permutations  circulaires  alternées  des  2v  premiers 
nombres  se  représente  parQ2v>2v-  La  proposition  précédente  (50) 
peut  donc  s'énoncer  ainsi  : 

Pour  toute  valeur  de  v  égale  ou  supérieure  à  2,  on  a  iden- 
tiquement 

QlV-l,ÎV-î  =  QîV,lV« 

52.  Si  nous  nous  rappelons  de  même  le  rôle  (42)  que  remplit 
Q2Vj2v  dans  le  développement  de  langer,  nous  pouvons  donner,  pour 
la  même  proposition  encore,  ce  troisième  énoncé  : 

Le  nombre  des  permutations  circulaires  quasi  alternées  des 
2v  —  1    premiers  nombres  est  Juste   égal  au  coefficient    de 

j.tV-1 

'__  .  dans  le  développement  de  langer  suivant  les  puissances 
croissantes  de  x. 

53.  Dans  notre  Mémoire  sur  les  permutations  rectilignes 
quasi  alternées  (4),  considérant,  d'une  part,  le  nombre  des  per- 
mutations rectilignes  quasi  alternées  de  n  éléments,  de  l'autre, 
celui  des  permutations  rectilignes  alternées  de  n  -+•  1    éléments, 

(')  Prjà  cih\ 
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nous  avons  montré  que,  lorsque  n  croissait  indéfiniment,  ces  deux 
nombres  étaient  deux  infiniment  grands  dont  le  rapport  tendait 
vers  l'unité.  C'était  là  une  propriété  asjmptotique  des  permuta- 
tions rectilignes. 
L'égalité 

Qiv-l,fv-î  =  Qîv,tv« 

que  nous  venons  d'établir  (51),  et  qui  peut  s'écrire 

QtV-l,ÎV-J 


Qîv, 


=  i, 


IV 


nous  fait  voir  que,  dans  les  permutations  circulaires,  cette  pro- 
priété n'est  plus  seulement  asymptotique,  mais  subsiste  pour 
toutes  les  valeurs  finies  de  v. 

Voilà  un  deuxième  exemple  d'une  propriété  asymptotique  des 
permutations  rectilignes  qui  se  transforme  en  une  propriété  habi- 
tuelle des  permutations  circulaires. 

54.  La  considération  des  permutations  circulaires  quasi  alter- 
nées met  en  évidence  une  différence  nouvelle  et  profonde  entre 
les  permutations  circulaires  et  les  permutations  rectilignes  des  n 
premiers  nombres. 

Que  n  soit  pair  ou  impair,  parmi  les  permutations  rectilignes 
des/i  premiers  nombres,  il  y  a  toujours,  à  la  fois,  des  permutations 
alternées  et  des  permutations  quasi  alternées. 

Au  contraire,  dans  les  permutations  circulaires  des  n  premiers 
nombres,  il  n'existe  jamais,  à  la  fois,  des  permutations  de  ces  deux 
sortes.  Lorsque  n  est  pair,  il  existe  des  permutations  alternées  et 
il  n'en  existe  point  de  quasi  alternées.  Et  c'est  l'inverse  lorsque  n 
est  impair. 

CHAPITRE  III. 
FORMULE  FONDAMENTALE  ET  TRIANGLE. 

1.  —  Formule  fondamentale. 

55.  Evidemment,  toute  permutation  circulaire  des  n  premiers 
nombres  peut  être  regardée  comme  provenant  d'une  certaine  per- 
mutation circulaire  des  n  —  i  premiers  nombres,  où  l'on  a  intro- 
duit le  nombre  n  à  une  certaine  place.  Nous  sommes  conduits,  par 
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cette  remarque,  à  chercher  comment  varie  le  nombre  des  sé- 
quences d'une  permutation  circulaire  des  n  —  i  premiers  nombres 
lorsque  Ton  introduit,  dans  cette  permutation,  le  nombre  n  à  une 
place  quelconque. 

56.  Dans  une  permutation  circulaire  des  n —  i  premiers 
nombres,  il  existe  évidemment  n  —  i  intervalles,  c'est-à-dire  n  —  i 
places  où  Ton  peut  introduire  un  nombre  nouveau. 

Ces  n  —  i  places  sont  de  deux  sortes,  et  de  deux  sortes  seule- 
ment, savoir  : 

i°  Celles  qui  louchent  un  maximum; 

2°  Celles  qui  n'en  touchent  aucun. 

Il  est  d'ailleurs  bien  clair,  puisque  les  maxima  alternent  avec 
les  mini  ma,  qu'il  n'y  a  aucune  place  touchant  deux  maxima. 

57.  Prenons  une  permutation  circulaire  quelconque  des  n  —  i 
premiers  nombres  et,  dans  cette  permutation,  introduisons  le 
nombre  n,  d'abord  dans  une  place  de  la  première  sorte,  ensuite, 
dans  une  de  la  seconde. 

Lorsque  la  place  est  de  la  première  sorte,  c'est-à-dire  touche  un 
maximum,  le  nombre  des  séquences,  par  l'introduction  de  n% 
n'éprouve  aucun  changement. 

Lorsque  la  place  est  de  la  seconde  sorte,  c'est-à-dire  ne  touche 
aucun  maximum,  ce  nombre  augmente  de  deux  unités. 

Ces  résultats  sont  à  peu  près  évidents.  Ils  le  deviennent  tout  à 
fait  si  l'on  considère  la  ligne  brisée  cylindrique  correspondant  à 
la  permutation. 

58.  Avant  d'aller  plus  loin,  nous  ferons  observer  que,  dans 
chacun  des  deux  cas  examinés  ci-dessus  (57),  l'introduction  de  n 
fait  varier  d'un  nombre  pair  le  nombre  des  séquences.  Or,  dans 
une  permutation  circulaire  de  deux  éléments,  il  y  a  deux  sé- 
quences. Donc  : 

Dans  une  permutation  circulaire  quelconque,  le  nombre  des 
séquences  est  un  nombre  pair. 

Nous  retrouvons  ainsi  l'un  des  premiers  théorèmes  que  nous 
ayons  démontrés  (16). 
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Cette  observation  faite,  demandons-nous  quelles  sont  les 
nations  circulaires  des  n — i  premiers  nombres  qui,  pur 
luction  de  ny  donnent  des  permutations  circulaires  des  n 
rs  nombres  présentant  chacune  s  séquences, 
permutations  sont  évidemment  :  d'une  part,  celles  qui 
ment  déjà  s  séquences,  et  où  Ton  place  n  à  côté  d'un  maxi- 
de  l'autre,  celles  qui  contiennent  seulement  n  —  2  sé- 
s,  mais  où  Ton  ne  place  pas  n  à  côté  d'un  maximum. 
3,  les  permutations  circulaires  de  n  éléments,  contenant 
e  s  séquences,  peuvent  être  regardées  comme  provenant, 
ts  des  permutations  circulaires  de  n  —  i  éléments  qui  pré- 
;  chacune  s  séquences,  les  autres  de  celles  qui  en  présentent 
e  s  —  2. 

D'après  les  notations  que  nous  avons  choisies  (20),  il  y  a 
permutations  circulaires  de  n  —  i  éléments,  présentant 
inces.  Dans  chacune  d'elles,  le  nombre  des  maxima  est  la 
de  s,  et  le  nombre  des  places  touchant  un  maximum  est 
nséquent  s.  Le  nombre  des  permutations  circulaires  de 
ents,  présentant  s  séquences,  et  provenant  de  ces  permuta- 
en  —  i  éléments,  esl  donc  égal  au  produit  sQ/i_f,*. 
i  de  même  Q/i_i,j_2  permutations  circulaires  de  n —  i  élé- 

présenlant  s  —  2  séquences.  Dans  chacune  d'elles,  le 
»  des  places  touchant  un  maximum  est  s —  2;  le  nombre 
;squi  n'en  touchent  aucun  est,  par  suite,  (n  — 1)  —  (s  —  2), 
dire  n  —  s  -+-  1 .  Le  nombre  des  permutations  circulaires  de 
ïnts,  présentant  s  séquences  et  provenant  de  ces  nouvelles 
ations  circulaires  de  n  —  1  éléments,  est  donc  égal  au  pro- 

—  s  H-  i)Q,i_f,,_2. 
1  tirons  immédiatement,  de  ces  énumérations,  le  résultat 


\ombre  total  QW),  des  permutations  circulaires  des  n 
rs  nombres,  qui  présentent  chacune  s  séquences,  est 
par  la  formule 

m 

Q/1,5  =  *Q«-i,*  -H  (n  —  s  ■+- 1)  Q,,-!,,-,, 
ombre  n  est  au  moins  égal  à  3. 
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61.  Dans  nos  premières  recherches  sur  les  séquences  ('),  nous 
avons  établi,  pour  les  permutations  rectilignes,  une  formule  re- 
marquable dont  nous  nous  sommes  servis  constamment,  en  la 
nommant  formule  fondamentale.  La  formule  que  nous  venons 
d'établir  ici  (60),  pour  les  permutations  circulaires,  lui  est  fort 
analogue,  et  son  importance  n'est  pas  moindre.  C'est  sur  elle  que 
nous  allons  fonder  toute  la  suite.de  nos  recherches  :  elle  sera  la 
formule  fondamentale  du  présent  Mémoire.  D'ailleurs,  cette 
formule  n'est  pas  nouvelle  ;  nous  l'avons  donnée,  pour  la  première 
fois,  en  1893  (2),  au  Congrès  des  Sociétés  savantes. 

II.  —  Premières  conséquences  de  notre  formule  fondamentale. 

62.  Avant  d'utiliser  notre  formule  fondamentale  (60)  pour  le 
calcul  des  nombres  Q/t,„  nous  pouvons  en  déduire  facilement  un 
certain  nombre  de  théorèmes. 

63.  D'abord  il  est  bien  clair,  d'après  cette  formule,  que  si  tous 
les  nombres 

qui  ont  pour  premier  indice  n  —  1,  sont  pairs,  les  nombres 

* 

Q«,t»    Q«,*î    Qj»,6»  •  •  •  » 

qui  ont  pour  premier  indice  w,  sont  également  pairs. 

Or,  comme  nous  l'avons  vu  (21),  QSï2  est  égal  à  2.  Donc  : 

Pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  2,  le  nombre  Qn,s 
est  un  nombre  pair. 

C'est  là  un  théorème  que  nous  avons  déjà  énoncé  et  démon- 
tré (27). 

64.  Reprenons  notre  formule  fondamentale 

Q/M  =  *Q«-M  -4-  («  —  #  H-  1  )  Q/î-l,,-î  , 


(')  Étude  sur  les  maxima,  minima  et  séquences...  (Annales  scientifiques 
de  V École  Normale  supérieure,  i884). 

(2)   Voir  le  Journal  officiel  du  6  avril  i8<)3. 
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et  remplaçons-y  s  par  2;  elle  devient 

Q/i.î  =  '*Q«-ifs  -H  (n  —  i)Q„-i,0. 
Or,  il  est  évident  que  Q,/_J)0  est  nul.  Donc  nous  avons 

et,  puisque  Q2>2  est  égal  à  l'unité,  nous  pouvons  énoncer  cette 
proposition  : 

Pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  n,  on  a  identiquement 

Q/i,î  =  a""1- 

C'est  là  un  théorème  que  nous  avons  encore,  précédemment  (33), 
énoncé  et  démontré. 

65.  Reprenons  toujours  notre  formule  fondamentale 

Q/M  =  *Q»-M  "+■  (*  —  *  •+•  0  Q«-l,  j-î  y 

et  remplaçons-y  n  et  s  chacun  par  2v.  Nous  obtenons  ce  résultat 

Qîv.îv  =  a'Qjv-ï,îv  "+-  QlV-l,ÎV— t» 

Or,  il  n'existe  aucune  permutation  circulaire  contenant  plus 
de  séquences  qu'elle  ne  contient  d'éléments.  Donc  Qav-i,2vCst 
nul.  Donc  : 

On  a  identiquement 

Qsv-i,îv— 2  =  Q*V,  IV 

Et  c'est  là  un  troisième  théorème  que  nous  avons  déjà  ren- 
contré et  signalé  comme  très  remarquable  (ol). 

60.  Les  trois  théorèmes  qui  précèdent,  et  que  nous  avions  déjà 
démontrés  tous  les  trois  d'une  manière  absolument  directe,  dé- 
coulent aussi,  on  le  voit,  d'une  façon  immédiate,  de  notre  formule 
fondamentale.  Ils  en  constituent  en  quelque  sorte  une  tri.ple  véri- 
fication. 
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III.  —  Triangle  des  séquences  des  permutations  circulaires. 

67.  Comme  nous  l'avons  dît  (60),  notre  formule  fondamentale 

Qn,s  =  s  Q/,-1,,  -+-  (  n  —  s  -+- 1  )  Q«-If  s-t 

est  vraie  dès  que  n  égale  3. 

Nous  avons  obtenu  auparavant  (21)  ce  résultat  très  simple 

Ql.!  =  l- 

Connaissant  ce  résultat  et  cette  formule,  il  est  clair  que  nous 
pouvons  calculer  de  proche  en  proche  tous  les  nombres  Q«,j- 

68.  Nous  disposerons  ces  différents  nombres  de  manière  à  en 
former  le  triangle 


Qt.i 

Q... 

Q».i 

Q».» 

Q... 

Q.a 

Q«,i 

Qm 

Q.,« 

Qt,, 

Q:,* 

Q7,e 

Qt,i 

Qm 

Qm 

Qm 

Q.,« 

Qm 

Qm 

Q... 

qui  est  analogue  au  triangle  de  Pascal,  et  où  le  nombre  Q/i,2<t  se 
trouve  à  l'intersection  de  la  colonne  de  rang  9  et  de  la  ligne  de 
rang  n  —  i . 

69.  Si  nous  calculons  les  valeurs  numériques  de  tous  les  nom- 
bres Q/M  dont  nous  venons  d'écrire  les  symboles,  nous  obtenons, 
à  la  place  du  triangle  littéral  précédent,  le  triangle  numérique 
que  voici  : 


•>. 


4 

2 

8 

!(i 

i(i 

88 

K> 

Va 

4 1  r» 

•27>. 

<>4 

i8a.f 

»88o 

>J7. 

128     7680     j»r>7<>     7î>'M 
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70.  Si  l'on  considère  ce  triangle  numérique,  on  constate  immé- 
diatement que  les  trois  théorèmes  rappelés  plus  haut  (63,  64,  65) 
v  sont  tous  vérifiés;  en  d'autres  termes,  on  constate  que  : 

i°  A  l'exception  du  premier,  tous  les  éléments  du  triangle  sont 
des  nombres  pairs  ; 

2°  Les  éléments  composant  la  première  colonne  ne  sont  autre 
chose  que  les  puissances  successives  de  i  ; 

3°  Le  nombre  des  permutations  circulaires  quasi  alternées  de 
2V  —  i  éléments,  et  le  nombre  de£  permutations  circulaires  alter- 
nées de  2v  éléments,  sont  des  nombres  égaux. 

71 .  Le  triangle  que  nous  venons  de  donner,  d'abord  sous  forme 
littérale,  ensuite  sous  forme  numérique,  est  fort  analogue  au 
triangle  des  séquences  des  permutations  rectilignes.  Nous  rappel- 
lerons le  triangle  des  séquences  des  permutations  circulaires; 
et  nous  en  étudierons  d'abord  les  colonnes,  ensuite  les  lignes, 
enfin  l'ensemble  tout  entier. 

CHAPITRE  IV. 
COLONNES  DU  TRIANGLE. 

I.  —  Définition  des  séries  verticales. 

72.  Les  colonnes  verticales,  ou  plus  simplement  les  colonnes 
qui  composent  le  triangle  des  séquences  des  permutations  circu- 
laires, sont  caractérisées  par  le  second  indice  des  nombres  Q/M 
qu'elles  contiennent.  La  première  contient  les  nombres  Q«,2  î  la 
deuxième,  les  nombres  Q«,jT,  la  o-**"16,  les  nombres  Q/i,**. 

73.  Ces  mêmes  colonnes  s'étendent  indéfiniment  vers  le  bas. 
Le  terme  placé  en  haut,  c'est-à-dire  le  premier  terme  de  chacune 
d'elles,  est  Q2,2  pour  la  première,  Q*^  pour  la  deuxième,  Q2«r,2<x 
pour  la  a,ème. 

Nous  avons  d'ailleurs  étudié  déjà  le  premier  et  le  second  terme 
de  chaque  colonne,  c'est-à-dire  le  terme  Q2a,2<n  qu>  est  'e  nombre 
des  permutations  circulaires  alternées  de  2<r  éléments,  et  le  terme 
Q2*H,2<M  qui  est  'e  nombre  des  permutations  circulaires  quasi 
alternées  de  2ff  +  i  éléments. 
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74.  Les  nombres  qui  composent  la  colonne  de  rang  ?  sont,  de 
haut  en  bas, 

Qiff,i*ï    Qi*-f-i,M»     Qt<x+Mtf>     Qw+a,w»  •  •  •  • 

Ces  nombres  croissent  au  delà  de  toute  limite.  On  voit,  en 
effet,  sur  notre  formule  fondamentale  (60),  que,  dans  la  colonne 
de  rang  ?,  chaque  terme  est  supérieur  à  celui  qui  le  précède  im- 
médiatement, multiplié  par  2?. 

75.  Nous  relions  ces  nombres  les  uns  aux  autres  à  l'aide  de  la 
série  entière 


Qia,î*  ■+■  Qi<r-M,îa3  •+■  Qtd+i.îa51  ■+■  Qnw-i.ta*1 


• .  •  » 


où  z  représente  une  variable  indépendante;  et  nous  appelons  cette 
série  la  série  verticale  correspondant  à  la  colonne  de  rang  a, 
ou  plus  simplement  la  série  verticale  de  rang  a\ 

II.  —  Convergence  des  séries  verticales. 

76.  Nous  avons  trouvé  précédemment  (33) 

Il  résulte  de  là  que,  dans  la  .première  de  nos  séries  verticales,  le 
terme  général  est  2""2 zn~2;  par  suite,  que  cette  première  série 
est  une  progression  géométrique  de  raison  iz\  par  suite,  enfin, 
que  cette  série  est  convergente  toutes  les  fois  que  5,  en  valeur 
absolue,  est  inférieur  à  £. 

77.  Ainsi,  la  série  verticale  de  rang  i  est  convergente  toutes 
les  fois  que  z,  en  valeur  absolue,  est  inférieur  à  l'inverse  de  a. 
Nous  allons  montrer  que  la  série  verticale  de  rang  o*  est  conver- 
gente toutes  les  fois  que  z,  en  valeur  absolue,  est  inférieur  à  l'in- 
verse de  ao\ 

Nous  prouverons  pour  cela  que,  si  cette  propriété  est  vraie 
pour  la  série  de  rang  o*  —  i ,  elle  l'est  aussi  forcément  pour  la  série 
de  rang  o\ 

78.  Reprenons  notre  formule  fondamentale 
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el  remplaçons-y  successivement  n  par  les  /  valeurs  s-i-  i,  s-f-  a, 
s  -f-  3,  . . . ,  *  -f-  l.  Nous  obtenons  les  égalités 


Multiplions  la  première  de  ces  égalités  par  sr_l,  la  deuxième 
par*'""2,  la  troisième  par  sr~s,  . . . ,  la  dernière  par  i  $  puis  ajou- 
tons-les toutes  membres  à  membres.  Nous  arrivons,  après  quelques 
réductions  évidentes,  à  l'égalité 


Q+H.M  =  j 


qui  se  compose  de  ces  trois  parties  :  le  terme  unique,  placé  au 
premier  membre;  le  terme  unique,  qui  commence  le  second; 
l'ensemble  des  termes,  compris  entre  crochets. 

79.  Nous  allons  étudier  successivement  chacune  de  ces  parties, 
en  nous  rappelant  que  s  est  toujours  pair  et  en  le  remplaçant  par 
2<r;  en  nous  rappelant  aussi  que  la  série  verticale  de  rang  <r —  i 
est  convergente,  par  hypothèse,  pour  toutes  les  valeurs  absolues 
de  z  inférieures  à  l'inverse  de  2*  —  a,  et  en  désignant,  dans  ces 
circonstances,  par  Wff_i  la  somme  de  cette  série. 

80.  Le  terme  unique  Qj+«,*,  placé  au  premier  membre,  n'est 
autre  chose  que  le  coefficient  de  £',  dans  la  série  verticale  de 
rang  ?. 

Le  terme  unique  srQM,  qui  commence  le  second  membre,  est 
évidemment  le  coefficient  de  zt  dans  le  produit 

c'est-à-dire  dans  le  développement  de 


i 


i  —  sz 


Z  Q.s,s, 


lequel  est  convergent  toutes  les  fois  que  s,  en  valeur  absolue,  est 
inférieur  à  l'inverse  de  2 t. 
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Quant  à  la  quantité  entre  crochets  : 

a*/-,Q/.#-t+  3$'-*Q,-H,,_t-*-  ^'-'Q^+M-î-H  •  ---«-(<  -H  l)<W-M-v 
elle  est  le  coefficient  de  zl  dans  le  produit  de  la  série 

par  la  série 

Or,  celle-ci  est  juste  égale  à  la  dérivée  W^_,,  diminuée  de 
Qi_ i,x_a.  Donc  cette  dernière  partie  n'est  autre  chose  que  le  coef- 
ficient de  ze  dans  le  développement  de 

lequel  est  encore  convergent  toutes  les  fois  que  z,  en  valeur  ab- 
solue, est  inférieur  à  l'inverse  de  s,  c'est-à-dire  à  l'inverse  de  2 t. 

81.  Il  suit  de  tout  cela  que  le  coefficient  de  zc,  dans  la  série 
verticale  de  rang  a-,  est  égal  au  coefficient  de  zc  dans  le  dévelop- 
pement de 

Q^  +  r-^OV^-Q,-,,,-,). 


I  —  sz      '         1  —  sz 
Or,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  précédemment  (51), 

Donc  Qj+r,j  n'est  autre  chose  que  le  coefficient  de  zl  dans  le 
développement  de  la  fonction 

1      w 

c'est-à-dire  dans  un  développement  qui  est  convergent  toutes  les 
fois  que  z,  en  valeur  absolue,  est  inférieur  à  l'inverse  de  sut. 

Mais  Qs+t.s  est  le  coefficient  de  ze  dans  le  développement  de  la 
série  verticale  de  rang  t.  Donc,  finalement  : 

Une  série  verticale  de  rang  que/conque  o*  est  convergente 
toutes  les  fois  que  5,  en  valeur  absolue,  est  inférieur  à  Vin- 
verse  de  20*. 
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82.  Ce  résultat  est  tout  à  fait  analogue  à  celui  que  nous  avons 
trouvé  autrefois  ('),  pour  la  convergence  des  séries  verticales, 
dans  le  triangle  des  séquences  des  permutations  rectilignes. 

L'analogie  se  transforme  même  en  identité,  si  Ton  considère, 
non  plus  le  rang  <r  de  la  colonne,  mais  le  second  indice  21,  c'est- 
à-dire  5,  de  chacun  des  termes  Q//,.c  qui  la  composent. 

III.    —   Fonctions  GKisÉn atric.es   nEs  coi.omves. 

83.  Comme  nous  venons  de  le  voir  (81  ),  la  série  verticale  de 
rang  o*  est  toujours  convergente  pour  les  valeurs  absolues,  suffi- 
samment petites,  de  la  variable  z. 

Représentons  toujours  par  Wa  la  fonction  de  z  qui  en  est  la 
somme.  Celte  fonction  Wa  sera,  suivant  l'expression  consacrée, 
Isl  fonction  génératrice  des  coefficients  de  cette  série,  c'est-à-dire 
la  fonction  génératrice  des  nombres 

qui  composent  la  colonne  de  rang  a\  Pour  abréger,  nous  la  nom- 
merons simplement  la  fonction  génératrice  de  la  colonne  de 
rang  t. 

84.  D'après  ce  que  nous  venons  de  voir  (81),  la  série  verticale 
de  rang  o*  se  confond  avec  le  développement  de 

T       \V 


1  —  s 


où  s  est  le  double  de  <r.  Nous  avons  donc  identiquement 


\V     —  . W 

I 'X  v  z       n    l 


Telle  est  l'équation  aux  différences  mêlées,  qui  relie  entre 
elles  deux  consécutives  quelconques  de  nos  fonctions  généra- 
trices. S'il  était  permis  de  faire  abstraction  de  la  convergence 
des  séries,  on  pourrait  déduire  cette  équation,  sans  aucun  calcul, 
de  notre  formule  fondamentale;  on  pourrait  dire  qu'elle  n'en  est 
qu'une  conséquence  évidente. 


(')  Mémoire  sur  te  triangle  (tes  .séquences 

XXIII.  I  I 
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85.  Considérons  la  première  colonne  du  triangle  des  séquences 
des  permutations  circulaires.  Ses  termes  sont 

Il         o'         o'         «1^ 

La  série  correspondante  est 

c'est-à-dire  la  progression  géométrique  ayant  pour  premier  terme 
i  et  pour  raison  iz.  Sa  fonction  génératrice  nous  est  donc  donnée 
par  la  formule 

w,  =  — '-  • 

I  —  7.Z 

De  là,  nous  déduisons  immédiatement,  à  l'aide  de  la  formule 
(8i)  qui  précède  : 

•à 


w ,  - 


(  i  —  >.z  )*(i  —  4  s) 
■  Or  i  —  3s) 


(i  —  "25;a(i  —  .j5)*(i—  (i~) 

16(17-  i8ic-hr»363l---ao53) 
;  ~~  U  —  *3)Mi  —  .{s  )*(i  — lisrHi  — 8s/ 
et  ainsi  de  suite. 

86.  Les  quatre  expressions,  que  nous  venons  de  trouver  pour 
\V| ,  Wj,  W3,  W4 ,  sont  quatre  fractions  rationnelles.  La  for- 
mule (84) 

nous  montre  que,  si  Wff_i  est  une  fraction  rationnelle,  Wc  en  est 
une  aussi.  Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 

La  fonction  génératrice  de  chaque  colonne  du  triangle  est 
une  fraction  rationnelle,  c'est-à-dire  le  quotient  de  deux  poly- 
nômes entiers  en  z. 

87.  D'après  ce  qui  précède  (86),  nous  pouvons  dire  à  volonté 
que 'NYff  est  la  fonction  génératrice  ou  la  fraction  génératrice  de 
la  colonne  de  rang  c. 


Nous  pouvons  aussi  poser 


A, 


Aa  et  Bff  désignant  deux  polvnomcs  entiers  en  z. 


Quant  à  ces  deux  polynômes,  c'est-à-dire  aux  deux  termes  de 
la  fraction  génératrice,  nous  allons  les  étudier  l'un  après  l'autre, 
en  commençant  par  le  dénominateur  B<,. 

IV.    —   Dénominateur  de  W„. 

88.  Si  nous  nous  reportons  aux  expressions  de  \V|,  VV2,  \V3, 
W|,  que  nous  avons  obtenues  précédemment  (85),  nous  en  dédui- 
sons aussitôt,  pour  les  dénominateurs  B|,  B2,  B3,  Bj,  les  expres- 
sions suivantes  : 

B|  =  (i  — as), 

B,=r=(l  —  -Jl5)î(|—   \zi 

Ba=(i  — -i*)*(i— îs)«(i  — 6s), 

B*  =  (i  —  25)^(1-  .j  5)1(|—  6s)*(i-  8s), 

qui  nous  donnent  une  première   idée  de  la  composition  générale 
du  dénominateur  Bff. 

89.  Bien  que  ces  expressions  de  R|,R2,B3?  B*  soient  assez 
simples,  nous  les  modifierons  en  posant 

Fî=0-*3), 

F4=  (i-«)(i-<:), 

Ft=(l  — -*5)(l-45)(l  — 63), 

Fg='(i  — *s)(i-.fs)(i  — 6s)(i  — Ks;; 

et  ainsi  de  suite. 
Nous  aurons  alors 

H, .-  f,  . 

B,-F2FV. 

B3-F,FVF6, 

B^F.^F.F.. 

Par  rapport  aux  facteurs  linéaires  en  z,  dont  elles  sont  le  pro- 
duit, les  quantités  F  sont  de  véritables  factorielles.  Par  rapport 
à  leurs  facteurs  F,  les  premiers  dénominateurs  B  sont  des  facto- 
rielles aussi  :  ce  sont  des  factorielles  de  factorielles. 

90.  Rappelons-nous  la  relation 

w*-  — ' — w;_,, 

I      -'27C 
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et  supposons  que  l'on  ait 

Bff-j  =  Fjl'i  Ftt . . .  Fja~j. 
Nous  avons  alors 


NVff-i  = 


B<j-i         Fj F4  F6 . . .  Fî(I_j 


La  règle  pour  calculer  la  dérivée  d'un  quotient  nous  donne 
d'ailleurs 

B/j    i  A^-t —  Aqr-i  B<y-t 


\\«-.i  = 


BJ... 


Or,  B^_,  admet  tous  les  facteurs  du  premier  degré  en  z  qui 
figurent  dans  Bff_,  avec  des  exposants  moindres  chacun  d'une 
unité.  Donc  Bj_,  est  divisible  par  B<T_2  qui  est  justement  le  pro- 
duit de  tous  ces  facteurs,  affectés  des  exposants  ainsi  diminués. 
Les  deux  termes  de  W^__,  sont  donc  divisibles  parce  produit.  En 
effectuant  ces  divisions  et  remarquant  que  le  nouveau  numérateur 
n'est  autre  chose  que  Aa,  nous  trouvons  ce  résultat  très  simplifié 


B<r-i  Fscr_s 


= A^_ 


Portons  celte  expression  de  W^_t  dans  l'égalité  qui  nous  donne 
Wc;  il  nous  vient 

Or, 

(i—  'i<Jz)Fî(y  t=  FS<T. 
Donc 

W   -  :?*__  • 

et,  par  conséquent. 

Bff  —  F^F^Fg . . .  Yta. 

91.  Ainsi  l'expression  que  nous  avons  trouvée  (89)  pour  les 
quatre  dénominateurs  B,,  B2,  B3,  Bs  subsiste  pour  B^  dès  qu'elle 
est  vraie  pour  Ba_,.  Donc,  cette  expression  est  générale,  et  nous 
pouvons  énoncer  ce  théorème  : 

Si  l'on  pose 

Fit  —.  (  i  —  ±z  )i  i  --  4^  m.i  —  bz  )  ...  (i  —  2/5), 


-  137  — 
on  a  identiquement 

pour  l'expression  du  dénominateur  B^  de  la  J /action  généra- 
trice Wa. 

On  peut  remarquer,  d'ailleurs,  que  cette  expression  de  B^  est 
toujours  une  factorielle  de  factorielles. 

92.  Pour  obtenir  le  degré  pv  du  dénominateur  Ba,  il  suffit  de 
considérer  l'expression  de  Ba  que  l'on  vient  de  trouver  (91),  et 
de  remarquer  que  V2e  est  toujours  du  degré  t.  On  voit  immédiate- 
ment alors  que  le  degré  de  B^  est  égal  à  la  somme  des  o1  premiers 
nombres.  On  a  donc 

Tel  est  le  dcj*ré  cherché. 

93.  Quant  au  coefficient  du  dernier  terme  dans  le  développe- 
ment de  B9  suivant  les  puissances  ascendantes  de  z,  c'est  évidem- 
ment le  produit  des  coefficients  des  termes  du  degré  le  plus  élevé 
dans  chacun  des  facteurs 

Or,  dans  F2f,  ce  coefficient  est  évidemment 

<  — i  )' 2.4.6. ..  ri/). 
Si  donc  nous  posons  d'une  façon  générale 

'à.  j.fi.. .  i  it )  —  1,,, 

et  que  nous  désignions  par  b0  le  dernier  coefficient  de  B^,  nous 
axons  identiquement 

ts-n  *■  1  » 

ba=r   (       -I)  *  |tI4  Ig  .  .  .   \ifJ. 

Telle  est  l'expression  du  dernier  coefficient  (/est  encore,  nous 
le  vojons,  une  factorielle  de  factorielles. 

9-i.  Tous  ces  résultats,  de  même  que  la  [plupart  de  ceux  qui 
\onl  suivre,  sont  encore,  sinon  identiques,  du  moins  fort  ana- 
logues à  ceux  que  nous  avons  donnés,  pour  les  permutations 
recliligiies,  dan*  notre  Mémoire  sur  le  triangle  des  séquences. 
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V.  —  Numérateur  de  W^. 

95.  Nous  ne  chercherons  point  la  composition  du  numérateur 
A,,  de  la  fraction  génératrice  W,,.  Supposant  ce  numérateur  or- 
donné suivant  les  puissances  croissantes  de  :,  nous  nous  bornerons 
à  en  calculer  le  degré  et  le  dernier  coefficient. 

Nous  prendrons,  d'ailleurs,  pour  point  de  départ  de  ces  deux 
calculs,  la  formule 

4  K<r-i  A«i-i  —  Aç-i  B<y_t 

que  nous  avons  établie  (90)  précédemment. 

96.  Si  nous  désignons  par  a9  le  degré  du  numérateur  A„  et 
continuons  de  désigner  par  j39  celui  du  dénominateur  Bff,  la  for- 
mule que  nous  venons  de  rappeler  (95)  nous  donne  immédiate- 
ment l'égal  i  té 

*<j=  ?<j-i  ■+-  a<j-i  — !  —  Pff— 1> 
qui  peut  s'écrire 

Nous  tirons  de  là  les  t  —  a  équations 

a,      —  *j      =(£,      —  Pi  )  —  i , 

a5      -av       =(?v      -?,)-!, 


a1-  1  —  a«T-î  —  (  |^(T-t  —  $rj-3  )  —  I , 

que  nous  ajoutons  membres  à  membres. 

Parcelle  addition,  nous  trouvons  finalement 

Or,  comme  nous  l'avons  vu  (85,  92), 

*     -    «  *     -   i  *  _    ^7-117 

Donc 

(7-1)7 
Xfl   - ,  -      (  7  _  -,  }t 


c'est-à-dire 

(  1  —  2  )  (  9  —  I  ) 

%"^ 5 

Tel  est  le  degré  cherché. 

97.  On  peut  remarquer  que  celle  formule  nous  donne  immé- 
diatement Tidentité 

et  que  cette  identité  à  son  tour  nous  conduit  à  la  relation 

<**  =   ?<T (**— l). 

98.  Supposons  toujours  le  numérateur  Aff  ordonné  suivant  les 
puissances  croissantes  de  5,  et  cherchons  le  dernier  coefficient  </* 
de  ce  numérateur. 

Pour  l'obtenir,  reprenons  encore  la  formule 

t>«T-l 

cl  remarquons  que  les  polynômes 

B,j_l,  A«x— 1,  A9.i«  Bff-l,  B(J-2< 

qui  figurent  à  son  second  membre,  ont  pour  derniers  coefficients 
respectifs 

Remplaçant,  dans  ce  second  membre,  ces  polynômes  par  ces 
coefficients,  nous  trouvons,  après  réduction, 

"*=  (a*-i —  3*-i)  «*-i  } • 

Or,  comme  nous  l'avons  vu  (97,  93), 

an-i—jïa-i  =  —  (■■*»—  M» 

<<t  - 1  \*s 

btj-l~i 1)         -         Ij  1^  If,  .  .  .  I2<t-2« 

■  1  —  21'  T  —  I  • 
Vfj—  1  •==   ( —  I  )  * i  »  '♦  *fi  •  •  •  ■  2T  - i  • 

Donc 
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C'est  là  une  formule  de  récurrence  qui  va  nous  permettre  de 
calculer  aa  en  fonction  même  de  <r. 

99.   Elle  nous  donne  immédiatement  les  t  —  1  égalités 

a3  —  ( — i  )».  3Iv«j, 


Multiplions  toutes  ces  égalités  membres  à  membres  et  simpli- 
fions, en  nous  rappelant  que  at  est  (8o)  égal  à  l'unité.  Nous  trou- 
vons 

(ia~{  —  i)      *  .1.3.  5...  (aa  —  3)  iîivI6  . . .  lî<T_j. 

Telle  est  l'expression  de  aQ  en  fonction  de  o*.  C'est  encore  une 
faclorielle  de  factorielles. 

100.  On  voit  que  celte  expression  de  aa  est  un  peu  plus  com- 
pliquée que  celle  de  ba.  Il  existe  entre  les  deux  une  relation 
simple.  Considérons,  en  effet,  l'expression  de  aa  que  nous  venons 
de  trouver  (99)  et  l'expression  de  baque  nous  avons  trouvée  (93) 
autrefois.  En  divisant  la  première  par  la  seconde  cl  simplifiant, 

nous  trouvons 

an  i  .3.  :">...(?  a  —  3)     i 

bQ  x .  4  .  <î .  •  .  (  a  i  —  'À  )   A7 

et  celte  relation  nous  parait  assez  remarquable. 

VI.  —    Propriétés   des  tkiimf.s   de  la   colonne  o\ 

101.  Dans  ses  éludes  sur  le  développement,  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  la  variable,  d'une  fraction  rationnelle  quel- 
conque, Moivre  a  montré  (')  que  les  coefficients  de  ce  dévelop- 
pement forment  une  série  récurrente  proprement  dite,  d'un  ordre 
égal  au  degré  du  dénominateur  de  la  fraction  développée. 

Nous  avons  vu  que  les  termes  composant  la  colonne  de  rang  s 
sont  les  coefficients  du  développement  de  la  fraction  rationnelle 

(')  Afiscfffanea  analytica. 
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\Yff,  dont  le  dénominateur  est  d'un  degré  égal  à  j3a,  c'est-à-dire  à 

i(a  -+-  i) 

— _____  .   « 

De  là  cette  proposition  : 

Les  nombres  composant  la  colonne  de  rang  t  forment  une 
série  récurrente  proprement  dite,  et  l'ordre  de  cette  série  est 

,    ,    ff(ff  H-  I) 

égal  a • 

102.   On  appelle   é<] nation  génératrice  d'une  série  récurrente 

proprement  di le  la  transformée  en  -  de  l'équation  qu'on  obtien- 

drait  en  égalant  à  zéro  le  polynôme  entier  en  z  qui  forme  le  déno- 
minateur de  la  fraction  génératrice.  Il   nous  suffira  donc,  pour 
écrire  cette  équation  génératrice,  de  nous  rappeler  la  composition 
du  dénominateur  Ba  de  la  fraction  Wff. 
Nous  arrivons  ainsi  à  ce  théorème  : 

Si  l'on  pose,  d' une  façon  générale, 

(\tt  _  (  Z  —  1)(  Z 4  )  (  Z  —  6  )  .  .  .  (  Z  —  2  /  ), 

la  série  récurrente  formée  par  les  termes  composant  la  colonne 
de  rang  a*  a  pour  éf/uation  génératrice  l'équation 

Gj  (_»4  (  »g  .  .  .  (  »j,j  =  o. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est   du   degré • 

M* 

Il  est  encore,  d'ailleurs,  une  factorielle  de  facloriclles. 

103.  Dire  que  les  lermes  de  la  colonne  t  forment  une  série 
récurrente  proprement  dite  d'ordre  [3ff,  c'est  dire  qu'il  existe, 
entre  ,3<,-l-  i  termes  consécutifs  quelconques  de  cette  colonne, 
une  relation  linéaire,  homogène,  à  coefficients  constants.  C'est 
cette  relation  qu'on  appelle  Y  échelle  de  récurrence  de  la  série. 
Nous  pouvons  l'écrire  facilement,  car  elle  présente,  comme  on  le 
sait,  les  mêmes  coefficients  que  l'équation  génératrice,  et  que 
cette  équation  (102)  nous  est  déjà  connue. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  nous  demande  l'échelle  de 
récurrence   de  la   troisième  colonne.   L'équation  génératrice  des 
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termes  de  celle  colonne  est 

0,0*0,=  o, 
ou  bien 

(5  — a)a(s— 4)«(s  — fi)  =  o, 

ou  bien  enfin 

-s6 —  ao5*-h  i6o-s*—  G565J-+-  i4565* — ib6\z  -+■  768  =  o. 

D'après  ce  qui  précède,  l'écbelle  de  récurrence  sera 

Q/1,6—  2oQ„_l>6+  160    Q«-j,6— -656  Q«_3,6 

1  i  56  Q,,_M-- 1664  Q„_j,6  -+-  76**  Q«-«,e  =  o. 


104.  Depuis  les  travaux  d'EuIer  et  de  Lagrange  sur  les  séries 
récurrentes,  on  sait  que,  si  Ton  désigne  par  un  le  terme  général 
d'une  telle  série^  par  /•  une  racine  quelconque  de  son  équation 
génératrice  et  par  p  le  degré  de  multiplicité  de  celte  racine,  on 
a  identiquement 


Y 

s 


lr  désignant  un  polynôme  entier  en  /?,  du  degré  p  —  1,  et  le 
signe  2  s'étendant  à  toutes  les  racines  distinctes  de  l'équation 
génératrice. 

En  remarquant  que  l'équation  génératrice  correspondant  à  la 
colonne  de  rang  c  peut  s'écrire 

JJ  (5  — a /)»+«-«  =  0 
1 

et  en  nous  servant  de  la  formule  que  nous  venons  de  rappeler 
pour  uni  nous  arrivons  à  cette  proposition  : 

Le  terme-  général  Qw%2a  de  l(t  colonne  de  rang  <r  est  donné 
par  la  formule 

1 

dans  laquelle  Z2t  désigne  an  polynôme  entier  en  n,  du  de- 
gré a-  —  t. 

105.    Les  valeur.*»  particulières  les  plus  simples  que  donne  celle 
formule   sont    évidemment  celles  où  1  est  égal  à    1   ou   à  2.  On 
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trouve  alors 


Q„,t  =  7  •  •**< 


i 
4 


Q-'=  (s -*)*"+&'•«•• 


l'indice  n  ne  pouvant  être  inférieur  à  i  dans  la  première  égalité, 
ni  à  4  dans  la  seconde. 

106.  L'expression  que  nous  venons  de  donner  (  104)  pour  Q,i,2<j 
et,  plus  généralement,  toutes  les  propositions  qui  précèdent  sur 
les  colonnes  verticales  du  triangle  des  séquences  des  permuta- 
tions circulaires  sont,  on  le  voit,  fort  analogues  à  celles  que  nous 
avons  données  autrefois  pour  les  colonnes  verticales  du  triangle 
des  séquences  des  permutations  reclilignes.  Mais  elles  sont  toutes 
plus  simples  er  s'obtiennent  plus  facilement.  C'est  là  une  parti- 
cularité que  nous  avions  signalée  en  commençant  (4),  et  qui  tient 
à  la  grande  simplicité  de  notre  formule  fondamentale  (60),  ou 
plutôt,  en  dernière  analyse,  à  la  parfaite  régularité  des  permuta- 
tions circulaires. 

CHAPITRE  V. 
LIGNES  DU  TRIANGLE. 

I.  —   Définition  ues  polynômes  horizontaux. 

107.  Les  lignes  horizontales,  ou  plus  simplement  les  lignes 
qui  composent  le  triangle  des  séquences  des  permutations  circu- 
laires, sont  caractérisées  par  le  premier  indice  des  nombres  Q„,, 
qu'elles  contiennent.  Mais  ce  premier  indice  n'est  point  égal  au 
rang  de  la  ligne  :  lorsqu'il  est  n,  le  rang  est  seulement  n  —  i. 

Afin  d'abréger  et  de  simplifier  le  langage,  nous  désignerons  do- 
rénavant chaque  ligne,  non  point  par  le  rang  qu'elle  occupe,  mais 
par  le  premier  indice  des  nombres  qui  la  composent.  La  ligne 
d'indice  n  sera  donc  celle  dont  tous  les  termes  ont  n  pour  premier 
indice. 

108.  Ces  lignes  horizontales  du  triangle  ont  toutes  une  étendue 
limitée.  Le  nombre  des  termes  de  la  ligne  //  est  égal  à  v,  celle 
lettre  v  désignant  la  partie  entière  de  la  moitié  de  n . 
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109.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  (64),  le  premier  terme  de 
la  ligne  d'indice  n  est  toujours  égal  à  2"   2. 

Le  dernier  terme  de  la  même  ligne  est  QW,2V-  C'est  un  nombre 
de  permutations  circulaires  alternées  lorsque  n  est  pair;  quasi 
alternées  lorsque  n  est  impair. 

110.  Il  est  d'ailleurs  évident  que  la  somme  de  tous  les  termes 
de  la  ligne  d'indice  n  est  égale  au  nombre  total  des  permutations 
circulaires  de  n  objets  distincts,  c'est-à-dire  au  produit  des  n  —  1 
premiers  nombres. 

111.  Les  nombres  qui  composent  la  ligne  d'indice  n  sont,  de 
gauche  à  droite, 

Q/*.lr  Q/i,*»  Q«,6»   •  •  •'  Q«,ÎV» 

v  désignant  toujours  la  partie  entière  de  la  moitié  de  n. 

Pour  découvrir  les  propriétés  particulières  de  ces  nombres,  et 
étudier  plus  tard  le  triangle  entier  des  séquences  des  permuta- 
tions circulaires,  nous  relierons  entre  eux  les  nombres  qui  com- 
posent la  ligne  d'indice  /?,  en  les  regardant  comme  les  coefficients 
d'un  même  polynôme.  Ce  polynôme,  que  nous  désignons  par 
Kw(.r),  ou  plus  simplement  par  Kw,  est  défini  par  l'égalité 

Nous  l'appelons  le  polynôme  horizontal  correspondant   à   la 
ligne  d'indice  rt,  ou  plus  simplement  \e  polynôme  d'indice  n. 

Il  est  évident,  de  plus,  que  ce  polynôme  n'existe  que  pour  n 
supérieur  à  1 ,  el  qu'il  est  toujours  du  degré  v  —  1 . 

II.    —   Relation   entre  deux  polyaomes  horizontaux 

CONSÉCUTIFS. 

112.  Pour  obtenir  une  relation  entre  deux  polynômes  horizon- 
taux consécutifs  quelconques,  nous  partirons  de  notre  formule 
fondamentale 

que  nous  écrirons  ainsi 

Q«..«--  *Q«-i.x   -  *Q,t  -1..V-2-W '  n  --  i)Q„_,..t_2; 
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ri  nous  distinguerons  deux  cas,  selon  que  //  sera  pair  ou  impair. 

113.   Supposons,  en  premier  lieu,  n  pair  et  égal  à  2v:  écrivons 
ces  v  égalités 

QjV.2     ~~  *QïV-l.ît 

Qiv,*    =4Qlv-l.*— 4     Qîv-I.î        -h(2V-H  DQjv-1.1. 

Qiv.e   ^6Q,v-i.6— 6   Qîv-i.4       -^<2v-+-i)Q2v_M, 

QîV.8     =-8QiV-l.«—  8     Qîv-1,6         -+-('2V  -Hl)Qtv-l.i, 


Qjv.îv= —  2vQîv_1|lv_,-+-(-Av-f-i)QJV_lfîv_,, 

qui  découlent  toutes  de  notre  formule  fondamentale;  puis  multi- 
plions la  première  d'entre  elles  par  î,  la  deuxième  par  x,  la  troi- 
sième par  x2,  .  . . ,  la  dernière  par  jrv~' . 

Si  nous  ajoutons  membres  à  membres,  par  colonnes,  toutes  ces 
égalités  ainsi  multipliées,  nous  trouvons  un  résultat  pour  les  pre- 
miers membres,  et  trois  pour  les  seconds. 

Le  résultat  de  l'addition  des  premiers  membres  est 

c'est-à-dire  le  polynôme  K2v. 

Les  trois  résultats  de  l'addition,  par  colonnes,  des  seconds 
membres  sont 

''[    Qtv-i.t    -4-aQtv-i.*.r-*   3Qîv_,,sJ,+  ...+iv- nQiv-i.tv-t**-1!. 

-ïhQiV"!.^-^-  *Qïv-i. *•*•*-+-  4Qîv_1<6:r'-4-...-^         vQjy.i^.jjv-i^ 

i2vn-i)^[  Qjv-i.j    -+-    Qiv-i.v* -+-    Qsv-i.6-rfH---.-r-  Qjv-i.sv-j.^-1]: 

ils  ont  pour  sommes  respectives 

a ,       _     2 ,      (ttv-hlM'Kjy-.,. 

Il  s'ensuit  immédiatement  celte  relation 

d 

Ksv  =  »  ^-  [<  r  —  x^Kjv-.  ,  |  -*-  ( av  -+-  i)j-K,v_,, 

entre  les  deux  polynômes  horizontaux  consécutifs  K2V  elK2v-i» 
114.   Supposons,   en  second  lieu,   n  impair  et  égal  à   »v-f»i; 


—  Ifif)  — 

écrivons  ces  v  -h  1  égalités 


r»' 


Qîv+l,J    =  ^    Qiv.j. 

Qîv+l.V    =  »    Qiv,4   —  I    <>>«v,î         H-(*>^-Hi)Qfv,J. 

Qsv-m.6   —'»   Qiv.f  —  (»   Qîv.v        -+-fav-Ha)QiViw 

Qiv+i.fv=  ^'(v>îv,iv  —  •AvQtv.tv-î-r-  (av  +  a)Qîv,fv-j. 
<>  = —  (av-t-  a)Qiv,iv+(^v-+-2)QîVîtv. 

dont  les  v  premières  résultent  de  notre  formule  fondamentale,  et 
dont  la  dernière  est  évidente;  puis  multiplions  la  première  d'entre 
elles  par  i,  la  deuxième  par  *r,  la  troisième  par  jt2,  .  .  . ,  la  der- 
nière par  vCv. 

Si  nous  ajoutons  membres  à  membres,  par  colonnes,  toutes  ces 
égalités  ainsi  multipliées,  nous  trouvons  un  résultat  pour  les  pre- 
miers membres,  cl  trois  pour  les  seconds. 

Le  résultat  de  l'addition  des  premiers  membres  est 

c'est-à-dire  le  polynôme  K2v+I. 

Les  trois  résultats  de  l'addition,  par  colonnes,  des  seconds 
membres  sont 

» [     Qiv,î     -+-  ' Qiv.* **  -f-  3 Q,V|« a*  -f-  ...  -h  v Qtv.tv^-1  J  » 

(2v-T-a)jrf     Qîv>i     -f-    Oîv,i^  -!-    Qtv.s^1 -+-.-•-+-  Qiv.tv  a*"1 1 : 

ils  ont  pour  sommes  respectives 

ri(jrK^é)                dfjriWiy) 
>  -  — —  —  -  •         -  -). j ,      (  a  v  -+-  2  ).r  KSv. 

Il  s'ensuit  immédiatement  cette  relation 

k*v4  i  •--  '*  -y-  [(  .r  —  .<**  )  K2V  I  -+-  (  'îv  -f-  a  ).r  Kiv 
entre  les  deux  polynômes  horizontaux  consécutifs  K2v+i  <*t  Kav 
115.  Récrivons  les  deux  égalités 

Kiv      -"  •l-j-  \^r  --  .r*)K2v-i  |  —  ('iv  -h  l)/Kiv-1; 

Kiv *,—    »--- h  ./■       .r2^K<v|      ■■•■  ir/-'<).rKiv. 
<(.r  -    i 
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que  nous  venons  d'obtenir.  Nous  avons  établi  la  première  (113), 
en  supposant  n  égal  à  2v;  la  seconde  (114),  en  supposant  n  égal 
à  2V-I-1.  Réciproquement,  si  nous  remplaçons  2v  dans  la  pre- 
mière par  /*,  dans  la  seconde  par  n  —  i,  nous  obtenons  la  formule, 
unique 

Kn  =  2  dx ^x  ~  •r,)K,,-,  J  "+■  (;l  "^  0*K„_,  ; 

et  si,  dans  cette  formule  unique,  nous  effectuons  la  différentiation 
indiquée,  nous  arrivons  à  ce  théorème  : 

Deux  polynômes  horizontaux  consécutifs  quelconques  sont 
toujours  reliés  entre  eux  par  ly équation 

dans  laquelle  K'//_|  désigne  la  dérivée,  par  rapport  à  x,  du 
polynôme  ¥^n_{ . 

116.  L'équation  aux  différences  mêlées  que  nous  venons  d'é- 
tablir, et  qui  relie  entre  eux  deux  polynômes  horizontaux  consé- 
cutifs quelconques,  est,  dans  l'étude  de  ces  polynômes,  la  relation 
la  plus  importante.  Parmi  les  nombreuses  conséquences  qu'elle 
entraîne,  il  en  est  deux  qu'on  peut  obtenir  immédiatement.  Ce  sont 
celles  qu'on  en  tire  en  y  remplaçant  x  par  o,  puis  par  i ,  c'est-à-dire 
parles  deux  racines  du  binôme  .r —  #2,  qui  multiplie  la  dérivée 

117.  Remplaçons  x  par  o.  La  relation  considérée  (115)  se  ré- 
duit à 

K„(o)  =  îKa_,(o). 

Or  K„(o)  et  K„_|  (o)  ne  sonl  respectivement  autre  chose  que 
les  premiers  coefficients  des  polynômes  Kfi(x)  et  K,^!  (x),  c'est- 
à-dire  que  les  nombres  Q/i,2  et  Q/,_i,2«  Donc,  quel  que  soit  /?, 

Donc,  dans  le  triangle  des  séquences  des  permutations  circu- 
laires, les  termes  composant  la  première  colonne  verticale 
forment  une  progression  géométrique  dont  la  raison  est  «. 

C'est  là  un  résultat  que  nous  avons  déjà  (76)  démontré. 
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118.  Remplaçons  x  par  i.  Notre  formule  (  115)  se  réduit  à 

K„(D  =  (/i  — i)Kn_,0); 
et,  comme  K2(^i)est  égal  à  i ,  il  s'ensuit 

Or  K„(i)  n'est  autre  chose  que  la  somme  de  tous  les  coeffi- 
cients du  polynôme  K„(.r).  Donc 

C'est  là  un  résultat  à  peu  près  évident,  que  nous  avons  d'ail- 
leurs (110)  indiqué  plus  haut. 

III.  —  Valeurs,  poir  j-i,   de  qleloies  dérivées  de  Kn(x). 

119.  Considérons  la  formule 

K„<>)  =  [î  +  (n-  3)ar]Krt_1(.r  )  -+-  i(x  —  x*)K'n_x  {&), 

que  nous  venons  d'établir  (115),  et  prenons,  par  rapport  à  #,  les 
dérivées  d'ordre  p  de  ses  deux  membres.  Nous  trouvons,  après 
quelques  réductions  simples,  l'égalité 

KJf  •■( x  )  ==         -+-  [  >.p  -h  -i  -h  (  n  -  4/>  —  3  )*  |  KJ^i,  <>) 

(       -f-îiiar  —  .rMKCTMn. 

Remplaçons  maintenant  x  par  i,  nous  trouvons  finalement 

i    n(n  —  xp  —  i)K£_.t!(i) 

(-M/«  — »/'  — OKtfViï. 

Cette  nouvelle  égalité  nous  permettrait  de  calculer  de  proche 
en  proche,  pour  x  =  i,  les  valeurs  numériques  des  dérivées  suc- 
cessives de  nos  polynômes  horizontaux.  Nous  pourrions  chercher 
à  en  déduire  l'expression  générale  de  K^'(i)  en  fonction  de  n  et 
de  p.  Nous  nous  bornerons  à  en  tirer  l'expression  particulière  de 
K;,(i)etcelledeK;;(i). 

120.  Pour  calculer  K^(i),  remplaçons  p  par  i  dans  la  for- 
mule (119)  qui  nous  donne  K.ltf}(\).  Nous  obtenons 

K'„(n^(n  -î)K'n    ,(i)    ;- i  n  -  3)^,,%  (i). 
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11  est  évident  que  K^^i)  n'est  autre  chose  que  la  valeur,  pour 
x=i,  du  polynôme  Kn_t(x).  Celte  valeur,  comme  on  Ta  vu 
(118),  est  égale  à  (/i  —  2)!  Donc  notre  nouvelle  formule  se  ré- 
duit à 

K'„(0  =  (n  -  3)K^t  (1)  -4-  (#1  -  3)(/i  -  a)!  ; 

et  c'est  de  là  que  nous  allons  tirer  K'„(i)  en  fonction  de  n. 

121.  Considérons  pour  cela  cette  formule  de  récurrence  (120) 
entre  K^(i)  et  K^O).  Par  son  aspect  même,  elle  nous  conduit 
à  essayer  si,  en  y  mettant,  à  la  place  de  K'w(i),  le  produit  par 
(n  —  1)!  d'un  polynôme  du  premier  degré  en  m,  on  n'y  satisfe- 
rait point. 

On  arrive,  par  cette  voie,  à  l'expression 

K;,(i)=  ^-y-("  —  ")!* 

cjui  répond  à  la  question  toutes  les  fois  que  n  est  égal  ou  supé- 
rieur à  3. 

122.  Pour  obtenir,  en  fonction  de  /i,  l'expression  de  K^(i), 
revenons  à  la  formule  (119)  qui  nous  donne  Kj/^i);  et,  dans 
cette  formule,  remplaçons/?  par  «.  Nous  trouvons 

K;(i)=  (n  —  5  )K;  _,(!') -h  *(n  —  5)  K;,   ,(■). 
Or 


Dom 


K;-,(i)=  -  -    ^</i-a)! 


K;,(i)  =  (n  —  i)K;.lfi)+  *i(/i  -  ->)  n  3-4  ( n  -  1 ,! 


Et  c'est  de  celle  dernière  égalité  que  nous  nous  proposons  de 
tirer  K*(i)  en  fonction  de  n. 

123.  Considérons  pour  cela  celte  formule  (122)  de  récurrence 
entre  K^(i)  elK*_f(i).  Par  son  aspecl  même,  elle  nous  conduit 
iî  essayer  si,  en  y  mettant  à  la  place  de  rv*(i)  le  produit  par  (n  —  i)ï 
«Tun  polvnôme  du  second  degré  en  //,  on  n'y  satisferait  point. 

On  arrive,  par  cette  voie,  à  l'expression 

.  „     .       (n  —  5  H  ">//  -■-  1») 

KMU)--      ,„—,_, 

XXIII.  IJ 


\ 
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qui  répond  à  la  question  et  qui  est  vraie  toutes  les  fois  que  n  est 
égal  ou  supérieur  à  5. 

IV.  —   Somme  et  valeur  moyenne  des  nombres  de  séquences. 

124.  Considérons  les  deux  égalités 

K„(i)  =  („  —  i  j>  ï 

k;(o  =  — 3~-(/i  — i)ï 

dont  la  première  est  pour  ainsi  dire  évidente,  et  dont  la  seconde  a 
été  établie  (121)  précédemment. 

Si  nous  en  écrivons  les  premiers  membres  sous  forme  déve- 
loppée, elles  deviennent 

Q«,j-+-  Q/t,4-+-  Qjm-*-  Q«,8+ . . .  ■+-  Q«,iv—  (n  —  i)ï 

_  o 

Q/i,^2QM+3Q„,,+  ...4-(v-  i)Qiitfv=   — _(W— i)î; 

et  si  nous  ajoutons  ces  deux  dernières  relations  membres  à 
membres,  après  les  avoir  multipliées  l'une  et  l'autre  par  2,  nous 
trouvons 

»Q«,!-+-4Q«f*-*-6Q«,c-i-  ...-^avQiiffv=  —(n  —  i)! 

125.  Le  premier  membre  de  cette  nouvelle  égalité  n'est  évi- 
demment autre  chose  que  le  nombre  total  des  séquences  que  pré- 
sente le  système  complet  des  permutations  circulaires  des  n  pre- 
miers nombres,  c'est-à-dire  que  la  somme  des  nombres  des 
séquences  contenues  dans  toutes  ces  permutations.  De  là  ce 
théorème  : 

Dans  le  système  complet  des  permutations  circulaires  des 
n  premiers  nombres,  si  l'on  désigne  par  l„  la  somme  des 
nombres  de  séquences  de  toutes  les  permutations,  on  a,  pour 
toute  valeur  de  n  supérieure  à  -i 

*,,=  -..    in  —  1  )! 

126.  l^e  nombre  1110 ven  des  séquences  que  présente  chaque 
permutation  circulaire  des  //  premiers  nombres  est  le  quotient  du 
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nombre  total  l„  des  séquences  de  ces  permutations  circulaires  par 
le  nombre  (/i  —  i)!  de  ces  permutations  circulaires  elles-mêmes. 
Donc 

Si  l'on  désigne  par  mn  le  nombre  moyen  des  séquences  que 
présente  chaque  permutation  circulaire  des  n  premiers  nom- 
bres, on  a,  pour  toute  valeur  de  n  supérieure  à  «, 

in 

'""  =  T  * 

127.  Divisant  par  n  les  deux  membres  de  celte  dernière  égalité, 
nous  trouvons  l'égalité  nouvelle 

n  ~  r 

de  là  ce  théorème  : 

Dans  les  permutations  circulaires,  pour  toute  valeur  de  n 
supérieure  à  2,  le  rapport  du  nombre  moyen  des  séquences 
d  '  une  permutation  au  nombre  des  éléments  de  cette  permuta- 

iion  est  toujours  égal  à  ^« 

Dans  les  permutations  rectilignes,  ce  même  rapport,  lorsque  n 

croît  indéfiniment,  tend  vers  la  limite  -r;  mais,  lorsque  n  est  fini, 

sa  valeur  dépend  de  /i.  Le  théorème  que  nous  venons  d'énoncer 
nous  donne  donc  un  nouvel  exemple  d'une  propriété  asympto- 
lique  des  permutations  rectilignes  transformée  en  une  propriété 
habituelle  des  permutations  circulaires. 

Ce  théorème,  d'ailleurs,  nous  semble  fort  remarquable.  Nous 
l'avions  obtenu  il  y  a  déjà  longtemps;  nous  l'avons  donné  pour  la 
première  fois  au  mois  d'avril  1893,  dans  Tune  des  séances  (') 
du  Congrès  des  Sociétés  savantes. 

V.    —    SOMME    ET    VALEUR     MOYEN» K    DES    CARRÉS    DES    NOMBRES 

I>E    SÉQUENCES. 

128.  Supposons  formé  le  Tableau  complet  des  permutations 
circulaires  des  n  premiers  nombres;  et  au-dessous  de  chacune  de 
ces  permutations    écrivons   le  carré    du    nombre    des  séquences 


(')  Voir  le*  Journal  o/Jiciet  du  <»  avril  1 89^ . 
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qu'elle  renferme.  Nous  écrivons  ainsi  autant  de  carrés  qu'il  y  a  de 
permutations;  et  nous  nous  proposons  de  calculer,  d'abord  la 
somme  de  tous  ces  carrés,  ensuite  leur  valeur  moyenne. 

129.  Pour  y  arriver,  écrivons,  sous  forme  développée  et  en  y 
remplaçant  x  par  i,  le  polynôme  Kn(x)  et  ses  deux  premières 
dérivées.  Nous  avons 

Q«,i-+-Q«.*+-      <v>«.6-+-       Q«,8 -+-..- -h  Q«,îvt 

Q«,*  +    ?Q«,sH-     3Q;i,8-+-...-h  (v  —  i)Q„,îv, 

I  .*Qa,6  +2.3Q„,g  +  ...+  (v  —  2)(V  —  l)Q«tîv. 

Ajoutons  maintenant  ces  trois  développements,  en  multipliant 
le  premier  par  4»  le  deuxième  par  12,  le  troisième  par  4>  et  en 
tenant  compte  de  l'identité  évidente 

4 -+-!»(/  —  1)  -+-  4(  /  —  *)(/  —  i)  =  (a/)f. 

Nous  trouvons  comme  total 

aïQ/M-h4tQ«,vH-6«Q„,6-h...-f-(-2v)*Qn,1Vï 

c'est-à-dire  la  somme  même  des  carrés  des  nombres  de  séquences. 

130.  Celle  somme  est  donc  égale  à 

4K/l(i)-i-i2K;i(i)-r  îk;o). 

Or,  comme  nous  l'avons  vu  précédemment,  les  expressions 

K„(i).     Ki(i),     K;(i) 

ont  pour  valeurs  respectives,  en  fonction  de  /?, 

,        /*  —  3  ,        (  n  —  5)(5//  — 18) 

(n  —  i)!,       — - — (//  — n!,       —-. i«-i)!. 

3  4d 

En  portant  ces  valeurs  dans  la  somme  trouvée,  et  en  effectuant 
les  calculs,  nous  arrivons  au  résultat  suivant  : 

Dans  le  système  complet  des  permutations  circulaires  des 
n  premiers  nombres,  si  i  on  désigne  par  Ln  la  somme  des  carrés 
des  nombres  de  séquences  de  toutes  ces  permutations,  on  a, 
pour  toute  valeur  de  n  supérieure  à  {, 

.            \  ru  ">  //  -4   •).  \  , 

L„  - (  /<  —  I  ;  ! 

I  ' 
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131.  Pour  avoir  la  valeur  moyenne  des  carrés  des  nombres  de 
séquences,  nous  divisons  la  somme  L„  de  ces  carrés  par  leur 
nombre  (/i  —  i)!  Nous  voyons  alors  que  : 

Si  l'on  désigne  par  M„  la  valeur  moyenne  des  carrés  des 
nombres  de  séquences,  on  a>  pour  toute  valeur  de  n  supé- 
rieure à  4, 

4  /*  (  >  n  -+-  a  ) 


M„  = 


45 


—  -  -  • 


132.  Cherchons  le  rapport  de  celle  valeur  moyenne  M„  du 
carré  du  nombre  des  séquences  d'une  permutation  circulaire  au 
carré  n2  du  nombre  des  éléments  de  cette  permutation.  Nous  trou- 
vons, pour  toute  valeur  de  n  supérieure  à  4* 

M«  _  4  (  5 n  -t-  a  ) 
n*-   ~  ~     4î/t 

et  nous  arrivons  immédiatement  à  ce  théorème  : 

Lorsque  n  croit  indéfiniment,  le  rapport  de  la  valeur 
moyenne  du  carré  du  nombre  des  séquences  d  yune  permutation 
circulaire  au  carré  du  nombre  des  éléments  de  cette   même 

permutation  tend  vers  la  limite  -  • 

133.  Ce  dernier  résultat  est  le  même  que  pour  les  permuta- 
lions  reclilignes.  Il  semble  très  curieux,  si  Ton  remarque  que  - 

est  le  carré  de  y 

134.  D'ailleurs,  c'est  dans  le  Chapitre  que  nous  finissons  que  se 
manifeste  surtout  l'appauvrissement  dont  nous  avons  parlé  en 
commençant  (4)  et  qui  résulte  de  ce  que  les  permutations  circu- 
laires ont  toutes  un  nombre  pair  de  séquences. 

CHAPITRE  VI. 
ENSEMBLE  DU  TRIANGLE. 

I.  —   Série  génératrice  de  tout  le  triangle. 

135.  Prenons  la  suite  indéfinie  des  polynômes  horizontaux 


\ 
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et  ajoutons  ces  pol> nomes,  dans  Tordre  même  où  ils  se  succèdent, 
après  les  avoir  multipliés  respectivement  par  les  termes  du  déve- 
loppement de  c?y  c'est-à-dire  par  les  facteurs 

y  yl  yt 

''     i!'     7!'     3!*     "•• 
Nous  formons  ainsi  la  série 

et  cette  série,  entière  et  à  deux  variables,  est  la  série  que  nous 
allons  étudier. 

136.  Cette  série  se  rapporte  au  triangle  entier  des  séquences 
des  permutations  circulaires.  Chaque  nombre,  en  effet,  de  ce 
triangle  figure  comme  facteur  dans  l'un  des  termes  de  cette  série. 

II  est  facile  de  trouver  le  terme  de  la  série  où  figure  le  nombre 
Q,,,,  du  triangle.  Ce  terme  appartient  évidemment  au  produit 

c'est  le  terme 

où  la  lettre  <j  désigne  la  moitié  de  s. 

Nous  sommes  donc  fondé  à  nommer  celle  série  la  série  géné- 
ratrice du  triangle  tout  entier.  C'est  ainsi  que  nous  la  nomme- 
rons dorénavant. 

137.  D'après  ce  que  nous  savons  sur  les  polynômes  horizon- 
taux, nous  voyons  immédiatement  ce  que  devient  cette  série  gé- 
nératrice, lorsqu'on  y  remplace  successivement  x  par  o  et  par  ï. 

Lorsqu'on  y  remplace  x  par  o,  chaque  polvnome  horizontal 
K„(.r)  se  réduit  à  son  premier  terme,  c'est-à-dire  à  a"-1.  La  série 
devient 

y  yl  yZ 

i  -r-  ■- .  ■>.  -h  '—.  -i2  -+-  ~7  a3  •+- . . .  : 

elle  se  réduit,  par  conséquent,  au  développement  de  e-y. 

Lorsqu'on  y  remplace  x  par  ï,  le  polynôme  k„(.r)  se  réduit, 
quelque  soil  /?,  à  la  somme  dr  tous  ses  coefficients,  cYst-à-dire  à 
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n  —  î)! ,  el  la  série  considérée  se  réduit  à  la  suite 

i  -4-  iy  +  3,/*  -4-  \y*  -H  •  • .  i 

dont  nous  nous  occuperons  bientôt. 

IL  —  Fonction  génératrice  de  tout  le  triangle. 

138.  Considérons  la  série  génératrice  du  triangle,  et  rempla- 
çons-y à  la  fois  x  par  i ,  ely  par  i .  Puisque,  quel  que  soit  /*, 

Mi)  =  (#«-i)!, 

celte  série  se  réduit  à  la  suite 

i  +  î+3  +  4  +  ..m 

«qui  est  évidemment  divergente.    Ainsi,  la  série  génératrice  est 
divergente,  lorsque  x  ely  sont  tous  les  deux  égaux  à  l'unité. 

139.  Dans  celte  même  série  génératrice,  remplaçons  par  i  la 
^variable  x  seulement.  Comme  nous  l'avons  déjà  vu,  la  série  devient 

i  -h  iy  -+•  3y*+  4^* -4- 

Or,  dans  celle  nouvelle  série,  lorsque  n  croîl  indéfiniment,  le 
rapport  d'un  terme  au  précédent  a  pour  limite  jk-  Donc  cette  nou- 
velle série  est  convergente  toutes  les  fois  que  la  valeur  absolue 
«iey  est  inférieure  à  l'unité. 

Il  est,  d'ailleurs,  facile  de  voir  que,  pour  toules  ces  valeurs  dey, 
«jn  a  identiquement 

I  +  2K  +  3 y* -h  j y9 -+- . . .  = . • 

J        J  (i—  y)1 

140.  Ainsi,  notre  série  génératrice  est  convergente  lorsque  x 
est  égal  à  î,  et  que  j',  en  valeur  absolue,  est  inférieur  à  ce  nombre. 
Il  s'ensuil  immédiatement  ce  théorème  : 

La  série  génératrice  du  triangle  des  séquences  des  permu- 
tations circulaires  est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
et  de  y  dont  les  modules  sont   l'un    et    C  autre   inférieurs   à 

unité. 

On   peut  même  faire  remarquer  que,  pour  toutes  ces  valeurs 
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de  x  et  de  j',  la  série  génératrice  est,  non  pas  simplement  conver- 
gente, mais,  suivant  l'expression  consacrée,  absolument  conver- 
gente. 

141.  Dans  tout  ce  qui  va  suivre,  nous  supposerons  que  x  et  y 
soient  réels,  et  que  leurs  valeurs  absolues  soient  toutes  les  deux 
inférieures  à  l'unité. 

La  série  génératrice  sera  donc  toujours  convergente.  Sa  somme 
sera  donc  toujours  une  fonction  réelle  bien  déterminée  des  va- 
riables x  et  y.  Nous  désignerons  cette  fonction  par  %(x,y)  ou, 
plus  simplement,  par  £,  et  nous  l'appellerons  la  fonction  généra- 
trice du  triangle  des  séquences  des  permutations  circulaires. 

142.  Nous  pouvons  maintenant  exprimer  le  nombre  Q/i,2<t  à 
l'aide  de  la  fonction  génératrice  Ç. 

D'après  ce  qui  précède  (136),  en  effet,  le  terme  de  cette  fonc- 
tion où  figure  Q/i,2*  est  le  terme 


Prenons  la  dérivée  de  ce  terme  <y —  î  fois  par  rapport  à  jr,  et 
n  —  a  fois  par  rapport  à  y.  Nous  trouvons  pour  résultat  final 
(t  —  i)!  Q/,72(j.  Or,  ce  résultat  n'est  autre  chose  que  celui  qu'on 
obtient  en  prenant  la  dérivée  de  la  fonction  génératrice  a  —  i  fois 
par  rapport  à  x,  puis  n  —  i  fois  par  rapport  ky%  et  en  remplaçant 
finalement  chacune  de  ces  variables  par  zéro.  Nous  avons  donc 

(s  —  i)!  Vd.r*-'^''-*/ >-«• 
Telle  est  l'expression  cherchée. 

III.    — '     KgUATIOA     AUX    DÉH1VÉES    l'AHTIELLKS. 

143.  Pour  obtenir  l'équation  aux  dérivées  partie/les  à  la- 
quelle satisfait  la  fonction  génératrice  %(x,y),  nous  partirons  de 
l'équation  aux  différences  mêlées  que  nous  avons  trouvée  dans 
noire  cinquième  Chapitre  (115),  et  qui  relie  entre  eux  deux  poly- 
nômes horizontaux  consécutifs  quelconques.  Nous  l'écrirons 
ii  in  si  : 
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14-4.   Nous  tirons  immédiatement  de  cette  relation  les  n  —  2 
égalités  suivantes  : 

K3  =:  sKj, 

K*=aK3  -+-  ia*K3  -h'2(r  —  :r*)K3, 

Kg=2K4  -h  ixKk  -f-  a(.r  —  x*)K'4, 

K6  =  2K5  -*-  3.rK5  H-a(a-  — j?»)K;, 


Ka  =  2Krt_j  +  (/?  —  3)jrKrt-t-i-  2(.r  —  a72)K^,. 
Multiplions-les,  la  première  par  1,  la  deuxième  par  ~>  la  troi- 

—  yl  #  y3  m  •y/1— 3 

sième  par—,*  la  quatrième  par  ^-y>  •••>  la  dernière  par  --= r-j; 

f>uis  ajoutons  membres  à  membres,  par  colonnes,  les  nouvelles 
égalités  ainsi  obtenues. 

Pour  effectuer  cette  addition,  nous  avons  à  considérer  quatre 
oolonnes  :  une  fournie  par  les  premiers  membres;  trois  fournies 
f>ar  les  seconds.  Nous  allons  calculer  successivement  les  totaux 
de  ces  différentes  colonnes. 

145.  Considérons  la  colonne  formée  par  les  premiers  membres 
clés  équations  ajoutées.  Son  total  T  est  évidemment 

<y  y\  *yfl  —  3 

Ka  +  71  K*  "*"  ÎT  Ks  ""  *  '  *  "*"  (/i-3)!  K" 

1  1  n'est  autre  chose  que  la  dérivée  partielle,  par  rapport  à  y7  de  la 
^  uite  limitée 

y  yl  y3  y/1— 1 

Kî  "*"  ïî  K3  +  ^Kl+3!K5+,"+  (/i_aj!K" 

Cette  suite  limitée,  à  son  tour,  n'est  que  la  somme  des  n —  i 
premiers  termes  de  la  série  génératrice  du  triangle.  Si  donc  nous 
désignons  celle  somme  par  £«_«,  nous  avons  l'identité 

T  __  <%»-t 

ày 

cjui   nous  donne,  sous   une  forme  simple,  le  total  des  premiers 
membres  de  nos  équations. 

146.  Considérons  la  colonne   formée  par  les  premiers  termes 
de  tous  les   seconds  membres.   Son   total  T,   est  évidemment  le 
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double  de  la  suite  limitée 

y  y\  yZ  y/1— 2 

K|+ÏÏK,  +  Ï!  Kk+  'F.K*  +  ~'^  {n-*)\K-1' 

Celte  suite  limitée  n'est  autre  ehose  que  la  somme  des  n  —  2 
premiers  termes  de  la  série  génératrice  du  triangle.  Si  donc  nous 
désignons  cette  somme  par  £,/_2,  nous  avons  l'identité 

qui  nous  donne  le  total  de  la  première  des  colonnes  formées  par 
les  seconds  membres. 

147.  Considérons  la  colonne  formée  par  les  deuxièmes  termes 
de  tous  les  seconds  membres.  Son  total  Ta  est  évidemment  le 
produit  par  xyàu  polynôme 

y  y\  ytl  —  4 

Ce  polynôme  n'est  autre  chose  que  la  dérivée  partielle,  par  rap- 
port ky,  de  la  suite  limitée 


y  iz   .  y%  u   .  y*  u-   ,       .     yn~l 

(i-3)! 


Kt*f\  Ki-*-7ïK*+yTK« +  •••-+-  <n-3)\Kn-1' 


Cette  suite  limitée,  à  son  tour,  n'est  que  la  somme  des  n  —  a 
premiers  termes  de  la  série  génératrice  Ç.  Si  donc  nous  désignons 
cette  somme  par  $„_a,  nous  avons  l'identité 

t   —  ,.  */  '%*-* 

I  j  =r  TV  — r » 

J     *\Y 

qui  nous  fait  connaître  le  total  de  la  deuxième  des  colonnes  for- 
mées par  les  seconds  membres. 

148.  Considérons  enfin  la  colonne  formée  par  les  derniers 
termes  de  tous  les  seconds  membres.  Son  total  ï3  est  évidemment 
le  produit  par  'i{x —  x'2)  du  pohnôme 

y  yt  yi  ytt      1 

r: K»  ;  'T\ K;  +  "n  K*  --  •  •  •  -<-  r;« -t>:  K;'-' ■ 

Ce  polynôme   n'esl  autre  chose  que   la  dérivée  partielle,   par 


rapport  à  r,  de  la  suite 


Or,  nous  avons  rencontré  déjà  (147)  cette  suit*  limitée.  Non» 
avons  désignée  alors  pat  £n-î.  Nous  avons  donc  l'identité 


»<» 


-a»). 


dx 


qui  noua  fuit  connaître  le  total  de  noire  nmllièllM  cl  dernière  co- 
lonne. 

Ii9.    En   se   reportant  aux  équation»  ajoutées  précédemment 
(Hl),  on  voit  immédiatement  que  l'on  a 
T  =  T,  ■*■  T»  -t-  T, . 

Remplaçons  ces  quatre  totaux  par  les  valeurs  que  nous  leur 
avons  trouvées,  nous  obtenons  l'équation 


'     iy  * 


Cette  équation  a  lieu  quels  que  soient  »,  x  ci  y.  Supposons  x 
et  y  réels,  et  leurs  valeurs  absolues  toutes  deux  inférieures  à 
l'imité.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  précédemment  (Ml), 
lorsque  n  croît  indéfiniment,  5,  i  tend  vers  la  fonction  généra- 
trice Ç;  les  expressions  -*  — ~  et     ?~*  tendent  chacune  vers  la  dé- 


1 


mite  donc  l'équation  précédente  devient 


-■O-.i 


d, 


ri  cette  égalité  exprime  qoe  la  fonction  génératrice  î(x.y)  du 
triangle  entier  des  séquences  est  l'une  des  fonctions,  en  nombre 
infini,  qui  satisfont  à  l'équation 


laquelle  est  une  équation  r, 


a  partielles. 
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IV.  —  Intégrale  générale  de  l'équation  aux  dérivées 

partielles. 

150.  L'équalion  aux  dérivées  partielles  que  nous  venons  d'ob- 
tenir (149)  est,  à  la  fois,  du  premier  ordre  et  du  premier  degré. 
Comme  on  le  sait  depuis  Lagrange,  il  suffît,  pour  en  former  l'in- 
tégrale générale,  de  calculer  deux  solutions  du  système 

dx         __       dy      __  dS. 
2(j"*  —  x)        i  —  xy       2  S 

qui  est  un  système  d'équations  différentielles  ordinaires,   puis 
d'écrire  que  ces  deux  solutions  sont  fonctions  l'une  de  l'autre. 

loi.  Considérons  d'abord  l'équation 


dx 


=  _&_. 


i{x*  —  x)        i  —  xy 

C'est  une  équation  différentielle  ordinaire,  du  premier  ordre  et 
du  premier  degré,  qui  peut  s'écrire 

dy 

i(xx —  x)  -—  -h  xy  —  i  =  o. 

En  l'intégrant  par  le  procédé  habituel,  on  trouve 


L  f — —: — -  —y^i  —  x  =  X, 
yx 


\  désignant  une  constante  arbitraire. 


■© 


152.   Considérons  maintenant  l'équation  différentielle 

dx  dE 


x1  —  x         & 


dont  l'intégration  se  réduit  évidemment  à  une  quadrature, 
En  effectuant  cette  quadrature,  on  arrive  à  ce  résultat 


XA 


\  —  x 
jjl  désignant  encore  une  fonction  arbitraire. 

153.    Pour   former  l'intégrale    générale   de   l'équation  aux  dé- 


•'* 
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ri  fées  partielles  (149),  îl  nous  suffit  à  présent  de  poser 

P«e(X)v 

B  étant  une  fonction  arbitraire,  puis  de  remplacer,  dans  celle 
égalité,  les  constantes  pi,  X  par  les  expressions  en  xy  en  y  et  en  H, 
auxquelles  elles  sont  égales.  En  opérant  ainsi,  nous  arrivons  à 
l'équation 

—       i  —  x  ~  (.   i  -h  /i  —  x  / \ 

* 

qui  est  l'intégrale  générale  cherchée. 

Comme  on  peut  le  vérifier  aisément,  elle  reproduit,  par  l'élimi- 
nation de  la  fonction  arbitraire,  l'équation  aux  dérivées  partielles 
(149)  qu'il  s'agissait  d'intégrer. 

V.  —  Fonction  génératrice  \{x^y). 

1S4.  L'expression  de  fi  que  nous  venons  de  former  (153)  est 
l'intégrale  générale  de  notre  équation  aux  dérivées  partielles.  Ren- 
fermant en  elle  une  fonction  arbitraire  0,  elle  peut  donner  pour  S 
une  infinité  de  fonctions  différentes.  Nous  allons  chercher,  parmi 
ces  fonctions  en  nombre  infini,  celle  qui  est  précisément  là  fonc- 
tion génératrice  \{xyy)  du  triangle  des  séquences  des  permuta- 
tions circulaires.  • 

135.  Désignons  par  0  l'expression  de  0  qui  correspond  à  cette 
fonction  génératrice  £.  Nous  avons 


l  =  izif  efLi-1-^'— ' 


\ 


Or,  cette  fonction  génératrice  £,  lorsqu'on  y  remplace^  par  o, 
se  réduit  à  Qa,2î  c'est-à-dire  à  i . 

Remplaçons  ainsi  y  par  o  dans  cette  dernière  relation.  Nous 
trouvons 


I  X         /  I  -+-  V  I  X 

i  =  - — -  e  i  l  -    v 


> 


yx 

et,  par  conséquent, 

i'-'—^yré 

toutes  les  fois,  d'ailleurs.  <|iie  x  est  réel,  et,  en  valeur  absolue, 
inférieur  à  l'unité. 


—  i 

x 
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156.   Pour  obtenir  l'expression  même  de  celte  fonction  parti- 
culière 0,  posons 

L y— =  ç. 

yx 

Nous  avons  immédiatement 

n-/i  —  x  —^x,ep% 
d'où  il  suit 

i — /i  —  x  —  jx.e-*, 
et,  par  conséquent, 

4 


x  = 


(*"-+-«-«') 


Portant  ces  résultats  dans  l'équation  précédente  (155),  nou 
trouvons,  toutes  réductions  faites, 


(  ev—e-v)* 
Telle  est  l'expression  de  la  fonction  particulière  0(t>). 

157.   Considérons  cette  fonction  particulière  0(r)  et  rempla 
çons-y  la  variable  v  par  l'expression 


î  -+-  v^i  —  x 


yx 


—  y>J\  —  x. 


Nous  trouvons,  par  un  calcul  sans  grandes  difficultés,  que  cett^ 
fonction  particulière  prend  la  valeur  0(  donnée  par  l'égalité 

A  4#(i  -+-  y7!  —  x)1  etyfc1* 


[(t+ST^y-xe'r^Y 

C'est  cette  valeur  que  nous  allons  utiliser. 

158.  Remarquons  pour  cela  que  la  fonction  génératrice  £  esK 
donnée  (  155)  par  la  formule 

x 

et  remplaçons,  dans  cette  formule,  6t   par  l'expression  que  nou*r 
venons  d'obtenir.  Nous  trouvons,  après  quelques  réductions, 

,  (i-+-x)(t-h\/i  —  xYe^y^^ 
»  — — »  «  —  ..  -  —  • 

10  —  l/i  —  *)*  -+-  xe*y*i-*  ]f 


Telle  est  la  fonction  génératrice  du  triangle  entier  des 
séquences  des  permutations  circulaires. 

VI.  —  Quelques  vérifications. 

159.  Sous  la  forme  où  nous  venons  de  la  donner  (158),  la  fonc- 
tion génératrice  du  triangle  se  prête  assez  mal  aux  vérifications 
que  nous  voulons  faire.  En  particulier,  pour  x  =  i,  son  numéra- 
teur et  son  dénominateur  s'annulent  à  la  fois  :  elle  devient  en 
apparence  indéterminée. 

160.  On  peut  éviter  cet  inconvénient  en  prenant  l'expression 

de  la  fonction  Ç  et  y  remplaçant,  au  dénominateur,  e^{"x  par 
son  développement.  On  s'aperçoit  aussitôt  que  le  produit  4(i  — &) 
se  trouve  en  facteur  aux  deux  termes  de  la  fonction  £.  En  suppri- 
mant ce  facteur  commun,  on  supprime  la  cause  de  l'indétermina- 
tion dont  nous  avons  parlé,  et  Ton  trouve 

c'est-à-dire  une  nouvelle  expression  de  la  fonction  génératrice 
^(x,/),  préférable  de  beaucoup  à  celle  (158)  que  nous  avons 
donnée  plus  haut. 

161.  Dans  cette  expression,  remplaçons  y  par  o,  laissant  x 
«quelconque.  Nous  trouvons 

£(x,  o)  =  i. 

Il  en  devait  être  ainsi,  puisque,  d'après  sa  définition  même, 
lorsque^  s'annule,  la  fonction  £  se  réduit  à  son  premier  terme, 
c'est-à-dire  à  Ks,  qui  est  égal  à  i . 

C'est  d'ailleurs  sur  la  connaissance  de  celte  valeur  de  \{x,  o) 
C|ue  nous  nous  sommes  appuyé  (155)  pour  particulariser  la  fonc- 
tion arbitraire  0. 

162.  Dans  la  même  expression  (160)  de  $,  remplaçons  x  par  o, 
sans  loucher  à  y.  Nous  trouvons 

\io.y)  =  e*y, 
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résultat  que  nous  avions  obtenu  précédemment  (137),  en  le  tirant 
de  la  définition  même  de  la  série  génératrice  du  triangle. 

163.  Sans  toucher  à  y,  remplaçons  encore,  dans  la  fonction 
génératrice  du  triangle,  x  par  i.  Nous  trouvons  immédiatement 

£(!,r)  =  (i_r)-î, 
résultat  qui  nous  était  (139)  déjà  connu. 

164.  Les  vérifications  qui  précèdent  sont  les  plus  simples  pos- 
sibles. On  en  pourrait  évidemment  effectuer  une  infinité  d'autres. 

En  particulier,  on  pourrait  considérer  les  dérivées  partielles 
successives,  par  rapport  à  x>  de  la  fonction  génératrice  Ç,  et  voir 
ce  que  ces  dérivées  deviennent  lorsqu'on  y  remplace  x  par  o.  On 
obtiendrait  ainsi  des  fonctions  de  y  :  ce  seraient  les  sommes  de 
séries,  entières  en  j',  dans  chacune  desquelles  les  différents  termes 
contiendraient,  comme  facteurs,  les  nombres  composant  l'une 
des  colonnes  du  triangle  des  séquences  des  permutations  circu- 
laires. 

En  particulier  aussi,  on  pourrait  calculer  les  dérivées  successives, 
par  rapport  à  y,  de  cette  môme  fonction  £,  puis  remplacer,  dans 
ces  dérivées,  y  par  o  :  on  devrait  trouver  finalement  pour  résultats 
les  polynômes  horizontaux  K2,  K3,  K4,  .... 

x\u  reste,  ces  différentes  vérifications,  dont  nous  avons  effectué 
les  premières,  seraient  de  plus  en  plus  laborieuses,  et  elles  ne 
présenteraient  qu'un  très  faible  intérêt. 

165.  Quoi  qu'il  en  soit,  les  études  que  nous  venons  de  faire  sur 
les  permutations  circulaires  rappellent  entièrement  celles  que 
nous  avons  faites  autrefois  sur  les  permutations  rectilignes.  Les 
trois  derniers  Chapitres  du  présent  travail  sont,  pour  ainsi  parler, 
la  reproduction,  sous  forme  réduite,  dans  le  même  ordre  et  parfois 
dans  les  mêmes  termes,  des  trois  Chapitres  composant  notre  Mé- 
moire Sur  le  triangle  (1rs  sét/uences  tirs  permutations  recti- 
fia /tes. 
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HOTE  SUR  UNE  QUESTION  DE  PROBABILITÉS  TRAITÉE  PAR  D'ALEMBERT 

DANS  L'ENCYCLOPÉDIE; 

Par    M.    G.    M  au  pin. 

Le  but  de  la  présente  Note  est  très  modeste  :  il  consiste  à  rec- 
tifier des  erreurs  commises,  sans  doute  par  inadvertance,  par 
d'Alembert  dans  un  des  exemples  de  calcul  des  probabilités  qu'il 
Irai  le  dans  Y  Encyclopédie.  Ce  genre  d'erreurs  est  d'ailleurs  si 
aisé  à  rencontrer  que  Lacroix  a  soin,  dans  son  Traité  élémen- 
taire, d'en*  prévenir  le  lecteur  pour  l'empêcher  d'y  tomber. 

J'ai  eu  l'occasion  de  reproduire,  dans  mes  Questions  d'Algèbre, 
tin  des  exemples  de  d'Alembert.  Celui  dont  je  vais  parler,  quoiqu'un 
peu  moins  simple,  se  résoudra  sans  difficulté,  pouvant  être  ra- 
mené aux  trois  problèmes  suivants. 

Premier  problème. 

1.  On  a  sept  urnes,  A,  B,  C,  D,  E,  F,  G,  renfermant  chacune 
une  boule  blanche,  et  respectivement  7,  6,  5,  4?  3,  2,  1  boules 
noires.  On  prend  une  boule  successivement  dans  chacune  d'elles  : 
trouver  la  probabilité  de  n'avoir  que  des  boules  blanches. 

Il  y  a  une  chance  sur  8  de  tirer  de  la  première  urne  une  boule 

blanche,   une  chance  sur  7  de  la  tirer  de  la  deuxième, Ces 

événements  devant  tous  être. concomitants,  la  probabilité  cher- 
chée est 

1        1       1       1       1        1       1 

Autrement.  —  11  y  a  8!   cas  en  tout;  ces  cas  sont  égale- 
ment possibles  et  il  y  a  un  seul  cas  favorable.  La  probabilité  est 

1 

51  ' 

Généralement.  —  Pour  n  urnes,  la  probabilité  est 


n\ 


xxiii.  i3 
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II.  Mêmes  conditions.  —  De  l'une  des  urnes,  considérée  au 

hasard,  on  tire  une  boule  :  probabilité  pour  qu'elle  soit  blanche. 

La  probabilité  pour  qu'on  mette  la  main  dans  la  première  urne 

est  -;  la  probabilité  qu'il  sorte  une  boule  blanche  de  cette  urne 
étant  -»  la  probabilité  du  concours  de  ces  deux  événements  est 

-•-•  Pour  la  seconde,  c'est  -•-,  et  ainsi  de  suite.  La  probabilité 

78  '  7  7  r 

totale  est  donc 

1  / 1        1        1        1        1        !        1  \ 

7  \8       7       G       5       4       3       1/ 

Généralement.  —  Pour  n  urnes,  on  a  de  même 


1 


n  —  1  \n        n  —  1  2 


III.  Mêmes  conditions.  —  On  tire  une  boule  de  chaque  urne  : 
probabilité  d'en  avoir  au  moins  une  blanche. 

Il  y  a  en  tout  8!  cas  possibles,  une  seule  chance  de  n'avoir  que 
des  boules  noires,  8!  —  1  chances,  par  suite,  d'en  avoir  au  moins 
une  blanche. 

La  probabilité  cherchée  est 

8!-  1 


Généralement.  —  Pour  n  urnes,  la  probabilité  csl 


ni 


•  • 


Deuxième  problème. 

I.   On  prend  les  urnes  A  et  B,  on  tire  une  boule  de  chacune  : 

probabilité  pour  que  les  deux  boules  soient  blanches. 

C'est 

1       1 

«xr 

H.  Mêmes  conditions.  —  On  tire  une  boule  d'une  des  urnes: 
probabilité  pour  qu'elle  soit  blanche. 
C'est 


âU^7, 
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Troisième  problème. 


I.  On  prend  maintenant  tous  les  groupes  de  deux  urnes,  AB, 
AC,  AD,  AE,  AF,  AG,  BC,  . . . ,  FG.  De  chacune  des  deux  urnes 
d'un  seul  groupe  on  tire  une  boule  :  probabilité  pour  qu'elles 
soient  toutes  les  deux  blanches. 

H  y  a 

-7.6 

i  +  '2  4-3  +  4  +  5  +  6=  - —  =  il  groupes. 

La  probabilité  d'en  choisir  un,  AB  par  exemple,  est  — •  Cela  posé, 
il  y  a  une  probabilité  -x  de  tirer  une  boule  blanche  de  A,  une  pro- 
babilité -  de  tirer  une  boule  blanche  de  B,   une  probabilité  - — 

que  ces  deux  événements  arrivent  ensemble.  Ainsi,  la  probabilité 
de  réussir,  dans  ce  cas,  est 

i  i 

—  x 


ai       8.7 

Si  l'on  joint  les  différentes  probabilités  des  21  parties  de  l'événe- 
ment considéré,  il  vient 

-!-/_!_      _L  —  '   \ 

«21  [s.y^  8-6  *"~h  8.2"h,",~f"3.2/ 

En  général.  —  Pour  un  nombre  n  de  boules,  la  probabilité  est 


( 


1  r      1  1  1  il 

— — - h -f-  .  .  .  H h  ...  -h  - — 

n — i)(/i  —  2)  [_n(n — 1)        n(n  —  •?.)  n.i  J.2J 


II.  Mêmes  conditions.  —  De  Tune  seulement  des  deux  urnes 
d'un  seul  des  groupes  on  tire  une  boule  :  probabilité  pour  qu'elle 
soit  blanche. 

Il  y  a  une  chance  sur  vingt  et  une  de  choisir  par  exemple  le 

premier  groupe.  Ensuite,  il  y  a  une  chance  sur  deux  de  prendre 

dans  ce  groupe  Turne  A,  une  chance  sur  deux  aussi  de  prendre 

l'urne  B.  Par  suite,  la  probabilité  de  prendre  la  bille  blanche  est, 

dans  A, 

1    1 

l'V 
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dans  B, 


dans  le  groupe, 


i    i 

—  •— , 

2   7 


ÎG-Î) 


Cela  donne,  pour  probabilité  de  réussite  dans  cette  première 

expérience, 

i        i  /i       i\ 

21         2  \8        7/ 


et,  en  tout, 

I  / 1        I        I        I        I        1        l\ 

En  général.  —  Pour  n  boules,  la  probabilité  est 

n  —  \\n       n  —  i  a/ 

Voici  maintenant  la  question  de  d'Alembert  :  les  indications  a, 
(3,  y,  3  ont  été  placées  pour  faciliter  le  langage. 

«  Pierre  tient  huit  cartes  dans  ses  mains,  qui  sont  :  un  as,  un 
deux,  un  trois,  un  quatre,  un  cinq,  un  six,  un  sept  et  un  huit, 
qu'il  a  mêlées  :  Paul  parie  que,  les  tirant  l'une  après  l'autre,  il  les 
devinera  à  mesure  qu'il  les  tirera.  On  demande  combien  Pierre 
doit  parier  contre  un  que  Paul  ne  réussira  pas  dans  son  entre- 
prise? » 

«  Par  l'énoncé  de  la  question,  on  suppose  que  Paul  parie  de 
tirer  toutes  les  cartes  l'une  après  l'autre,  sans  les  remettre  dans  le 
jeu  après  les  avoir  tirées,  et  sans  manquer  une  seule  fois  à  deviner 
juste  la  carte  qu'il  tirera.  » 

(a)  «  Dans  ce  cas,  l'espérance  de  Paul  au  premier  coup  est  jr» 
au  second-;  d'où  il   s'ensuit  que  son  espérance  pour  les  deux 

premiers  coups  est-  x  -;  et,  en  effet,  il  est  aisé  de  voir  que  le 

premier  coup  ayant  huit  cas  possibles,  et  le  second  sept,  la  com- 
binaison  des  deux  aura  8x7  coups,  dont  il  ny  en  a  qu'un  seul 
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qui  fasse  gagner  Pierre,  celui  où  il  devinera  juste  deux  fois  de 
suite.  Par  la  même  raison,  l'espérance  de  Pierre  pour  trois  coups 

sera  -  x  -  x  jr;  pour  quatre,  -  H \-  ^  -f-  -z;  et,  pour  sept  (car 

il  n'v  en  peut  avoir  huit,   attendu  qu'après  sept  tirages   il  ne 
reste  plus  de  cartes  à  tirer,  et  il  n'y  a  plus  de  jeu),  elle  sera 

r  x  -  x  ...  x  -:  donc  l'enjeu  de  Pierre  sera  à  celui  de  Paul 
87  2  J 

comme  8  x  7  x  . . .  x  2  —  1  estai,  c'est-à-dire  comme  56  x  720  —  1 
est  à  1 ,  ou  comme  4o  3 1 9  est  à  1.  » 

((3)  «  Si  Paul  parioit  d'amener  ou  de  deviner  juste  à  un  des 

sept  coups  seulement,  son  espérance  seroit  -  H h  . . .  H — >  et 

par    conséquent    l'enjeu    de    Pierre    à    celui    de    Paul,    comme 

87  2  87  2 

(y)   «  Si  Paul  parioit  d'amener  juste  dans  les  deux  premiers 

coups  seulement,  son  espérance  seroit  -  -f-  ->  et  le  rapport  des  en- 

,   .   1     1    ,    1  ,           1         1 
eux  celui  de  ^  H —  ai  — » 

J  8787 

(S)  «  S'il  parioit  d'amener  juste  dans  deux  coups  quelconques, 
son  espérance  seroit 

1       1       1        1  i       1       1       1 

8        7        8        (>  8276 

Il  II  ... 

-4-  -    X  -  -T-..  .H-  -  X  ->    .  .  .    »      (M 
72  6       5 

D'Alembert  entend  évidemment  qu'après  chaque  épreuve  on 
connaît  la  carte  enlevée,  et  que,  par  suite,  on  doit  s'abstenir  de 
nommer  celle-ci  aux  épreuves  suivantes.  Autrement  dit,  à  chaque 
épreuve  on  connaît  exactement  la  nature  des  cartes  qui  composent 
le  paquet  sur  lequel  on  opère. 

Cela  posé,  le  cas  (a)  correspond  au  premier  Problème,  I.  Le 
raisonnement  est  exact. 

Dans  le  cas  ([3),  l'espérance  indiquée  pour  Paul  est  supérieure 
(')  D'Alembert,  Encyclopédie,  t.  !.  p.  306-307. 
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à  l'unité,  ce  qui  est  absurde.  D'Alembert  veut-il  dire  qu'on  fait 
les  sept  épreuves  successivement?  Alors  c'est  le  premier  Pro- 
blème, III.  On  peut  aussi  supposer  que  Paul  choisisse,  parmi  les 
sept  épreuves,  celle  sur  laquelle  il  se  propose  de  deviner  juste,  et 
alors  c'est  le  premier  Problème,  II.  Il  semble  bien  que  d'Alem- 
bert  se  soit  placé  dans  cette  dernière  hypothèse,  en  omettant  le 

facteur  -• 

7 

Dans  le  cas  (y),  suivant  que  Paul  veut  amener  juste  dans  chacun 
des  deux  coups  ou  dans  un  des  deux  seulement,  on  se  trouve 
dans  les  hypothèses  I  ou  II  du  deuxième  Problème.  Sans  doute 

dans  l'hypothèse  II,  et  le  facteur  -  a  été  oublié. 

Enfin,  dans  le  cas  (8),  Paul  parie-t-il  d'amener  juste  dans  les 
deux  coups  quelconques  ou  dans,  un  seul  de  ces  deux  coups.  On 
est,  suivant  l'hypothèse,  dans  les  parties  I  ou  II  du  troisième  Pro- 
blème. A  examiner  le  résultat  de  d'Alembert,  il  semblerait  que  ce 
géomètre,  ayant  perdu  de  vue  le  cas  (y),  se  soit  placé  cette  fois 

dans  l'hypothèse  I,  et  qu'il  ait  omis  le  facteur  — • 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE   DU   5   JUIN    1895. 

PRÊSJDKNCB   DR   M.    GOUR8AT. 

Communications  : 

M.  Fleury  :  Sur  la  considération  de  i infini  dans  V Analyse. 
M.  Carvallo  :  Démonstration  du  théorème  de  Coriolis. 
M.  Rafly  :   Sur  la  définition  du  genre  des  courbes  algé- 
briques planes. 

M.  Laisant  communique  les  observations  suivantes  : 

A  propos  des  asymptotes  et  des  cercles  de  courbure. 

Au  sujet  d'une  récente  Communication  que  j'ai  faite  à  la  So- 
ciété, et  qui  est  intitulée  Note  relative  aux  asymptotes  et  aux 
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cercles  de  courbure  (!),  M.  Emile  Bore!  me  fait  remarquer  que 
la  propriété  signalée  peut  se  déduire  de  propositions  plus  géné- 
rales relatives  à  l'ordre  de  contact  des  courbes  aux  points  fonda- 
mentaux d'une  transformation  Cremona.  Il  ajoute  qu'il  s'est  servi 
de  cette  transformation  dans  sa  copie  du  concours  général,  en 
1889,  pour  construire  l'asymptote  d'une  courbe,  et  que  cette  copie 
a  été  imprimée  chez  Delalain,  dans  un  Recueil  de  compositions 
couronnées  aux  concours  généraux. 

Bien  que  notre  jeune  et  éminent  Collègue  me  déclare  qu'il 
n'élève  à  ce  sujet  aucune  réclamation  de  priorité,  je  tiens  à  faire 
connaître  à  la  Société  les  renseignements  qu'il  me  communique, 
d'autant  plus  que  cela  ne  pourra  qu'attirer  davantage  l'attention 
sur  une  question  fort  intéressante  au  point  de  vue  de  l'enseigne- 
ment. 

M.  Maupin  adresse  la  Note  suivante  : 

Note  relative  à  un  passage  d'Albert  Girard. 

Que  la  théorie  des  fractions  continues  soit  due  à  lord  Brouncker, 
ou  bien,  comme  l'affirme  Libri,  à  Cataldi,  il  semble  bien  qu'Al- 
bert Girard  en  ait  eu  une  idée  fort  nette,  ainsi  qu'il  appert  du 
passage  suivant  (2),  relatif  à  la  série  de  Fibonacci  : 

«  Puis  que  je  suis  entré  en  la  matière  des  nombres  rationaux 
j'adjousteray  encor  deux  ou  trois  particularité/,  non  encor  par  cy 
devant  practiquées,  comme  d'explicquer  les  radicaux  extrêmement 
près,  par  certains  nombres  à  ce  plus  aptes  et  idoines  que  les 
autres,  tellement  que  si  l'on  entreprenoit  les  mesmes  choses  par 
des  autres  nombres  ce  ne  seroit  sans  grandement  augmenter  le 
nombre  des  charactères;  et  pour  exemple  soit  proposé  d'explic- 
quer  par  des  rationaux  la  raison  des  segmens  de  la  ligne  coupée 
en  la  moyenne  et  extrême  raison,  soit  faicte  une  telle  progression 
o,  1,  1,  a,  3,  5,  8,    i3,  ai,  etc.,  dont  chasque  nombre  soit  égal 


(')  Page  95  du  présent  Volume. 

(*)  Voyez  à  ce  sujet  les  Œuvres  mathématiques  de  Simon  Stevin  de  Bruges, 
où  sont  insérées  les  Mémoires  mathématiques  esqueltes  s'est  exercé  le  Très  haut 

et  Très  illustre  Prince  Maurice  de  Nassau,  prince   d'Aurenge, Le  tout 

reveu,  corrigé  et  augmenté  par  Albert  Girard  Samiklois,  Mathématicien.  In- 
folio de  Cï-H  p.,  Le\de,  io3|.  —  Le  pasMigc  cité  est  à  la  page  ifiy. 
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aux  deux  precedens,  alors  deux  nombres  pris  immédiatement 
denotleront  la  mesme  raison,  comme  5  à  8  ou  8  à  i3,  et  tant  plus 
grands,  tant  plus  près,  comme  ces  deux  59  479  986  et  96  234  1 55, 
tellement  que  i3,  i3,  21  constituent  assez  précisément  un  triangle 
isosceles  ajant  l'angle  du  pentagone,  » 

Je  ferai  remarquer  seulement  que,  si  l'on  considère  un  triangle 
isoscèle  dont  l'angle  au  sommet  vaille  108°,  le  rapport  du  côté  à  la 
base  est  égal  à 

y/ô  —  1  _       1 
2  I  -f-  I 


I  -+- 


dont  les  réduites  successives  sont  i,->  r>  ;:>    -r>  —  »  •••>cequi 

1  2      3     8      li      21  ^ 

vérifie  l'assertion  d'Albert  Girard. 

Les  nombres  59470  986  et  96  234  i55  sont  inexacts  et  doivent 
être  remplacés  par  63  245  986  et  102  334  i55.  Est-il  bien  invrai- 
semblable de  supposer  que  cette  erreur  viendrait  de  ce  que,  con- 
sidérant la  suite  1,  2,  3,  5,  8,  i3,  21,  . . .,  Albert  Girard  aurait 
écrit,  comme  vingt-cinquième  terme,  le  nombre  1 1 1  3g3  pour 
121  393?  Cette  omission  d'une  unité  du  cinquième  ordre  donne- 
rait, au  bout  de  treize  opérations  subséquentes,  une  nouvelle 
erreur  de  377  unités  du  même  ordre,  et  au  bout  de  quatorze  opé- 
rations une  erreur  de  610  unités.  Or  on  a  bien 

(    6  3^4  —  5947  =  377, 
(  10  233  —  9623  =  6io. 


SÉANCE    DU    19   JUIN    1895. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    BIOCHË. 

Communications  : 

M.  SelivanoflT  :  Elude  élémentaire  des  polynômes  de  Ber- 
noulli. 

M.  d'Ocagne  :  Sur  un  problème  proposé  au  dernier  concours 
de  l'Ecole  Polytechnique. 
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SÉANCE    DU   3  JUILLET   1895. 

PRÉSIDENCE  DE   M.   TOUCHE. 

Communications  : 

M.  Selivanoff  :  Sur  les  fractions  continues  périodiques. 
M.  Demoulin  adresse  une  Note  Sur  un  théorème  de  Ribaucour 
et  sur  une  propriété  caractéristique  des  surfaces  spirales. 

M.  Picard  transmet  la  Note  suivante  : 

Sur  les  fonctions  à  espaces  lacunaires  ; 
Par  M.  G.  d'Arôme. 

En    modifiant    convenablement    la     fonction    connue    8(#), 
M.  Freedholm  a  pu  construire  la  transcendante 


F(x)  =  V  a"x"%  |  a  |  <  i, 


»l  =  0 


qui,  pour  des  valeurs  de  x  dont  le  module  est  moindre  que  l'unité, 
représente  une  fonction  uniforme  et  continue  ainsi  que  toutes  ses 
dérivées  dans  un  cercle  de  rayon  un,  contour  inclus, 

La  représentation  conforme  nous  permet  d'affirmer  le  même 
fait  pour  la  transcendante 


71=0 


où  a,  est  Faffixe  d'un  point  quelconque  du  plan,  pour  tous  les 
points  du  plan  extérieurs  au  cercle  de  centre  <th  et  de  rayon  égal  à 
l'unité. 

Désignons  alors  par  a,,  a2,  a3  les  affixes  de  trois  points  du 
plan  tels  que  les  circonférences  de  rayon  égal  à  l'unité  se  cou- 
pent deux  à  deux;  il  est  évident  que  la  fonction 


F<*>=22nr=l-F.  '«•"<' 


(x  —  <xs) 

existera  dans  l'espace  compris  en  dehors  de  ces  trois  circonfé- 
rences. 

xxiii.  i4 
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Or,  par  trois  des  six  points  d'intersection  des  trois  circonfé- 
rences convenablement  choisis,  traçons  une  circonférence;  soit  a 
l'affixe  du  centre  et  /•  le  rayon  ;  il  est  évident  que  la  fonction 


/I=0  3  =  1 


existera  comme  la  fonction  de  Freedholm  dans  le  triangle  curvi- 
ligne susdit. 

Exemple  L  —  Suivant  M.  Appcll,  appelons  -f- 1 ,  -+-  i,  —  1 ,  —  i 
les  affixes  de  quatre  points  placés  sur  les  axes  rectangulaires, 
que   nous   prendrons  comme   centres,    et  ayant  choisi    comme 

rayon  —  >  nous  obtiendrons  un  quadrilatère  curviligne. 

Ensuite,  de  l'origine  comme  centre  et  avec  le  même  rayon,  dé- 
crivons une  autre  circonférence;  il  est  évident  que  la  fonction 

F  y!  ["      a?  a'j  <7*  qf  _£!jL1 

'W »- 2à\_(x -+- 1)"*  "*■  (t - ly*'  "*"  (r—  iy%  "*■  (j  +  ty  ~*~x~~*\ 

existera  seulement  dans  le  susdit  quadrilatère. 

Exemple  IL  —  Soient  H-  1 ,  —  1  les  affixes  de  deux  points 
placés  sur  l'axe  des  x,  que  nous  prendrons  comme  centres  et, 
choisissant  comme  rayon  l'unité,  nous  obtiendrons  deux  circonfé- 
rences tangentes  à  l'origine  des  coordonnées.  De  ce  point  comme 
centre  et  avec  un  rayon  égal  à  deux,  on  décrit  une  circonférence. 

Dans  l'espace  compris  entre  la  circonférence  de  rayon  deux  et 
les  deux  premières  circonférences,  la  fonction 

F      ,      y  [      a'j  <*j  a%  1 

{T)  ~  2d  |_(.r  -f-  1  )"f  ~*~  (x  —  i)ni  "*"  ar—'J 


n  =  0 


est  uniforme  et   continue;  dans   tout  autre  espace  elle  n'a  pas 
d'existence. 


k 


Élection  : 
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SÉANCE  DU  17  JUILLET   1895. 

PRÉSIDENCE   DE   M.   BI0CI1E. 


Est  élu,  à  l'unanimité,  membre  de  la  Société,  M.  N.  Delaunay, 
présenté  par  MM.  Garvallo  et  Raffy. 

Communications  : 

M.  Raffy  :  Sur  les  lignes  de  plus  grande  pente. 

M.  Paul  Adam  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  la  déformation  des  surfaces  avec  conservation  des  lignes 

de  courbure. 

Dans  son  Mémoire  bien  connu  sur  la  déformation  des  sur- 
faces (4  ),  O.  Bonnet  s'est  occupé  des  surfaces  applicables  les  unes 
sur  les  autres  avec  conservation  des  lignes  de  courbure.  Il  a  éta- 
bli que  la  détermination  de  ces  surfaces  dépend  de  l'intégration 
de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

w  ^-^  =  s,na0- 

Aune  fonction  0(u,  v)  satisfaisant  à  cette  équation  correspond 
un  couple  de  surfaces  répondant  à  la  question. 

Si  l'on  suppose  que  0  ne  dépende  que  de  w,  par  exemple,  on 
obtient  les  surfaces  moulures  de  Monge  (O.  Bonnet  arrive  à  ces 
surfaces  par  une  autre  voie);  une  surface  moulure  de  Monge  est, 
en  effet,  susceptible  de  se  déformer  d'wne  manière  continue  avec 
conservation  des  lignes  de  courbure. 

On  peut  former  l'équation  (i)  d'une  manière  très  simple. 

Supposant  les  surfaces  cherchées  rapportées  à  leurs  lignes  de 
courbure,  considérons  les  formules  de  Codazzi;  il  faut  y  supposer 
les  rotations  p  et  qs  égales  à  zéro,  et  le  problème  revient  à  trouver 
deux  systèmes  de  solutions 

Pu     <h     7>    n. 
Pi*    9'>    '\    ''!» 


(')  Journal  de  l'École  Polytechnique,  \LIIe  Cahier. 
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des  trois  équations 


ôpx  __ 


(a) 


On  doit  donc  avoir 


ë^=-*r' 

dq 

dv   =  '"' 

dr 

dv  ' 

Pi 

°P*  _  n>  dP'* 

du  ~Pl  ~du' 

<1 

dv          "     dv  ' 

et,  en  intégrant, 

Mais,  en  particularisant  les  variables  u  et  v,  on  peut  supposer 
les  fonctions  V  et  U  égales  à  —  2,  et  écrire 


(3) 


?'«  =  ?«  — v.. 


Multipliant  ces  deux  équations  membre  à  membre  et  remarquant 
que,  d'après  la  dernière  des  équations  (2), 

Pi  9  =P\9'> 
on  trouve 

(4)  p\+q*  =  l. 

Ainsi pKi  qy  r  et  rt  doivent  satisfaire  aux  équations  (2)  et  (4); 
ensuite  le  système  (3)  définit/?',  et  q1 . 
Posons  alors 

Pi  =  v/âsinô, 
q  =  ^1  cosô. 

La  relation  (4)  est  vérifiée  d'elle-même;  les  deux  premières 
équations  (2)  donnent 

r,  =  -r-, 
du 


db 
r   = 

et  la  dernière  devient 


r  =<*' 


<)*0        d*0         .      A 
dv*         du1  ' 

Ce  qui  est  bien  l'équation  de  Bonnet. 
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M.  Bioche,  au  nom  du  Conseil  de  la  Société,  présente  le  rap- 
port suivant  : 

Rapport  sur  on  projet  de  Congrès  mathématiques  internationaux. 

Il  a  été  question  depuis  quelque  temps,  dans  les  correspon- 
dances échangées  entre  les  mathématiciens  de  divers  pays,  d'un 
projet  de  congrès  mathématiques  internationaux.  Les  lecteurs  da 
V Intermédiaire  des  mathématiciens  ont  trouvé,  dans  les  numé- 
ros de  juillet  et  décembre  1894?  des  renseignements  à  ce  sujet. 

Les  promoteurs  du  projet  ont  reçu  des  adhésions  nombreuses 
et  plusieurs  sociétés,  en  particulier  l'Association  française  pour 
l'avancement  des  Sciences,  la  DeutscheMathematikerVereinigung, 
la  Société  mathématique  de  New- York,  la  Société  philomalhique 
de  Paris  ont  émis  des  vœux  favorables. 

Le  Conseil  de  la  Société  mathématique  de  France,  saisi  de  la 
question  par  M.  Laisant,  a  décidé  de  proposer  à  la  Société  de 
suivre  cet  exemple. 

Le  projet  d'organisation  n'est  pas  définitivement  arrêté;  mais 
les  principes  en  sont  bien  établis  et  il  est  facHe  de  se  rendre  compte 
qu'il  est  réalisable. 

Voici  le  programme  que  traçait  M.  le  professeur  WassiliefT,  de 
l'Université  de  Kazan  :  «  Point  de  petites  communications  qui 
traitent  des  détails  de  la  Science,  et  bien  souvent  n'intéressent 
que  le  rapporteur,  mais  de  grands  rapports  sur  les  progrès  et 
l'état  de  différentes  parties  de  notre  Science  dans  le  siècle  qui  va 
se  terminer.  Je  vous  rappelle  les  beaux  rapports  de  MM.  Chasles 
et  Bertrand  pour  l'Exposition  de  1867.  » 

Les  Congrès  mathématiques  internationaux  auraient  donc  pour 
objet  de  donner  une  périodicité  régulière  à  des  rapports  tels  que 
ceux  cités  par  M.  WassiliefT,  celui  de  M.  Gino  Loria  sur  le  déve- 
loppement de  la  Géométrie,  et  divers  autres.  Ces  rapports  pro- 
voqueraient des  discussions  particulièrement  intéressantes,  en 
fournissant  l'occasion  de  faire  ressortir  des  idées  générales  et  de 
signaler  les  desiderata  de  la  Science.  On  aurait  ainsi  un  inventaire 
raisonné  et  périodique  des  progrès  des  Mathématiques,  qui  com- 
pléterait le  Répertoire  bibliographique.  Il  a  semblé  au  Conseil 
que  la  Société   mathématique,  après  avoir  prêté  son  concours  à 
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l'organisation  du  Répertoire,  ne  pouvait  manquer  d'aider  aussi 
à  celle  des  congrès  internationaux. 

Les  Congrès  se  suivraient  avec  des  intervalles  de  quelques 
années.  L'idée  des  promoteurs  de  ces  Congrès  serait  d'en  provo- 
quer un  en  1897  pour  fixer  l'organisation  définitive;  on  a  proposé 
pour  siège  de  ce  congrès  Genève  ou  Bâle;  en  tous  cas,  il  est  pro- 
bable que  la  ville  choisie  serait  une  ville  de  pays  neutre  aussi 
centrale  que  possible.  Le  second  congrès  se  tiendrait  à  Paris  à 
l'occasion  de  l'Exposition  de  1900. 

Ce  court  exposé  permettra,  je  pense,  aux  membres  de  la  So- 
ciété de  se  rendre  compte  de  l'intérêt  des  Congrès  mathématiques 
internationaux  et  des  conditions  de  leur  réalisation  ;  il  pourra 
justifier  ainsi  la  proposition  que  je  fais  au  nom  du  Conseil 
d'adhérer  aux  principes  de  cette  organisation  et  dyy  prendre 
une  part  active. 

Les  conclusions  de  ce  rapport  sont  mises  aux  voix  et  adoptées 
à  l'unanimité. 

MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  UN  THÉORÈME  DE  RIBAUCOUR 
ET  SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  CARACTÉRISTIQUE  DES  SURFACES  SPIRALES; 

Par  M.  A.  Demoulin. 


1.  Une  des  propriétés  les  plus  importantes  de  la  théorie  de  la 
correspondance  par  orthogonalité  des  éléments  a  été  énoncée  par 
Ribaucour  à  la  page  23o  de  son  Etude  des  élassoïdes  ou  surfaces 
à  courbure  moyenne  nulle  (*).  Voici  en  quoi  elle  consiste  : 

Soient  deux  surfaces  (M)  et  (M,)  qui  se  correspondent  par 
orthogonalité  des  éléments;  si,  par  les  points  de  (M,  ).  on  mène 
des  droites  D  parallèles  aux  normales  de  (M),  elles  forment 


(')  Mémoires   couronnés  et   Mémoires   des  savants   étrangers  publiés  par 
l% Académie  royale  de  Belgique,  in-4,  t.  XLIV;  18H1. 
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une    congruence   (D)  qui  jouit    des   propriétés  suivantes  : 
i°  elle  admet  la  surface  (M!  )  comme  surface  moyenne;  20  les 
plans  focaux   de    D    sont  perpendiculaires   aux    tangentes 
asymptotiques  de  (M)  en  M. 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  aisée  par  l'emploi  des 
formules  de  Codazzi;  nous  allons  en  faire  connaître  une  autre, 
plus  élémentaire,  fondée  sur  une  méthode  que  nous  avons  propo- 
sée, il  y  a  deux  ans  (!),  pour  la  détermination  des  surfaces  (M4) 
qui  correspondent  à  une  surface  donnée  (M),  par  orthogonalité 
des  éléments.  Nous  rappellerons  d'abord  brièvement  cette  mé- 
thode. 

2.  Supposons  que  les  coordonnées  rectangulaires  xy  yy  z  d'un 
point  quelconque  M  de  (M)  soient  exprimées  au  moyen  de  deux 
paramètres  u  el  v;  appelons  x{Jy^  zK  les  coordonnées  du  point 
correspondant  M< .  On  a,  par  hypothèse, 

V  dx  dx\  =  dx  dx\  -h  dy  dyx  -+-  dz  dzx  =  o 
ou 


Sdx  dx»         .     .    /  O  àx  dxt        O  àx  dx%  \         ,  .  ri  dx 


dv 


On  tire  de  là,  du  et  dv  étant  arbitraires, 

dx  dx\ 


s 
s 


du  du 

dx  d.rx        Ç\  dx  dx\  __ 

Tv    dU   ~  °' 

dx  dxi  _ 
dv    dv    ~~ 


Pour  intégrer  ce  système  de  trois  équations  simultanées  aux 
inconnues  xK,y{,  s,,  posons 


(*) 


(')  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  séance  du  27  mars  189B. 
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Diflerentiant  ces  égalités  successivement  par  rapport  à  a  et  à  i>, 
et  tenant  compte  des  relations  (i),  nous  aurons 


s 


ù*x   _  OH 
Tl    Ou*    ""  Ou 


(3)  io*1^"^*"*"^/ 


s 


Xx    #fr»  Ov 


Si  Ton  élimine  entre  les  équations  (2)  et  (3)  les  inconnues  xtJ 
yK,  zi7  on  obtiendra  deux  équations  auxquelles  doivent  satisfaire 
les  fonctions  H  et  K.  Ces  fonctions  une  fois  connues,  trois  des 
équations  (2)  et  (3)  nous  donneront  xiyytJ  zt. 

3.  Cela  rappelé,  observons  que  la  perpendiculaire  D,  abaissée 
du  point  Mf  sur  le  plan  tangent  en  M,  peut  être  représentée  par 
les  équations 

ÔT 


<5>  SX£=K- 


Prenons  pour  u  et  v  les  paramètres  des  asymptotiques  de  (M); 
.r,  y,  z  vérifient  alors  deux  équations  de  la  forme 

c)*0  00       ,  M  <)*0         ,00        ,,<)<> 

Ou1  au  Ov  Ov*  Ou  Ov 

il  en  résulte 

—  =  a II  -+-  b K,         —  =«H-+-£'k. 

Je  dis  que  les  équations  (4)  et  (5)  représentent  les  plans  fo- 
caux de  la  droite  D.  Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  faire  voir  que 
chacun  de  ces  plans  touche  son  enveloppe  en  un  point  de  U.  Or 
le  point  de  contact  du  plan  (4)  avec  son  enveloppe  est  à  Tinter- 
section  des  trois  plans 

àx        „  n  v  0*jr        OU  n  v    d*x         0\\ 


S*£="-    S*£-£-    S" 


Ou  Ov        Ov 


dont  les  deux  premiers  passent  par  D.  On  démontrera  de  mémo 
que  le  second  plan  focal  de  D  est  représenté  par  l'équation  (5). 
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Mais  les  plans  (4)  et  (5)  sont  respectivement  perpendiculaires  aux 
directions asymptotiques  ( -^,  -jj->  ^-j  et  (  — ->  -jj->  ~);la  seconde 
partie  du  théorème  de  Ribaucour  est  donc  démontrée. 

4.  On  peut  déduire  de  là,  par  la  Géométrie,  que  les  dévelop- 
pables  de  la  congruence  (D)  et  les  lignes  asymptotiques  de  la 
surface  (M)  se  correspondent.  Néanmoins,  nous  croyons  qu'il  ne 
sera  pas  sans  intérêt  d'établir  ce  théorème  par  l'Analyse. 

Reprenons  les  équations  de  la  droite  D 

O      du  O      dv 

Cette  droite  engendrera  un  élémentde  développable  si  les  équa- 
tions ci-dessus  sont  compatibles  avec  celles  que  Ton  obtient  en  les 
différentiant  totalement  par  rapport  à  m  et  à  ^,  savoir  : 


gx£-K. 


S*(£ 

Ô      \dud\ 


du 


du 


d*x 
dudv 

d*x 
dv* 


dv 


dv 


)- 
)- 


d\l   ,        an    - 

-r-    dU-+-  —    d?, 

Ou  dv 

àK    _         dK  ^ 
r-aw+v  dv. 
au  dv 


Éliminons  X,  Y,  Z  entre  ces  quatre  équations  ;  nous  obtiendrons 
l'équation  différentielle  des  développantes  de  la  congruence 


d*x 
dû* 

d*y 

du* 


du 


du 


d*x 
du  dv 

d*y 
du  dv 

d*z 


d*j_  

du*  du  dv 

d\\  ,            d\\ 

—  rfu-h     — 

du  dv 


dv 


dv 


dv 


dv 


d*x 
Oudv 

à*y 
dudv 

d*z 
dudv 


du 


du 


du 


—    du 
du 


d*x 
dv* 

d*y 
dv* 

d*z 
dv* 

dK 
dv 


dv 


dv 


âx 
du 

ày 

du 


dv    ri 


du 


dx 
dv 

ày 
dv 

àz 
dv 


dv      II      K 


=  o. 


A  cause  du  choix  des  paramètres  u  et  i>,  cette  équation  se  ré- 
duit à 

d*x 


du  dv 


d*x 
du  dv 

à*y 

dudv 

d*z 
du  dv 

<m 


du  dv 

à*y 

du  dv 

d*z 
du  dv 

dK 
Ou 


dx 
dit 

ày 

du 

dz 
du 


dx 
dv 

ày 
dv 

dz 
dv 


—       Il       K 


=  o. 
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Le  coefficient  de  du  d\%  n'est  pas  nul,  si  les  lignes  a sympto tiques 
de  la  surface  (M)  forment  deux  familles  distinctes;  les  dévelop- 
pantes de  la  congruenec  (D)  sont  donc  définies  par  les  équations 
u  =  const.,  c  =  const.,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

5.  Il  nous  reste  à  établir  la  première  partie  du  théorème  de 
Kibaucour.  Soient  (Xf,  Y|,  Z|)  et  (X2,  Ya,  Z2)  les  coordonnées 
des  points  focaux  de  D.  U  suit  des  considérations  du  n°  3  que 
Ton  a 

Sv   àx  n  v    dx  n  v     d*x       dl\ 

X|3«        lf         0Xl  d7=K        0Xxdu~Jv  =  ^9 

..    0x       ..  O  «-    àx       »,  O  ».     à*r        dK 


S*»-»-    S*?-1-    S* 


du  os?       du 
De  ces  équations  et  des  équations 

Sf)x  n        àx  n         à*x  i  (d\\       dK\ 

on  déduit  les  suivantes  : 


8(^-0  S  - 
S(^—)  *  — 

O  \        a  /  au  dv 


lesquelles  donnent,  si  l'on  observe  que  le  déterminant 
n'est  pas  nul, 


ôlx    dx  dx 


dudv  du  dv 


Xi-hXi  Y,-+-Y*  Z,h-Z, 

— —  =  *»■       ~ T"  ='"       — —  =5" 

Ces  égalités  expriment  que  (M|)  est  la  surface  moyenne  de  la 
congruence  (t>). 

6.  Je  ne  sortirai  pas  de  la  théorie  de  la  correspondance  par  or- 
thogonalité  des  éléments  en  démontrant  le  théorème  suivant,  qui 
caractérise  les  surfaces  spirales  : 

Soit  (M)  une  surface  rapportée  à  trois  axes  rectangulaires 
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O x,  Oy,  Oz.  Projetons  un  point  quelconque  M  de  (M)  sur  le 
plan  xOy  en  P,  et  appelons  P'  un  point  situé  dans  le  plan 
xOy  et  tel  que  le  triangle  POP  soit  rectangle  en  O  et  de  simi- 
litude constante.  Cela  posé,  si  la  droite  M  P'  est  tangente  en  M 
à  la  surface  (M),  celle-ci  sera  une  surface  spirale. 

Soient  (x,y,  z)  les  coordonnées  du  point  M;  celles  du  point  Pr 
seront  ( —  my,  mxy  o),  m  désignant  une  constante,  et  la  propriété 
supposée  à  la  surface  (M)  se  traduira  par  l' équation 

—  (x  -  my)  +  ^  (y  -+-  mx)  =  z. 

La  théorie  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  nous  apprend  que  la  surface  (M)  est  le  lieu  d'une 
série  simplement  infinie  de  courbes  satisfaisant  aux  équations 
différentielles 

dx  dy  , 

= £ —  =  dz. 

x — my      y-hmx 

Or  ces  équations  sont  précisément  celles  qui  définissent  les 
génératrices  des  surfaces  spirales  (voir  G.  Dàrboux,  Leçons  sur  la 
théorie  générale  des  surfaces,  t.  I,  p.  108).  La  surface  (M)  est 
donc  bien  une  surface  spirale. 

On  sait  que  la  surface  (M)  et  le  plan  xOy  se  correspondent 
par  orthogonal! lé  des  éléments,  M  et  P'  étant  des  points  corres- 
pondants. Il  suit  de  là  et  d'un  théorème  que  j'ai  démontré  ail- 
leurs (')  que  la  surface  (M)  est  applicable  sur  une  surface  spirale; 
mais,  en  vertu  du  théorème  ci-dessus,  la  surface  (M)  est  une  spi- 
rale; ce  théorème  permet  donc  de  distinguer  les  spirales  parmi  les 
surfaces  qui  sont  applicables  sur  des  spirales. 


(')  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  séance  du  12  février  189^. 
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THÉORÈME  SUR  LA  DÉFORMATION  DES  SURFACES  DE  TRANSLATION  ; 

Par  M.  Paul  Adam. 

Dans  un  récent  article  Sur  la  déformation  des  sur/aces  ( f  ), 
j'ai  été  amené  à  considérer  les  deux  surfaces  suivantes  : 

x  =  2  a1 -h  t>*, 

(1)  \y  =  —  2«^ 

Z   =  ibu, 

xx  =  —  i  I  /6*-h  3  m*  du, 
(2)  {  y\  =  a1 4-  '2f!, 

Si  =  2  /  v/â*— -lû>*Gft>, 

qui  sont  applicables  l'une  sur  l'autre  et  dont  la  première  est  un 
paraboloïde  elliptique. 

La  forme  des  équations  ci-dessus  montre  que  ces  deux  sur/aces 

*    sont  engendrées  par  la  translation  plane  d9une  courbe  plane 

(u)  ou  (v)  invariable- de  forme  et  de  grandeur f  et  que,  pour 

chacune  d'elles,  les  deux  systèmes  de  courbes  génératrices  {u) 

et  (v)  sont  dans  des  plans  rectangulaires. 

Je  vais  démontrer  que,  d'une  manière  générale  : 

Pour  qu'une  surface  (S),  engendrée  par  la  translation  plane 
d'une  courbe  plane  invariable  déforme  et  de  grandeur,  puisse 
se  déformer  en  conservant  ce  mode  de  génération,  avec  cor- 
respondance des  deux  systèmes  de  courbes  génératrices  (u) 
et  (v)  sur  (S)  et  sur  sa  transformée  (S,),  il  faut  et  il  suffit  que. 
ces  deux  systèmes  de  courbes  soient  dans  des  plans  rectangu- 
laires. 

Supposons  en  effet  que  ces  courbes  génératrices  soient 

i°  Pour  (S),  les  courbes  (v),  dans  les  plans  parallèles  à  xOy\ 
et  les  courbes  (w),  dans  des  plans  parallèles  entre  eux  et  à  Ox; 


(')  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  XXIII,  p.  106. 
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2°  Pour  (Sf),  les  courbes  (a),  dans  des  plans  parallèles  à  x Oy, 
et  les  courbes  (t>),  dans  des  plans  parallèles  entre  eux  et  à  O #. 

Les  équations  de  (S)  et  de  (Sf)  pourront  s'écrire 

rr  =  Uo-t-Vo,  xx—  Ui-hV!, 

y  =  V-Jt-mVi         yx  =  Vs-f-  m^Uy 

s  =  V,  Zi  =  U. 

Il  s'agit  de  démontrer  que,  si  (S)  et  (S«)  sont  applicables  l'une 
sur  l'autre,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

t  uy-t-u'*      =u;î-H/n}-hi, 

(3)  ]  V'o*  -+-  m*  -m  =  V?  -+-  V',*, 

[  UiV;-f-/nU'=U'IV'1-+-/n1V'J, 

les  constantes  m  et  m,  sont  nulles. 

La  troisième  des  équations  (3),  difTérentiée  par  rapport  à  u 
puis  à  e,  donne 

u;v;  =  uïvï. 

En  laissant  de  côté  les  hypothèses  VJ  =  o,  U*  =  o,  qui  donnent 
des  cylindres,  on  a  donc 

H?  _  yî  _ 

u;  -  v;  "" a* 

a  désignant  une  constante,  et  en  intégrant 

i  Uo=aUi-+-6a, 
j  Vi  =  aVoH-cp. 

Ces  expressions,  substituées  dans  la  dernière  équation  (3),  four- 
nissent 

(5)  cUi-mU'=*V;-m,V;:=tf. 

g  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Si  l'on  suppose  m  ^  o,  il  est  facile  de  voir  qu'il  faut  aussi  faire 
rriiyéo  pour  éviter  que  les  deux  surfaces  (S)  cl  (St)  soient  des 
cylindres.  On  peut  alors  tirer  de  (4)  et  (5)  les  expressions  delJ'0, 
U',  V',,  Y'.2  en  fonction  de  U,  et  de  Y'0,  et  en  les  portant  dans  les 
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deux  premières  équations  (3),  on  trouve 

(aUi  +  ^+^'^^rrUy+mi  +  i, 
(aVi  +  c)»+(6V^^)a«Vy-nn»-4-i. 

Si  on  laisse  de  côté  les  cylindres,  ces  relations  doivent  avoir  lieu 
identiquement;  de  là  les  six  équations 

c%  6* 

//i1  m} 

//!*  m} 

6*  -+-—.  =  /n?H-  i,         c1  -h  -2-  =  m*-f- 1. 
m1  *  /il} 

On  en  déduit  sans  peine 

m\  =  m»,        ô*  =  c*, 
puis 

#*  =  ^m*^  m*  (m*  —  £*)  =  m^/w*  —  £*)-+-  m*, 

et,  par  conséquent, 

Ht  =  lïl\  =  o. 

Réciproquement,  si  l'on  suppose  in  =  /iîi  =  o,  les  équations 
de  (S)  et  de  (S h)  sont,  aux  notations  près, 

a-=U-+-V,        #1  =  U|4- Vt, 

jr  =  M,  jt  =  U,, 

^  -  v,  sx  =  Vf, 

et,  pour  que  ces  deux  surfaces  s'appliquent  l'une  sur  l'autre,  il 
suffit  de  prendre  • 

U,  =  a  U,        u,  =  /Vo  —  «*;U'*-hi  rfa, 


'-M- à)** 


Vi=J,  V,=  /l/(i-^)V«H-irfr. 


Quand  #  =  î,  (S,)  coïncide  avec  (S);  si  a  décroît  de  i  à  zéro 
ou  croît  de  i  à  x,  (S,)  part  de  (S)  et  se  déforme  d'une  manière 
continue  sans  que  les  courbes  génératrices  («)  et  (r)  cessent 
d'être  planes  et  dans  des  plans  rectangulaires. 


(6) 
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Par  exemple,  si  (S)  est  le  paraboloïde 

x  —  — 
%p 

y  =  u, 


*q 


Z  =  l\ 


les  équations  de  (S,)  seront 


u%       i    v% 

x\  =  a 1 —  —  > 

ip       a  ig 


(7) 


Les  surfaces  (i)  et  (2)  sont  un  cas  particulier  des  surfaces  (6) 
et  (7). 

En  ce  qui  concerne  celles-ci,  si  o  <  a<^  1 ,  (Sf)  s'applique  sur  une 
zone  du  paraboloïde  comprise  entre  deux  plans  parallèles  à  xQy 
et  d'autant  plus  large  que  a  est  plus  voisin  de  1.  Les  courbes  (v) 
tracées  sur  (S,)  sont  de  forme  parabolique;  les  courbes  (u)  sont 
au  contraire  limitées  (Jig.  1  et  2);  (S«)  est  engendrée  par  (♦>) 


s'appuyant  sur  (u),  ou  inversement.  Si  le  paraboloïde  est  ellip- 
tique, les  courbes  (u)  et  (v)  tournent  leurs  concavités  dans  le 
même  sens  par  rapport  à  l'axe  Ox;  s'il  est  hyperbolique,  leurs 
concavités  sont  tournées  en  sens  contraires. 

Si  a,  qui  était  inférieur  à  1,  dépasse  l'unité,  les  courbes  (v) 
prennent  la  forme  des  courbes  (u)  et  inversement,  et  (S«)  s'ap- 
plique sur  une  zone  du  paraboloïde  comprise  entre  deux  plans 
parallèles  h  xOz. 
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Considérons  la  surface  (S,)  qui  correspond  à  une  valeur  a%  de  a 
comprise  entre  o  et  i,  et  la  surface  (S'4)  qui  correspond  à  la  va- 
leur —  de  a;  (St)  et  (S'f)  sont  applicables  Tune  sur  l'autre  dans 
une  région  limitée  par  un  quadrilatère  curviligne  ABCD  {fig.  3), 

Fig.  3. 


avec  correspondance  des  deux  systèmes  de  courbes  génératrices 
(u)  et  (v).  Il  est  facile  devoir  que  les  (v)  de  (Si)  sont  semblables 

aux  (u)  de  (S'f)  avec  rapport  de  similitude—  *  et  que  les  (u)  de 

(S,)  sont  semblables  aux  (v)  de  (S',)  avec  rapport  de  similitude 

9 
inverse  —  • 

P 

On  a  donc  là  V exemple  d'un  réseau  composé,  dans  chaque 
famille,  de  courbes  égales,  susceptible  de  se  déformer  de  façon 
que  les  courbes  de  la  première  famille  deviennent  semblables 
aux  courbes  de  la  seconde  avec  un  certain  rapport  de  simili- 
tude k,  et  les  courbes  de  la  seconde  semblables  aux  courbes  de 

la  première  avec  rapport  de  similitude  y 


Les  équations  (7)  constituent  une  solution,  avec  une  constante 
arbitraire  a,  de  la  déformation  du  paraboloïde.  Il  est  facile  de 
trouver  des  surfaces  formant  une  intégrale  complète  de  ce  pro- 
blème, et  même  une  intégrale  contenant  sept  constantes  arbi- 
traires. 
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Supposons  en  effet  que  (S,),  au  lieu  d'être  une  surface  engen- 
drée par  la  translation  plane  d'une  courbe  plane,  soit  engendrée 
par  la  translation  quelconque  d'une  courbe  quelconque;  ses  équa- 
tions seront  de  la  forme 

(8)  'ri  =  ui  +  Vi» 

(  ^  =  U,-hVtf 

et  elle  sera  applicable  sur  le  paraboloïde  (6)  si  l'on  a 

f^  =  u'v,-hU'1v1  +  uiVi, 

pq 

<9)  /  g  +  ^u'î  +  up  +  uy, 

-]  +  i  =v>  +  v;>+v;1. 

La  première  de  ces  équations  est  vérifiée  si  l'on  prend 

Ut  = h  bl), 

Il  CUt  IT 

do)  {  a/> 

—  =  aVi-h  cV„ 
iq 

V  =«6V1-^VÎ, 

a,  6,  c,  #  étant  quatre  constantes  arbitraires;  si  l'on  tire  U,,  U2, 
V,,  V2  de  ces  quatre  relations  et  qu'on  les  porte  dans  les  deux 
dernières  relations  (9),  on  obtient  U  et  V  par  des  quadratures; 
les  formules  (10)  donnent  ensuite  U|,  U2,  V4,  V2,  et  le  système  (8) 
définit  alors  une  surface  dépendant  de  quatre  constantes  arbi- 
traires et  applicable  sur  le  paraboloïde. 

Il  n'y  a  plus  qu'à  opérer,  suivant  une  remarque  faite  par 
Bour  (f),  une  "rotation  des  axes  autour  de  l'origine  pour  intro- 
duire dans  les  équations  de  cette  surface  trois  nouvelles  constantes 
arbitraires. 


(')  Journal  de  V École  Polytechnique,  XXXIX'  Cahier. 


XXIII.  ï.) 
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SUR  LE  PROBLÈME  DE  LA  ROTATION  D'UN  CORPS 
AUTOUR  D'UN  POINT  FIXE; 

Par  M.  G.  Kobb. 

Le  problème  de  la  rotation  d'un  corps  autour  d'un  point  fixe, 
dans  le  cas  de  forces  autres  que  la  pesanteur,  a  été  très  peu  étu- 
dié. Il  n'y  a  que  le  cas  signalé  par  M.  Darboux,  dans  une  Note  de 
la  Mécanique  de  Despeyrous,  où  Ton  ait  réussi  à  intégrer  les 
équations  du  mouvement.  Dans  ce  cas,  l'ellipsoïde  central  est  de 
révolution  et  les  surfaces  de  niveau  sont  des  surfaces  de  révolution 
dont  Taxe  passe  par  le  point  fixe.  Quand  l'ellipsoïde  central  n'est 
pas  de  révolution,  on  ne  peut  pas,  en  général,  intégrer  les  équa- 
tions de  mouvement,  mais  on  en  connaît  trois  intégrales,  savoir: 
l'intégrale  des  forces  vives,  celle  des  aires  et  l'intégrale  particu- 
lière des  cosinus  directeurs.  M.  F.  de  Brun  (*  )  a  trouvé  une  forme 
spéciale  de  la  fonction  de  force  qui  permet  d'obtenir  encore  une 
intégrale,  mais  il  n'a  pas  remarqué  qu'on  peut  alors  achever  l'in- 
tégration. Je  me  propose  ici  d'indiquer  la  méthode  à  suivre,  moins 
parce  que  le  problème  présente  en  lui-même  beaucoup  d'intérêt, 
que  parce  qu'elle  est  aussi  applicable  au  problème  beaucoup  plus 
important  où  la  force  agissante  est  la  pesanteur. 

Soient  OÇ,  O^,  OÇ  trois  axes  rectangulaires  fixes,  dont  l'origine 
est  au  point  fixe.  Dans  le  cas  considéré  par  M.  de  Brun,  la  fonc- 
tion de  force  a  la  forme 

Soient  Ox,  Oy,  Oz  les  axes  mobiles  et  y,  y',  y"  les  cosinus 
directeurs  de  l'axe  de  z;  les  équations  d'Euler  seront,  en  em- 
ployant les  notations  usuelles, 

A  g  =  (B-C)(?r-*YY). 

B^  =  (C-A)(,y>-*v-Y). 
C^  =  (A-B)(pq-AT!'). 

(*)  Académie  des  Sciences  de  Stockholm,  septembre  1893. 


t 
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Ces  équations,  jointes  aux  trois  suivantes 

déterminent  les  six  inconnues  p,  q,  r,  y*  Y \  Y' 
Le  principe  des  forces  vives  donne  l'intégrale 

et  celui  des  aires  donne 

A/>Y~t-  B^y'-+-  Cty"=  *i. 
On  a,  de  plus, 

Yt  +  y'1 -+- Y"1  =  «• 

Enfin,  M.  de  Brun  a  trouvé  une  quatrième  intégrale,  savoir 
A*/?1  +  B«f*  -#-  C*r«  —  *(BCy*  -h  CAy'1  -4-  ABy")  =  *j. 

Nous  verrons  qu'avec  ces  quatre  intégrales  on  peut  ramener  le 
problème  à  des  quadratures. 

Remarquons  d'abord  que,  si  l'on  met  les  équations  différentielles 
sous  la  forme 

on  aura 

V  =  6 

dX 


^  0AV  __ 


v 

V=l 


Le  système  proposé  admet,  par  conséquent,  le  multiplicateur 
M  =  const.  =  i.  Ainsi,  nous  pouvons  obtenir  une  cinquième  inté- 
grale en  employant  le  principe  du  dernier  multiplicateur;  et,  en 
exprimant  avec  ces  cinq  intégrales  cinq  de  nos  variables  en  fonc- 
tion d'une  seule,  nous  aurons  enfin  le  temps  par  une  quadrature. 
Mais  la  cinquième  intégrale  n'étant  pas  très  simple,  il  est  mieux 
de  procéder  autrement.  Introduisons,  au  lieu  de  p,  q9  r,  y,  y'}  v', 
les  variables  canoniques 

où  0,  3  et  •}  sont  les  angles  d'Euler  et  T  la  demi-force  vive;  on 
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aura 

p  =  <]/  sin  cp  sin  6-+-  O'coso,  y  =  sin©  sin  8, 

q  =  <|/cos©  sin  8  —  6'  sin  ©,  y'  =  cos©  sin 8, 

/•  =  ©'  -+-  ty'  cos  8  ;  y=cos8; 

on,  en  fonction  de  84,  cpf,  ^4, 

i  fsin© 


i  Tsin  ©  . ,  AN       .  "1 

P  =  A  [smî  ^!  ~~  ?1  C       ^  ■*"    *  c08<ï>    ' 

i   ["cos©  .  ,  . v        .      .       1 

9  =  B  [s7n~8  (*!  ~  *'  COs6)  ~  6|  Sm  ?J  ' 


C 


Avec  les  nouvelles  variables,  nos  intégrales  deviennent 

H|  =  k  [iaTf (,J/1  ~~ ?1  cos6)  "*" 0|  C0S?J 

i  r  cos  ©  t      i 

"^  b  L^i^^1  ""  ^  cos6>— e»  sin,?J  +c»? 

-*-  A:  [A  sin1©  sin*8  -+-  B  cos*©  sin*8  •+-  C  cos*8]  =  ktl 
(3)       {  H,  =  4>i  =  *,. 

H3=     ^1(^1  — ÇiCos8)H-8,cos<p 

[cos©  "|* 

^-I(4/,-otcos8)-8,sin?J    -h  ©? 

—  A-[  BC  sin*<p  sin*8  -h  CA  cos*©  sin*8  -h  AB  cos«8]  =  A3. 

Nous  observons  d'abord  que  la  variable  ty  n'entre  pas  explicite- 
ment. Formons  les  parenthèses  de  Poisson 

[H„  II,],     IH„HS],     [II,,  H,]. 

On  voit  tout  de  suite  que  la  première  et  la  troisième  sont  nulles. 
Quant  à  la  seconde,  elle  doit  être  nulle,  parce  qu'elle  est  la  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  pour  que  (H3  =  k9)  soit  une  inté- 
grale de  notre  système.  Les  trois  parenthèses  de  Poisson  étant 

nulles,  si  nous  remplaçons  les  variables  fl|,  vt  et  àt  par  —zr*  -r— 
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et  -Tj-y  les  trois  équations  aux  dérivées  partielles 

/cW        e)W        dW  \         , 

sont  compatibles,  et  la  solution  commune  sera 


W 


où  l'on  a  remplacé  81 ,  ç« ,  ty*  par  leurs  valeurs  en  8  et  cp  données  par 
les  équations  (3).  L'expression 

8i  dQ  -+-  çt  rfç  -+-  4^i  cty 

est  bien  une  différentielle  exacte.  Les  équations  (3)  renferment 
trois  constantes  arbitraires,  de  sorte  que  W  est  une  solution  com- 
plète de  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  Hamilton  et  de  Jacobi, 
et  l'on  aura  la  solution  générale  de  notre  système  en  différen- 
tiant  W  par  rapport  aux  constantes  kîf  A~3,  Ar3. 

L'équation  H2  =  k2  nous  donne  tyt  =  Ar2,  de  sorte  qu'il  vient 


w  =  â-i<J/h-  Mei«ro-4-<p,rf<p). 


En  substituant  la  valeur  ^,  =  k2  dans  les  intégrales  H,  =  £,, 
H)  =  Ar3,  nous  aurons  deux  équations  du  second  degré  en  ôf  et  ifh , 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  de  cosQ,  sinO, 
C0S9  et  sincp.  Éliminons  <pt;  nous  aurons  une  équation  du  qua- 
trième degré  en  9,  et  pour  cp,  une  fonction  rationnelle  de  0M 
cosô,  sinO,  coscp  et  sincp .  Posons 


6  9  i» 

tang-  =  :r,  tang  I  —y,         0,  =  z, 


e 

=  a%  tang 

a 

nous  aurons 


et  enfin 

(4>  W./t^,/[(-^lrf,+  ^ii)^]. 

L'intégrale  qui  entre  dans  l'expression  de  W  est  une  intégrale 
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de  différentielle  lolalc  appartenant  à  la  surface  f(x1y,3)  =  o. 
Formons  maintenant,  d'après  Jacobi,  les  intégrales  de  notre  sys- 
tème canonique;  on  aura 

r  /     dz_  dH 

!™_, _,_,,_     /    (  J^ 
dk 

\ 


(5)  {  OW  ,,        , 

ÔFt=       **  =  *+-* 


d\X 

=         k 


àki  *         ^y      \i-f-ir1  i+/ 


L'équation  f{x,y,  z)  =  o,  comme  la  fonction  rationnelle   R, 
renferme  Â*i,  Â*3  et  Ar,;  on  aura  donc 

i£      d.L  ÈL- 
<M-j  "*"  cte  <M,  ~  0, 

dR  _  (àR\        dB    dz_  _  dkt   dz        dz    dfrt 
dkx  ~~  V<M*i/        dz   dkx  ~~  àf 

dz 

et  les  formules  analogues.  Les  dérivées  partielles  de  z  et  de  R, 
par  rapport  à  kiy  À2,  A'3,  sont  donc  des  fonctions  rationnelles  de 

#,  y,  -• 

Par  conséquent,  nous  pouvons  écrire  le  système  (5)  de  la  façon 

suivante  : 

/  '  -+-*'i=  f[Pi(x,y,*)<t<r  +  Qi(*,y,3)<ty]' 

(6)  |  k'i=J[?i(xyy,  z)dx  +  Qi(x,jr1  z)  dy)< 

les  P  et  les  Q  étant  des  fonctions  rationnelles. 

La  solution  générale  de  nos  équations  de  mouvement  est  ainsi 
obtenue  à  l'aide  de  trois  intégrales  de  différentielles  totales  atta- 
chées à  la  surface  algébrique  f(x,y7z)  —  o.  Il  me  semble  que 
c'est  la  première  fois  que  ces  intégrales,  introduites  dans  la 
science  par  M.  Picard,  se  sont  présentées  dans  l'étude  d'un  pro- 
blème de  Mécanique. 
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Passons  maintenant  au  problème,  beaucoup  plus  important,  où 
la  force  agissante  est  la  pesanteur.  Avec  les  mêmes  notations,  les 
équations  d'Euler  sont 

(A)  A  J  =  (B  -  C)  qr  +  M *OnY _,tY')f 

(B)  B^  =  (C--A)/>r-+-M<rUoT  -*§1f), 

(C)  C^=(A-B)/>?  +  M^(*oY'-Jvr), 

où  M  est  la  masse  du  corps  elx0,y0>  -o  les  coordonnées  du  centre 
de  gravité.  Les  trois  autres  équations  sont  les  mêmes  qu'aupara- 
vant. On  connaît  les  intégrales 

H,  =  A/?*  -+-  B?*  -+-  O*  —  2M  g(x^  -+-70 ï'  -*-  *(>/)  =  Art, 
Ht  =  A/>V  -*-  B  g  y'  -h  Crf  =  *„ 

Y* -+-  y'1  ■+"  Y*1  =  *• 

Dans  un  Mémoire,  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  au  con- 
cours du  prix  Bordin  pour  Tannée  1894,  M.  R.  Liouville  a  donné 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'existence  d'une 
autre  intégrale  algébrique  H8  =  Arj.  Cette  intégrale  une  fois  ob- 
tenue, nous  pouvons  achever  l'intégration  en  employant  la  même 
méthode  que  je  viens  d'exposer. 

En  effet,  après  avoir  introduit  les  angles  d'Euler  et  les  variables 
canoniques  6,,  ç,,  ^,,  nous  aurons  les  trois  intégrales 

Hi  =  ku        H,  =  ^1  =  ku        H8  =  A3, 

qui  sont,  évidemment,  telles  que  les  expressions 

[H|,  H,],         [H|,  Hj],         [H,,  H3] 

sont  identiquement  nulles.  Alors,  il  n'y  a  qu'à  répéter  le  même 
raisonnement  que  ci-dessus  et  nous  aurons  la  solution  générale 
sous  la  forme  (6),  c'est-à-dire  à  l'aide  de  trois  intégrales  de  diffé- 
rentielles totales  attachées  à  une  surface  algébrique.  On  aura  ainsi 
la  solution  du  problème  de  la  rotation  d'un  corps  grave  suspendu 
à  un  point  fixe,  dans  le  cas  où  il  est  possible  d'obtenir  la  solution 
sous  une  forme  finie. 
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SUR  UN  SYSTÈME  DE  COORDONNÉES  TÊTRAÉDRIQUES  ; 

Par  M.  V.  Schlegel. 

M.  cTOcagne  a  étudié  (')  un  système  de  coordonnées  tétraé- 
driques  ponctuelles  ou  planes,  1res  remarquable  par  le  fait  que 
Ton  en  déduit  quatre  systèmes  connus,  deux  à  deux  réciproques, 
en  rejetant  à  l'infini  le  point  fondamental  O  ou  le  plan  fonda- 
mental ARC  du  tétraèdre  OABC.  Il  s'agit  des  coordonnées  carté- 
siennes et  pliickeriennes  d'une  part,  des  coordonnées  ponctuelles 
et  tangentielles  d'autre  part. 

Dans  ce  qui  suit  nous  allons  déduire  ce  système  intéressant 
d'une  méthode  employée  par  Grassmann,  pour  représenter  un 
point  P  ou  un  plan  iz  à  l'aide  d'un  tétraèdre  OABC. 

1.  Soient  a,  j3,  y>  S  des  nombres  quelconques  réels;  on  a,  sui- 
vant cette  méthode, 

Soit  a  le  point  d'intersection  du  plan  PBC  et  de  l'arête  OÀ,  sa- 
voir le  point  qu'on  peut  déduire  également  des  points  O  et  A  ou 
des  points  P,  B,  C.  Ce  point  a  est  représenté  doublement  par 
l'équation 

(2)  aA-4-oO  =  (a-hp-+-Y  +  8)p  —  ?B  —  YC 

dérivée  de  (i).  Donc  on  peut  poser 

(3)  (a  +  S)a  =  aA  +  SO, 
d'où  l'on  tire,  par  des  calculs  bien  connus, 

,,.  O— a       a  O  —  b       (S  O  —  c       Y 

Pour  trouver  les  deux  dernières  formules  et  le  sens  de  b  et  c,  il 

(')  Nouv.  Annales  de  Mathetn.j  série  -»,  t.  XI,  p.  70. 
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suffit  de  permuter  circulairement,  dans  ce  qui  précède,  les  trois 
premières  lettres  des  deux  alphabets.  Ajoutons  que  la  différence 
de  deux  points  représente  leur  distance  en  longueur  et  direction. 
Enfin,  si  Ton  pose 

(5)  «=*,         3  =  ^>         Y=->        «=i, 

les  équations  (4)  se  changent  en 

•  O  —  a  0  —  6  O  —  c 

<6>  *  =  a^â'      ^  =  ^^tb       z  =  yF=rc' 

Ce  sont  les  formules  (î)  de  M.  d'Ocagne,  déterminant  les  coor- 
données tétraédriques  ponctuelles  du  point  P. 

2.  Soient  a',  (3',  y*,  8'  des  nombres  quelconques  réels  ;  on  a, 
suivant  la  même  méthode, 

(7)  (a' h-  P'-h  y' -h  8') tu  =  a'(OBC)  -4-  p'(OCA)  -4-  y'(OAB)  +  8f(BAC). 

Il  faut  se  rappeler  que  le  produit  extérieur  (écrit  entre  cro- 
chets) de  deux  points  représente  le  segment  de  droite  compris 
entre  eux,  le  produit  de  trois  points  le  double  de  Taire  du  triangle 
formé  par  eux,  le  produit  de  quatre  points  le  sextuple  du  volume 
du  tétraèdre  formé  par  eux.  S'il  ne  s'agit  pas  de  grandeur,  mais 
seulement  de  situation  et  direction,  on  peut  remplacer  le  segment 
de  droite  par  la  droite  entière  et  le  triangle  par  son  plan. 

Soit  a!  le  point  d'intersection  du  plan  ic  et  de  l'arête  O  A.  Alors, 
pour  représenter  a'  à  l'aide  de  n  et  OA,  nous  posons 

(8)  (OBCA)=i, 

ce  qui  donne  à  la  multiplication  extérieure  le  caractère  spécial 
de  multiplication  régressive.  En  omettant  un  facteur  numérique, 
qui  sera  ajouté  plus  tard,  on  a 

(9)  a'^[7r(0A)], 
ou,  en  ayant  égard  a  l'équation  (7), 

a'-*'[(OB0)(OA)]-h5'[(BAC)(OA)]. 
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En  appliquant  les  lois  de  la  multiplication  extérieure,  savoir 

[(ab)c]  =  (abc),        (ab)--(ba), 

on  trouve 

a'  =  _a'[(OBCA)0]-h8'[(OBCA)A], 

ou,  à  cause  de  la  relation  (8), 

(10)  a'  =  -a'0  +  S'A. 

Les  autres  produits  lirant  leur  origine  de  (9)  s'évanouissent  en 
vertu  de  la  loi  (aa)  =  o. 

En  égalant,  comme  il  faut,  les  sommes  de  facteurs  des  deux 
membres,  on  écrira,  au  lieu  de  (10), 

(11)  (o'-aV=8'A  —  a'O; 


d'où 

l'on 

tire 

(12) 



0- 

A 

a' 

= 

a' 
3" 

o-b'~"¥7  o  —  &  """F 

Enfin,  si  Ton  pose 
(i3)  a'=Xw,        P'=fiP,        y'=v«>,        8,=  i» 

les  équations  {12)  se  changent  en 
,    ,x  1    a'— A  i    b'-  B  1  c'—C 

(,4)   tt  =  -ïô^''      çss-ïô=rw      w  =  -;crr^- 

Ce  sont  là  précisément  les  formules  (2)  de  M.  d'Ocagne,  déter- 
minant les  coordonnées  tétraédriques  planes  (tangentielles)  du 
plan  11. 

3.  Pour  que  le  point  P  soit  situé  dans  le  plan  7:,  il  faut  que 
l'on  ait 

05)  («P)  =  o, 

ou,  à  cause  des  relations  (1)  et  (7), 

cta'(OBCA)-*-  pp\OCAB)  -*-  yy'(OABC)  -+-  oo'(BACO)  =  o, 

les  autres  produits  s'évanouissant  en  vertu  de  la  loi  («a)  =  o. 
Les  produits  restants  sont  égaux  entre  eux  en    vertu  de  la  loi 


-  219  - 

(ab)  =  —  (ba),  parce  qu'ils  se  réduisent  à  la  même  forme  par 
un  nombre  pair  de  changements  de  facteurs  juxtaposés.  Donc  il 
reste 

ou,  en  substituant  les  valeurs  (5)  et  (i3), 
(16)  ux -\-  vy~+-  wz-+- 1  =  o, 

ce  qui  est  l'équation  (6)  de  M.  d'Ocagne. 


MÉMOIRE  SUR  LA  DÉFORMATION  DES  SURFACES; 
Par  M.   Paul  Adam. 

Soient  (?),  (?,)  deux  surfaces  applicables  Tune  sur  l'autre.  Les 
principaux  points  de  ce  Mémoire  sont  les  suivants  : 

Je  considère  la  surface  (2),  lieu  du  milieu  de  la  corde  joignant 
deux  points  correspondants  de  (?)  et  de  (?,),  et  la  surface  (Si), 
lieu  de  l'extrémité  du  vecteur  parallèle  à  cette  corde  et  égal  à  sa 
moitié. 

Je  forme  d'abord  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  (2,)  quand 
(2)  est  donnée. 

Cette  équation  est  beaucoup  plus  simple  que  l'équation  des  sur- 
faces applicables  sur  une  surface  donnée;  or  (2)  et  (2^ étant  con- 
nues, (?)  et  (<7|)  le  sont  également,  car  celles-ci  ont,  par  rapport 
aux  deux  premières,  la  même  définition  que  (2)  et  (2|)  par  rap- 
port à  (?)  et  (?t).  Par  conséquent  : 

La  détermination  des  couples  de  surfaces  applicables  tels 
que  le  lieu  du  milieu  de  la  corde  joignant  deux  points  corres- 
pondants soit  une  surface  donnée  dépend  d'une  équation 
beaucoup  plus  simple  que  la  recherche  des  surfaces  appli- 
cables sur  une  surface  donnée. 

J'établis,  entre  les  rayons  de  courbure  de  (2)  et  (2,),  une  rela- 
tion que  Ton  peut  regarder  comme  l'analogue  de  la  relation  de 
Gauss  pour  les  surfaces  (?)  et  (?i)  et  j'en  déduis  plusieurs  théo- 
rèmes, parmi  lesquels  ceux-ci  : 


—  220  - 

Tandis  que  (t)  et  (t,)  sont  toujours  toutes  deux  convexes  ou 
toutes  deux  à  courbures  opposées  aux  points  correspondants, 
(S)  et  (S,)  sont  l'une  convexe  et  Vautre  à  courbures  opposées 
ou  toutes  deux  à  courbures  opposées,  mais  jamais  toutes  deux 
convexes. 

Si  les  extrémités  m  et  //?,  d'une  droite  de  longueur  con- 
stante sont  les  points  correspondants  de  deux  surfaces  (a*),  (Tf) 
applicables  l'une  sur  l'autre,  le  rapport  des  rayons  de  cour- 
bure principaux  de  la  surface  (S),  lieu  du  milieu  de  mm% 
(surface  qui  est  toujours  à  courbures  opposées)  est  égal  à 
l'inverse  du  rapport  des  carrés  des  distances  du  point  m9  ou 
du  point  #W|,  aux  directions  principales  de  cette  surface  (S). 

Je  m'occupe  ensuite  des  couples  («y),  (t4) pour  lesquels  (S)  est 
un  cylindre.  J'établis  que,  dans  ce  cas  : 

(«•)  est  une  surface  réglée  quelconque  et  (<Tt)  la  surface  ré- 
glée symétrique,  par  rapport  à  une  droite  quelconque,  de  la 
surface  réglée  applicable  sur  («•)  avec  parallélisme  des  géné- 
ratrices. 

J'entre  dans  quelques  considérations  intéressantes  relativement 
à  ces  couples  (<r),  (<x, )  et  à  la  surface  (S,)  correspondante. 

Je  détermine  enfin  tous  les  couples  (<x),  (t4)  pour  lesquels  (S) 
est  une  quadrique. 

Lorsque  (S)  est  une  quadrique  dénuée  de  centre,  je  démontre 
que,  parmi  les  couples  (<r),  (o"4)  correspondants,  se  trouvent  la 
surface  minima  d'Enneper  et  son  adjointe  : 

La  surface  minima  d'Enneper  et  son  adjointe  peuvent  être 
orientées  de  manière  que  le  lieu  du  milieu  de  la  corde  joi- 
gnant deux  points  correspondaifts  soit  un  paraboloïde  hyper- 
bolique, équilatère. 

Le  cas  où  (S)  est  une  quadrique  à  centre  se  ramène  très  sim- 
plement à  la  recherche  des  couples  de  surfaces  applicables  avec 
invariabilité  de  la  distance  des  points  correspondants,  couples 
étudiés  par  Ribaucour. 
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Equation  aux  dérivées  partielles  de  la  surface  (Si). 

Soient,  en  coordonnées  rectangulaires,  x, y>  z\  xK,yK,  zs;  X, 
Y,  Z;  Xi>  Y|,  Z|  les  coordonnées  respectives  des  surfaces  (a*), 

(»,),  (S),(S,). 
On  a 

|  x  =  X  -+-  Xi,        X\  =  X  —  Xf , 

(  z  =  Z-hZt,         z\  =  Z —  Z|. 

Si  Ton  prend  X  et  Y  comme  variables  indépendantes,  les  con- 
ditions pour  que  (?)  et  (<r,)  s'appliquent  Tune  sur  l'autre  sont 

à\x       âZ  dZ,  _ 

dX  "*"  dX  dX  ~  °' 

,   x  ,  dY,       dZ  dZ, 

(a)  ^-W+OT  dY  =  °' 

dX,        dY,        dZ  dZ,        dZ  dZ, 

=  o. 


dY         dX        dX  dY       dY  dX 

11  est  facile  d'éliminer  les  deux  fonctions  X,  et  Y,  entre  ces 
trois  équations. 

En  égalant  d'abord  les  deux  expressions  de  >x    *  tirées  de  la 

première  et  de  la  troisième,  on  trouve 

d»Yt       d*Z  dZ,        dZ  d*Z,  _ 

(3)  dX»  ~*~  dX?  dY  "*"  dY   dX*  ~  °* 

La  seconde  des  équations  (2)  diflférentiée  ensuite  par  rapport 
àX  donne 

d'Y,  d»Z    dZ_,        dZ    d»Z,    _ 

(4)  dXdY  "*"  d\d\  dY  "*"  dY  dXdY  ~  °* 

Il  n'y  a  plus  qu'à  égaler  les  deux  expressions  de    _.t  '    tirées  des 

équations  (3)  et  (4)  pour  obtenir  l'équation  suivante  entre  les 
fonctions  Z  et  Z,, 

d»Z  d»Zj  d»Z      d«Zt         d»Z  d«Zt  _ 

(5)  dX*   dY»       2dX^Y  dXdY  "*"  dY*  dX*   ~~°' 

Si  la  surface  (S)  est  donnée,  la  fonction  Z(X,  Y)  est  connue, 
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et  l'équation  (5) définît  la  fonction  Z4(X,  Y);  les  équations  (3)  et 
(4)  donnent  ensuite  les  deux  dérivées  de  ~;  on  obtient  par  suite 

-—■  par  deux  quadratures;  l'équation  (4)  exprime  alors  que  cette 

valeur  de  -^  et  que  l'expression  de  -rrr  tirée  de  la  seconde   des 

équations  (2)  sont  les  dérivées  d'une  même  fonction  Y|  :  d'où  Y, 
par  deux  nouvelles  quadratures;  enfin,  en  vertu  de  l'équa- 
tion (3),  la  première  et  la  dernière  des  équations  (2)  font  con- 

naître  pour  -r^?  et  -j^  Jes  deux  dérivées  d'une  même  fonction  X| , 

laquelle  se  calculera/*  deux  dernières  quadratures. 

En  résumé,  V équation  (5)  est  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles de  la  sur/ace  (S|)  quand  (S)  est  donnée,  et,  en  suppo- 
sant que  la  /onction  (Zt)  ait  été  déterminée,  six  quadratures 
définissent,  au  moyen  des  relations  (1),  les  coordonnées  des 
deux  surfaces  («•)  et  (Tf)  applicables  l'une  sur  l'autre. 


Relation  entre  les  rayons  de  courbure  principaux 
des  deux  surfaces  (s)  et  (sf  )  aux  points  correspondants. 

Appelons  P,  Q,  R,  S,  T  les  dérivées  de  la  fonction  Z(X,  Y),  et 
Pi,  Qi,  RtJ  Sly  T|  les  dérivées  de  la  fonction  Z|(Xt,  Y4). 
Les  équations  (2)  s'écrivent 

àX,    .    à\\  dZt  àZt 


à\         dX  d\        x  dX 


Joignons-y  les  identités 


dZt        n    dXt        n   d\, 

dX  ~  '  '  IX  *  Ql  1X  ' 

dZ±  _       dXt  dY, 

à\   ~     '  d\    "r  ^  '  à\  ' 
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En  combinant  ces  cinq  équations,  on  les  remplace  par  celles-ci 


<6) 


dX  ~~       r  dX  ' 

efif,        i  -h  PP,  dZ4 
dX   ~~       Qt        <JX' 

àXt       i  ■+-  QQj  dZ, 
e)Y  ~~       P.         c>Y  ' 

dYt               dZ, 

(..hPP.+  qq.^P.^+q.^^o. 


La  dernière  se  décompose  en  deux. 

Première  hypothèse  : 

i-+-PP1h-QQ,  =  o. 

Les  normales  aux  deux  surfaces  (S),  (S,)  aux  points  correspon- 
dants sont  alors  rectangulaires.  C'est  là  un  cas  très  particulier, 
dont  l'examen  est  facile,  et  qui  conduit  au  résultat  suivant  (je  me 
borne  à  l'énoncer  en  raison  de  son  peu  d'intérêt)  : 

Pour  que  les  deux  sur/aces  (S)  et  (Sf)  aient  leurs  normales 
rectangulaires  aux  points  correspondants,  il  faut  et  il  suffit 
que  (<j)  et  (<r,  )  soient  deux  cylindres  parallèles  quelconques 
regardés  comme  applicables  Vun  sur  Vautre  génératrice  par 
génératrice.  (S)  et  (S|)  sont  alors  deux  cylindres  parallèles  à 


(•)  Si  Ton  coupe  les  quatre  cylindres  (a),  (», ),  (S),  (S,)  par  un  plan  perpen- 
diculaire à  leurs  génératrices  et  si  (y),  (y,),  (T),  (T,)  sont  les  sections  droites 
obtenues,  on  peut  donc  dire  : 

Soient  (y)  et  (y,)  deux  courbes  planes  se  correspondant  point  m  par  point  m,, 
(V)  le  lieu  du  milieu  M  de  la  corde  mmy1  (Tt)  le  lieu  de  l'extrémité  M,  du  vec- 
teur parallèle  a  la  corde  mmt  et  égal  à  sa  moitié;  pour  que  tes  normales  aux 
courbes  (T),  (Vt)  aux  points  correspondants  soient  rectangulaires,  il  faut  et 
il  suffit  que  les  arcs  correspondants  de  (y)  et  de  (y,)  soient  égaux. 

En  particulier,  si  (F,)  est  un  cercle  dont  les  vecteurs  sont  issus  du  centre,  (y) 
et  (y,)  constituent  les  lieux  des  points  m  et  mx  obtenus  en  prenant  sur  les  tan- 
gentes à  (T),  à  partir  et  de  chaque  coté  du  point  M  de  contact  deux  longueurs 
égales  et  constantes;  ainsi  : 

Étant  donnée  une  courbe  quelconque  (  V  ),  les  lieux  (y )  e*  ( y,  )  des  points  m 
et  m%  obtenus  en  prenant  sur  les  tangentes  à  (T  ),  à  partir  et  de  chaque  côté 
du  point  M  de  contact,  deux  longueurs  constantes  égales  à  /,  sont  tels  que 
deux  cordes  égales  à  il  et  s1  appuyant  chacune  sur  (y)  et  sur  (y,)  laissent 
entre  leurs  extrémités  correspondantes  des  arcs  égaux. 
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Seconde  hypothèse  : 

<)Z,  <tt, 

On  a  alors,  en  écrivant  à  nouveau  les  quatre  premières  équa- 
tions (6), 

dXt  _        pàZt  dY,  _  l-HPPt   dZy 

dX  ~~  dX '  dX   "       Q,        dX  ' 

;  dXt  _  i  -h  QQ,  dZv  ^l__n^i 

(7)  »  TV  ~~       P,        àX  '  <)Y   "~      ^  dY  ' 

az,         az, 
p'5x  +QldY  =0' 

Si  Ton  écrit  que 

ààX^  _    d^dXx  à    à\t  _    d    dYx 

dX  àX  ~~  dX  dX  '         dX  àX  "  c*X  dY  ' 

on  obtient,  en  tenant  compte  des  équations  (7),  une  seule  et  même 
équation  qui  est  la  suivante 

PiQi(i-hPPi  +  QQi)^Y 
(8)    {      -+-[PQi(i-HQQi)Ri-(n-PPi-f-QQi-hîPPiQQi)S, 

+  QP,(.  +  PP1)Tl]g§=o 

DifTérentiant  ensuite  la  dernière  des  équations  (7)  par  rapport 
à  X  et  à  Y,  on  obtient  les  deux  équations 

p.Q«S+^^  +  HKfcR.H-<.  +  PP.>s,l(g)* 

+  [_PQ,St  +  (i  +  PP1)T,]^  J?  =o, 

'9)    <«>l^  +  P.Q.^-*-r(.-QQ,)R,-QP.S,]g^ 


[(•  +  QQOS.-QP.T,]  (j^y     =0. 


En  résolvant  les  trois  équations  (8)  et  (9)  par  rapport  aux  trois 
dérivées  secondes  de  Z,  relativement  à  X  et  Y,  on  trouve  l'équa- 


iî..n  (8)  elle-même  et  las  deux  cv*prèa 


I';û,m-PP,-i-QQ,I^~ 
^P,(1  +  I*Pl  +  QQ1i[-PQ,Rt  +  <r-FPi^}S,J^), 
+  [-PQÏO^QQ,)R, 

-t-(n-PPi)<i— PPi-+-QQi>Qi5,-Mi-  l'['i  "'l'.T,  | 

*-Q.(i+  PP,  +  QO.  i  t(i  +  QQ,  >S,-  QPtT,]  (^l)' 
+  [ù  +  QQ,)*Q,R1 

-t-  ( i  +  QQ.  )  (i  +  PPi  —  QQi  )  P.  St  —  QPÎ  £i  •*-  PPi  )T,  ]  t 


riZ,   «S, 


Sî  l'on  porte  enlin  les  trois  dérivées  secondes  de  Z,  pur  rapport 
à  X  et  à  Y  définies  par  les  équations  (S)  et  (10)  dans  l'équa- 
tion^), on  arrive,  entre  les  dérivées  deZ  par  rapport  à  X  et  Y  et 
celles  de  Z,  par  rapport  à  X,  et  Y  , ,  à  la  relation  suivante  qui  ne 
contient  plus  que  les  dérivées  premières  de  Z,  par  rapport  a  X 
et  Y 


H!n 


(31^ 


PiH    Q,H-t-PP,  — QQ,)|<i-f-QQ,>S|— QP,T,) 

+  Id  +  QQ.),QiRi 

-^(i-t-QQjXi  +  PPi-QQOPiS.-QPîfn-PP.ïT,] 
-iPiQiS[PQ,(i  +  QQi>"i 

—  ( i  —  PP,  -+-  QQi-t-  i PP, QQi)S,  +  QP,(i  -+.  PP, )T, ] 

+  QiTJp,(i+  PP.^OQ,)!-  pQlR,-^(i-Hpp,)Sl]('^y 
+  [-PQHn-QQ,)Bi 

-^-(i-HPP^H-PPi-^QQOQ.S.  +  d  +  PP.j'P.T,]^  ^ 


Cette  équation  étant  homogène  par  rapport  aux  dérivées  pre- 
mières de  Zi  relativement  à  X  et  Y',  on  peut,  en  vertu  de  la  der- 
nière des  équations  (7),  y  remplacer  ces  dérivées  respectivement 
par  Q,  et  —  Pi .  On  obtient  alors,  toutes  réductions  faites,  l'équa- 
tion symétrique  suivante  entre  les  dérivées  P,  Q,  R,  S,  T  de  Z 
par  rapport  à  X  et  Y  et  les  dérivées  P,,  Q, ,  R,,  S,,  T,  de  Z,  par 


fil) 
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rapport  à  X4  et  Y, 

(Q2R-9.PQS-+-PîT)(QîR1-2P1Q1S,H-t5îTI) 
-+-2(QR-PS)(Q,R1-P1S1) 
-^(QS-PT)(Q1St-P1T1) 

-hRRi-*-  2SS,-+-TT,  =  o, 

Celle  équation  a  élé  établie  indépendamment  du  choix  des 
axes  de  coordonnées.  On  peut  donc,  pour  en  dégager  la  significa- 
tion géométrique,  adopter  des  axes  particuliers  :  prenons  alors 
pour  axes  des  X  et  des  Y  les  tangentes  MX,  MY  aux  ligne*  de 
courbure  de  la  surface  (2),  et  pour  axe  des  Z  la  normale  MZ  à 
cette  surface;  cela  revient  à  faire 

P  =  Q  =  S  =  o, 

et  l'équation  (i  i)  se  réduit  à 

(12)  RR,H-TT1  =  o    (»). 

Appelons  p  et  p'  les  rayons  de  courbure  principaux  de  (S)  au 
point  M,  estimés  positivement  suivant  MZ.  On  a 


(i3) 


R  =  -, 

P 


t=?- 


Soient  M|X<,  M4Y,  les  directions  principales,  et  M(A|,  MfA',  les 
directions  asymptotiques  de  (£,)  au  point  M4  qui  correspond  au 
point  M.  Si  Ton  considère  les  cosinus  définis  par  le  Tableau  sui- 


vant 


MX 

M  Y 

MiX, 

2 

? 

Mi  Y, 

a' 

p' 

M,  A, 

»i 

p. 

m.  a; 

»'i 

p; 

(')  Il  n'était  pas  nécessaire,  pour  obtenir  ce  résultat,  de  former  l'équation  (n); 
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0        8' 
les  deux  rapports  —  et  — ,-  sont  les  racines  de  l'équation 

!*!«}  -h  aS,a,  Pi  -+-  T,  pj  =  o. 
On  a  en  conséquence 

Mais  si  9,  est  l'angle  X,M,A,,  on  a 

at  =  a  cos6i-h  a'sinô,,         a',  =  acosOi —  a'sinQlt 
P»=  jJcosO,-+-  P'sinej,         P't  =  pcosO,— p'sinO,, 

ce  qui  transforme  la  relation  (i4)  en 

R,  _  p«cot«6t-ft'« 
U   '  Tj  ~  aîcot^!  —  a'«* 

Enfin,  en  appelant  pt  et  p'f  les  rayons  de  courbure  principaux 
de  (£<)  au  point  Mi,  on  sait  que,  en  grandeur  et  en  signe, 

(16)  cot«6,  =—  Éf. 

Pi 

Eu  égard  aux  relations  (i3),  (i5)  et  (16),  l'équation  (12)  se 
transforme,  en  définitive,  en  la  suivante  : 


(«7) 
ou  bien 

(18)  **??!+  *'*??\  +  PVPI  -+-  P'Vp'l  =  O. 

C'est  la  relation  cherchée  entre  les  rayons  de  courbure  princi- 
paux des  deux  surfaces  (I)  et  (S*). 

La  relation  (18)  montre  que  -,  et  *-}-  ne  peuvent  pas  être  tous 

deux  positifs. 
De  là  ce  théorème  : 

Tandis  que  les  deux  surfaces  (<r)  et  (o-,),  applicables  l'une 
sur  l'autre,  sont  toujours  toutes  deux  convexes  ou  toutes  deux 
à  courbures  opposées  aux  points  correspondants,  les  deux  sur- 

od  pouyait  faire  tout  de  suite  P  =Q  =  S  =  0  dans  les  équations  (8)  et  (9);  mais 
l'équation  (11),  en  raison  de  sa  symétrie,  sert  de  vérification  au  calcul. 


P' 

Pi 

-*-£'« 

P 

Pi 

p' 

Œ» 

Pi 

Pi 

7 
-ha'* 
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jaces  (2)  et  (2f)  sont  Vune  convexe  et  Vautre  à  courbures  oppo- 
sées ou  toutes  deux  à  courbures  opposées,  mais  jamais  toutes 
deux  convexes. 

Supposons  que  Tune  des  deux  surfaces  (S),  (2|),  par  exemple 
(2),  soit  une  développable;  en  supposant  que  la  direction  princi- 
pale MX  soit  celle  de  la  génératrice,  on  a 

P  =  30 

et  l'équation  (18)  se  réduit  à 

(19)  a*pi-f-a'*pi  =  o. 

La  surface  (2|)  est  donc  toujours  à  courbures  opposées. 

Menons,  dans  le  plan  tangent  X,M,  Y,  à  (2,),  la  parallèle  M<  G, 
à  la  projection  de  la  génératrice  MX  sur  ce  plan ,  et  soit  X 
l'angle  X<M4Gt  ;  on  a 

-  =  tangA, 

et  par  suite,  en  vertu  des  relations  (16)  et  (19), 

—  £i  =  tang»  X  =  cot*  8, , 
Pi 


Par  conséquent  : 


•1 


Quand  l'une  des  sur/aces  (2),  (2|)  est  une  développable, 
(2)  par  exemple,  Vautre  (2|)  est  toujours  à  courbures  oppo- 
sées; la  projection  de  la  génératrice  de  la  première  (2)  sur  le 
plan  tangent  à  la  seconde  (méfait,  avec  Vune  quelconque  des 
directions  principales  de  cette  dernière  sur/ace,  un  angle  aigu 
égal  aux  angles  aigus  de  la  seconde  direction  principale 
de  (2,  )  avec  les  directions  asympto tiques  de  cette  même  surface. 

Supposons  maintenant  que  (2,)  soit  une  sphère,  c'est-à-dire 
que  (<t)  et  (g-,)  soient  applicables  V une  sur  Vautre  avec  inva- 
riabilité de  la  distance  des  points  correspondants  m  et  mt  (*). 

On  a  alors 


(')  Le  cas  où  c'est  (2)  qui  est  une  sphère  se  ramené  à  ce  cas-là  en  rempla- 
çant (a,)  par  sa  symétrique  par  rapport  à  l'origine  des  coordonnées. 


ri  lu  Million  ((8)  devient 

En  appelant  jj.  et -p'  les  angles  de  In  normale  a  la  sphère  (Si), 
nu  de  In  corde  mm,,  qui  lui  est  parai  !<■  If ,  avec  les  directions  prin- 
cipales MX  .1  MYdelïi.  on  a 

tt,  par  suite. 

psinV-*-p'  sin'fi'=o. 

ou  bien,  en  appelant  5  et  5'  les  distances  du  point  m  de  (»),  ou 
du  point  m,  de  (s),  aux  directions  principales  MX  et  MY  de  (S), 
et  en  prenant  a  et  p'  en  valeur  absolue 

De  là  ce  théorème  : 

5/  /<■!  extrémités  m  ei  m,  d'une  droite  de  longueur  con- 
stante sont  les  points  correspondants  de  deux  surfaces {y),  (<r,) 
applicables  l'une  sur  l'autre,  le  rapport  des  rayons  de  cour- 
bure de  la  surface  (S).  Uea  du  milieu  de  nurit  (surface  qui  est 
toujours  à  courl'itrcs  opposées)  est  égal  à  l'inverse  du  rapport 
ilrs  carrés  des  distances  du  point  m.  ou  du  point  m,,  aux  di- 
rections principales  de  cette  surface  (2). 


Cas  ou   l'use  des  surfaces  (-).  (-i)  est  l.n  plan. 

Dans  ce  cas,  on  arrive  très  facilement  aux  théorèmes  suivants  : 

Pour  que  la  surface  (2)  soit  un  plan,  il  faut  et  il  suffit  que 
les  deux  surfaces  (t),  (»,),  applicables  l'une  sur  l'autre, 
soient  égales. 

Pour  que  la  surface  (2,  )  soit  un  plan,  il  faut  et  il  suffit  que 
les  deux  surfaces  (t),  (?,)  soient  symétriques  par  rapporta  un 
point. 

Ces  théorèmes  sont  très  utiles  quand  on  a  besoin  de  s'assurer 
que  deux  surfaces  applicables  l'une  sur  l'autre  ne  sont  ni  égales, 
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Cas  ou  l'une  des  surfaces  (2),  (S«)  est  un  cylindre. 

Supposons  que  la  surface  (2)  soit  le  cylindre 

(20)  Z  =  F(X), 

parallèle  à  l'axe  des  Y  ('). 

Si  l'on  porte  l'expression  ci-dessus  de  Z  dans  l'équation  (5),  on 
obtient 

ce  qui  exige  que 

Zt=Y/(X)-i-<p(X). 

Les  équations  (3)  et  (4)  donnent  ensuite 

dX*   ~~         J'         dXdY        ' 
et,  conséquemment, 

On  lire  maintenant  de  la  seconde  des  équations  (2) 

W  =0' 
ce  qui,  rapproché  de  la  valeur  ci-dessus  de  -~>  conduit  à 

Y,=  —  CdX  ÎF'fdX. 
Enfin,  d'après  la  première  et  la  dernière  des  équations  (2),  on  a 

dXl  =_(Y/'+?')F\         ^  =  -/>/' 


dX 


àX 
et,  en  intégrant, 

X,  =  -  Y  f  F'/  dX  -  f  FV  dX. 

En  résumé,  la  surface  (S,)  est  définie  par 

X,  =  -  Y  f  F'/'  dX  -  f  F'?'  dXy 

(2I)  ^  Y,  =  -  fdX  fv/dX, 

Z,=  YF  +  o, 
(')  Le  cas  où  (S,)  serait  un  cylindre  se  ramène  au  cas  dans  lequel  (S)  est  cy- 
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expressions  qui  sont  linéaires  par  rapport  à  Y,  et,  d'après  les  re- 
lations (i),  les  surfaces  (*)  et  (o-|  )  ont  pour  équations 

(M)  V,  r,  =  Y  +  |rfX  |Vy  rfX, 

5î  *1  =  ±Y/-+-F±:o, 

les  signes  supérieurs  se  rapportant  à  (t)  et  les  signes  inférieurs 
à  (0*1);  ces  équations  sont  également  linéaires  par  rapport  à  Y. 

On  lit  immédiatement  sur  les  équations  (ai)  et  (22)  les  résul- 
tats ci-après  : 

(t)  est  une  sur/ace  réglée;  (at)  est  la  sur/ace  réglée  symé- 
trique par  rapport  à  l'axe  des  Y,  c'est-à-dire  à  la  direction 
des  génératrices  du  cylindre  (2),  de  la  sur/ace  réglée  appli- 
cable sur  (o-)  avec  parallélisme  des  génératrices  correspon- 
dantes. (2f)  est  une  sur/ace  réglée  admettant  un  plan  direc- 
teur perpendiculaire  aux  génératrices  de  (S).  Les  génératrices 
se  correspondent  sur  les  quatre  sur/aces  (o-),  (0*1),  (%)et  (Et). 

(a)  est  la  surface  réglée  la  plus  générale.  En  effet,  les  équa- 
tions (22)  montrent  que  le  cône  directeur  dépend  de  deux  seule- 
ment, F  et  /,  des  trois  fonctions  arbitraires  F,  f  et  o;  d'autre 
part,  si  Ton  calcule  le  paramètre  de  distribution  m  de  (*),  on 
trouve 


w 


ce  paramètre  ne  dépend  donc  également  que  de  F  cl  de  f\  on 
peut,  en  conséquence,  se  donner  arbitrairement  le  cône  directeur 
et  le  paramètre  de  distribution  de  (t)  et  la  surface  dépend  encore 
d'une  fonction  arbitraire  cp,  comme  cela  a  lieu  quand  elle  est  la 
plus  générale  possible. 

Étant  données  deux  surfaces  réglées  applicables  l'une  sur  l'autre 
avec  parallélisme  des  génératrices,  il  est  facile  de  reconnaître  que  la 
symétrique  de  Tune  d'elles  par  rapport  à  une  direction  quelconque 

lindrique  en  remplaçant  (?,)  par  sa  symétrique  par  rapport  à  l'origine  des  coor- 
données. Kn  général,  du  reste,  cette  opération  permet  de  ramener  le  cas  où  (S,) 
est  une  surface  donnée  quelconque  au  cas  où  c'est  (2)  qui  est  cette  surface. 
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forme  avec  l'autre  un  couple  pour  lequel  la  surface  (2)  est  un  cy- 
lindre. 

Mais  le  calcul  précédent  montre  que  c'est  là  le  seul  couple  pour 
lequel  (2)  soit  un  cylindre.  Ce  même  calcul  donne  d'ailleurs  une 
forme  simple  pour  les  équations  du  couple  le  plus  général  de  sur- 
faces réglées  applicables  l'une  sur  l'autre  avec  parallélisme  des 
génératrices  ;  ce  sont  les  équations  (  22  )  où  Ton  changerait  le  signe 
des  expressions  de  xy  et  de  s,,  c'est-à-dire 

[  x,  x\  =  —  Y  f  F'/'  d\  ±  X  -  /V?'  JX, 

*,  ^;  =  y/±f^?, 

en  désignant  par  x\  et  z\  les  valeurs  de  xs  et  de  zt  changées  de 
signe,  et  en  affectant  comme  précédemment  les  signes  supérieurs 

11  existe  des  relations  intéressantes  entre  la  surface  (S,)  et  les 
surfaces  (a)  et  (o-,)  définies  par  les  équations  (21)  et  (22). 

En  premier  lieu,  le  calcul  montre  que  la  ligne  de  striction  est, 
sur  chacune  de  ces  trois  surfaces,  définie  par  la  même  relation 

m' 

v-J, 

Par  conséquent  les  lignes  de  striction  se  correspondent  sur 
les  trois  sur/aces  (<r),  (a^)  et  (S|)  (elles  devaient  nécessairement 
se  correspondre  sur  (a)  et  (o-f)  qui  sont  applicables  l'une  sur 
l'autre). 

Si  l'on  calcule  ensuite  le  paramètre  de  distribution  m{  de  (2|), 
on  trouve 

mi=?'[/,+  (/F'/'rfX)î]' 

expression  qui,  rapprochée  de  la  valeur  obtenue  ci-dessus  pour  ro, 
conduit  à  la  relation 

Wy  _  1 

m 


/î+(/FV,rfX)1' 


or,  si  [3  est  l'angle  de  la  génératrice  de  (<r)  ou  de  (<T|  )  avec  l'axe 
des  Y,  c'est-à-dire  avec  les  génératrices  de  (I),   les  équations  (22) 
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de  (o-)  et  de  (o"«)  donnent 

■ 

cos*  p  =  - 


on  a  donc 

^=i-cos*p, 

GJ 

— ~  =  sin*p; 

on  peut  donc,  en  remarquant  que  [3  est  le  demi-angle  des  généra- 
trices de  (a)  et  de  (o-i),  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Si  deux  sur/aces  réglées  (o-),  (<r, ),  applicables  l'une  sur 
Vautre  avec  parallélisme  des  génératrices,  sont  disposées  de 
telle  sorte  que  le  lieu  (2)  du  milieu  de  la  corde  joignant  deux 
points  correspondants  soit  un  cylindre,  le  lieu  (2|)  de  l'extré- 
mité du  vecteur  parallèle  à  cette  corde  et  égal  à  sa  moitié 
est  une  surface  réglée  à  plan  directeur;  le  rapport  des  para- 
mètres de  distribution  de  (S|)  et  de  (<t)  ou  de  (t,  )  est  égal  au 
carré  du  sinus  du  demi-angle  des  génératrices  de  (a)  et 
de(<rt). 

Supposons,   en  particulier,   que  (S)  soit  un  cylindre  parabo- 
lique 


c'est-à-dire  que 


Z  =  -  X«, 

2 


F(X)=  -X». 

2 


Dans  ce  cas,  il  est  facile  de  faire  disparaître  les  intégrales  des 
équations  (a3);  il  suffit  de  remplacer  y  et  cp  par  une  dérivée 
seconde  ftt  et  une  dérivée  première  ©'  et  d'employer  l'intégration 
par  parties;  on  obtient 

*,*i=aY(/'-.X/f)±X  +  «(?-XT,j, 


a 


z,z\=     Y/'±jX«+o'. 

Il  suffit  alors  de  prendre  pour  f  et  y  deux  fonctions  algé- 
briques quelconques  pour  obtenir  deux  surfaces  réglées  algé- 
briques applicables  avec  parallélisme  des  génératrices. 

Cette  remarque  n'est  pas  sans  intérêt,  car,  étant  donnée  une 
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surface  réglée  algébrique,  il  ny  a  aucune  raison  pour  que  la  sur- 
face  réglée  applicable  sur  celle-ci  avec  parallélisme  des  généra- 
trices soit  elle-même  algébrique;  par  exemple,  si  la  première 
surface  est  un  hyperboloïde  de  révolution,  on  sait  que  la  seconde 
est  un  hélicoïde  réglé,  c'est-à-dire  une  sur/ace  transcendante. 

Cas  ou  la  surface  (S)  est  une  quidrique  dénuée  de  centre. 

L'équation  de  la  surface  (2)  peut  alors  s'écrire 

(a4)  Z  =  m«X«—  /i*Y«, 

m  et  n  désignant  deux  constantes  réelles  ou  purement  imagi- 
naires. 

En  portant  d'abord  l'expression  (-44)  de  Z  dans  l'équation  (5), 
on  voit  que  la  fonction  Z,(X,  Y)  doit  satisfaire  à  l'équation 


il  en  résulte  pour  Z|  l'expression 

Z,  =/'(mX4-nY)  +  ?'(mX-nY), 

/  et  o  étant  deux  fonctions  arbitraires  et  y,  ©'  désignant  les 
dérivées  de  ces  fonctions  par  rapport  à  leurs  arguments  respec- 
tifs. 

Les  équations  (3)  et  (4)  donnent  ensuite 

^T=  —  *m'n(/,-<p")-(-2/n*n'Y(.r-+-<?"), 

et,  par  intégration, 

^  =  a»w«Y(/+o')-a/n/i(/-ç')l 

en  négligeant  une  constante  que  l'on  peut  supposer  contenue 
dans  /'  ou  dans  cp'. 

On  tire  maintenant  de  la  seconde  des  équations  (a) 

^=*n>\(f-o), 


—  M 

exprès; 

iion   qui,   r; 

ipproeliée  Je   la  i 

aleur  ci-dessus  de 

dY, 
~ÔX~ 

p    cou- 

duït  a 

\ 

(  =*'»*ï  (/*-»- j*3 

-*«</-<?)■ 

En  fi 

n,  d'après 

la  première  et  I 

u   dernière  des  équ 

alioi 

«  («). 

on  a 

àX, 

àX   ~ 

-amiX*/--*-*'), 

<tX, 

35  " 

,-a»(.»X(/--?' 

'l  +  imnlZ-t'), 

et,  en  i 

nlégraul. 

X, 

=  _,„,.*,/-   , 

)^-»»(y+ï> 

Las 

urOice  (£,) 

est,  en  définitive, 

représentée  par  le 

iftp 

lations 

i  Xl 

=      *«(/«-*)- 

a«>X</'-»-T'), 

(*5) 

Y, 

ta*  Y  (/'-+-?'  ), 

et,  en 

vert»   des   i 

-dations  (i),   les 

surfaces  (t)  el  (t( 

)<» 

1  po„r 

équations 

*1»,=±im(/+T)TilhiX(/'+9,)  +  Xl 
j-,  j-,  =  +  J»  (/-  <p)  ±  an*  Y(/'  +  ?')  +  Y, 
ï,  *,  =  +(/'-*•?')+ m*  X*  —  n'Y', 


les  signes  supérieurs  se  rapportant  à  (?)  et  les  signes  inférieurs 

Pour  faire  une  application  des  équations  {26),  prenons 
/=     {(-X  +  .ï)., 


Les  surfaces  (2)  el  {ï,  ),  qui  ont  en  général  les  équations  (»4) 
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et  (a5),  ont  ici  pour  équations 

Z  =  -l(Xi-Y«), 

Y» 

Y,=:XY*-^, 

Z,  =  -L  XY. 

v* 

On  voit  que  (S)  es/  un  paraboloïde  hyperbolique  équilalère. 

Donnons  maintenant  au  système  d'axes  OX,  OY  une  rotation 

autour  de  l'origine,  dans  le  plan  XOY,  à  l'aide  des  formules  de 

transformation 

X  =  X'  cos  a  —  Y'  sin  a, 

Y  =  X'  sin  a  -+-  Y'  cos  a, 
et  prenons  pour  a  l'un  des  angles  définis  par 

T 

cos  2  a  =  —  sin  9.  a  =  —  • 

On  trouve  que  les  deux  surfaces  (S)  et  (S4)  ont  pour  équation, 
avec  les  nouvelles  coordonnées  X',  Y',  Z  et  X',,  Y',,  Zl?  en  sup- 
primant les  accents 

\i  y* 

Z=  —  -+-XY  —  —, 


x, 



—  XY» 

X» 

Y, 

— 

—  X*Y 

Y» 

z, 

= 

X* 

_±_  +-XY+- 

2 

Yt 

2 

Pour  obtenir  les  équations  de  (<r)  et  de  (ff,),  il  suffit  d'appli- 
quer les  relations  (  î  )  à  ces  nouvelles  coordonnées,  car  le  chan- 
gement d'axes  n'a  pas  modifié  les  relations  géométriques  qui 
existent  entre  les  quatre  surfaces  (o*),  (<J«),  (2),  (Si)  ;  on  trouve 
ainsi,  en  continuant  de  désigner  par  x^y,  c,  x^y^z^  les  coor- 
données de  (t)  et  (<T|  )  après  le  changement  d'axes 

*  =  X-XY*-+-~,         * ,  =  X  -t-  X  Y  «  —  ±- , 

(27)  {  y»  Y* 

V  =  Y  -  X»  Y  -i-  -L ,  r ,  =  Y  -h  X»  Y  -  -L , 

^=2XY.  5i  =  X«— Y*. 
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On  reconnaît  en  (a- ,)  la  surface  minima  d'Enneper  rapportée 
à  ses  lignes  de  courbure. 

Quant  à  (a),  si  l'on  calcule  pour  cette  surface  les  six  rotations 
Pi  Çj  /*>  Ptj  (]\i  f°i  considérées  par  Codazzi,  py  q,  r  se  rapportant 
au  déplacement  le  long  de  la  courbe  Y  =  const.,  et  /?,,  qt,  rt  au 
déplacement  le  long  de  la  courbe  X  =  const.,  on  trouve 

Pl=zq  =  o. 

Cela  veut  tlire  que,  sur  (a),  X  et  Y  sont  les  paramètres  des 
lignes  asympto tiques  ;  ainsi  les  lignes  asvmptotiques  de  (?)  cor- 
respondent aux  lignes  de  courbure  de  (?<)  et  sont  par  suite  rec- 
tangulaires ;  il  suit  de  là  que  (t)  est  la  sur/ace  minima  adjointe 
à  la  sur/ace  d'Enneper. 

Si  Ton  désigne  par  c,  c',  d1  les  cosinus  directeurs  de  la  nor- 
male à  (a)  et  parc,,  c\y  c\  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
à  (?i)>  ces  normales  étant  dirigées  de  manière  à  former  avec  les 
tangentes  aux  courbes  X  =  const.  et  Y  =  const.  deux  trièdres 
de  même  signe  attachés  aux  deux  surfaces,  on  trouve 

—  iY 


c 

r- 

I  ■+- 

-2X 
X*-H 

T*' 

c' 

■ — 

a  Y 

1  -h 

X*-+- 

Y»' 

c" 

I  — 

X*- 

Y* 

-=-r-  9 

^T.  >  Ci  = 


-7.X 


c«        i+X»-+-Yî' 


i_X*— Y* 


.* 


i  +  X*+Y«  l       i  +  X*+Y* 

expressions  qui  montrent  que  les  normales  aux  deux  sur/aces 
deviennent  parallèles  et  de  même  sens  si  Von  donne  à  (t) 
une  rotation  positive  de  900  autour  de  Oz. 
En  résumé  : 

La  surface  minima  d'Enneper  et  son  adjointe  peuvent  être 
disposées  de  manière  que  le  lieu  des  milieux  des  cordes  joi- 
gnant les  points  correspondants  soit  un  paraboloïde  hyperbo- 
lique équilatère. 

Cas  ou  la  surface  (S)  est  une  quadrjque  a  centre. 

L'équation  de  la  surface  (S)  peut  s'écrire,  dans  ce  cas, 
•  X»       Y»       Z* 

a,  b,  c  étant  réels  ou  purement  imaginaires. 
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Supposons  calculées  les  coordonnées  de  la  surface  correspon- 
dante (S,);  les  coordonnées  des  deux  surfaces  (a)  et  (o^)  appli- 
cables l'une  sur  l'autre  ont,  comme  nous  le  savons,  pour  coor- 
données 


(28) 


Posons 


<*9) 


x  =  X  -h  X|, 

X\  =  X  —  X|, 

/  =  Y  +  Y„ 

^.  =  Y-Y„ 

5  =  Z-f-Z,, 

*t=Z—  Z|. 

/   X 

1  —  —  X' 
1  a  "      ' 

aX|  =  X'|, 

h=Y' 
1 

6Y,=  Y'„ 

?-Z' 

cZi  =  Z|. 

Ainsi  qu'on  le  voit  ^ut  de  suite,  les  deux  surfaces  (0^)  et^o-',), 
de  coordonnées 

Ix  ^^  j\  "~t"*  a<  1  *r  1  -~  -^  "™ ™"*  ^1  j 
y=Y'+Y'„  y,  =  Y'-Y'lf 
£  =  Z  -+-  Z| ,         /3|  =  Z  —  Zt , 

sont  aussi  applicables  Tune  sur  l'autre.  Or,  pour  celles  ci,  les 
deux  surfaces  jouant  le  rôle  de  (S)  et  de  (Si),  surfaces  que  nous 
désignerons  par  (£')  et  (£'<),  ont  pour  coordonnées  respectives 
X',  Y',  Z' et  X',,  Y',,  Z'f,  et  (S')  satisfaite  l'équation 

X'î+y'«-t-Z'«—  1  =  0, 
c'est-à-dire  que  (£')  est  une  sphère. 

Ainsi,  à  tout  couple  (a),  (*,  )  de  sur/aces  applicables  tel  que 
(S) soit  une  quadrique  à  centre,  correspond  un  couple  (J)  (<r\) 
tel  que  (S7)  soit  une  sphère. 

La  réciproque  est  vraie  et  se  démontre  en  remontant  des  équa- 
tions (3o)  aux  équations  (28)  à  l'aide  de  la  transformation  (29). 

Or,  si  le  couple  (d7),  (*',)  est  tel  que  (2')  soit  une  sphère»  le 
couple  composé  de  (d7)  et  de  la  surface  (<r'2)  symétrique  de  (<t\) 
par  rapport  à  l'origine  est  tel  que  la  corde  joignant  les  points 
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correspondants  ait  une  longueur  constante.  Par  conséquent,  la 
recherche  des  couples  (a-),  (a*!  )  de  surfaces  applicables  tels  que 
la  surface  (S)  soit  une  quadrique  à  centre  se  ramène  à  la 
recherche  des  couples  de  surfaces  (<x'),  (<x'2)  applicables  avec 
invariabilité  de  la  distance  des  points  correspondants. 

Ces  couples  (^),  (v2)  ont  été  étudiés  par  Ribaucour. 

Récemment,  M.  Caronnet  a  donné  un  moyen  simple  et  élégant 
de   calculer   leurs   coordonnées   que  j'appelle  x\  y,  £  et  xty 

En  se  reportant  au  travail  de  M.  Caronnet,  dans  lequel  il  faut 
faire  1=2,  puisque  la  transformation  (29)  rend  égale  à  a  la  lon- 
gueur constante  des  cordes  joignant  les  points  correspondants 
de  (t')  et  de  (ff',),  on  voit  que  les  coordonnées  de  ces  deux  sur- 
faces sont,  avec  nos  notations*,  définies  par  les  relations 

x\  y,  v  =  xi,  Y't,  z;-f-x',  y,  z', 

x\i  y i>  ^î  =  X,,  Y|,  iél  —  X,  Y,  z , 
en  prenant 

(Jl)  X'=^±4,         Y'=fi=i,         Z'=l^|, 

et,  pour  Xj,  Y'j,  Z',,  les  racines  des  trois  équations 


W    <«) 


(i-P')X'1+.'(i  +  P,)Y;--2pZ'1=4B, 
(  1  —  a»)X',  —  i(  1  -+- a»)  Y;—  iolZ\  =  4  A, 
(cM.p)  X', +*(«-?)  Yi-i-Ci-a^Zi 

=  a(A  jj  h-B»)  — (1  -+-«?)(  A'h-B'), 


À  est  une  fonction  arbitraire  de  a,  et  B  une  fonction  arbitraire 
de£. 


(')  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XXI,  p.  i3'(. 
(')  Je  signale  ici  une  erreur  d'impression  au  commencement  de  l'équation  (5') 
du  travail  de  M.  Caronnet  ;  il  faut  lire 

—  (»  +  $)x  -+- 

Je  remplace  d'ailleurs,  dans  ce  travail,  A  par  4  A,  et  B  par  4B. 


—  240  — 
En  résolvant  le  système  (  32  )  par  rapport  à  \\ ,  Y', ,  Z', ,  on  trouve 


(33) 


,  _  a(A-+-B)—  («-+-p)(A'-hB') 
Y,  _  .  a(A-B)  —  (a— BKA'-j-B') 
7,  __       a(Ap-4-Bg)-Mi  — ap)(A'-t-B') 


Des  expressions  (3i)  et  (33),  et  des  relations  (29),  on  déduit 
aisément  X,  Y,  Z,  X! , Yt ,  Z, ,  et  ces  valeurs  portées  dans  les  équa- 
tions (28)  donnent  enfin,  pour  les  équations  des  couples  (a-),  (a-,  ) 

applicables  de  manière  que  (2)  soit  une  quadrique  à  centre, 

a(a  4-  p)  ±  -  [2(A  h-  B)-  (a  -4-  £)(  A'  4-  B')J 

*'  Xl  = 2 TT"^ • 

(34)    ;  6(«-P)±jh(A-B)-f«-P)(A'+B')] 

'•  "  =  i TT^ 

c(i  -  ap)  qp  --  [2(  A  p  +  Bi)  +  (i-  a?)(A'-t-  B')] 


-#,   -»i  — 


1  -+-  ajiJ 


les  signes  supérieurs  se  rapportant  à  (œ),  et  les  signes  inférieurs 
à  (<x,  ). 

Pour  que  (a*)  et  (a*!)  soient  des  surfaces  réelles,  il  faut  : 

i°  Si  (2)  est  un  ellipsoïde,  c'est-à-dire  si  a,  6,  c  sont  réels, 
que  a  et  [3,  A  et  B  soient  imaginaires  conjugués  ; 

20  Si  (S)  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  c'est-à-dire  si  a  et  c 
sont  réels  et  b  purement  imaginaire,  que  a,  [3,  A,  B  soient  réels  ; 

3°  Enfin,  si  (2)  est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes,  c'est-à-dire 
si  c  est  réel  et  a,  b  purement  imaginaires,  que  a  et  —  j3,  A  et  —  B 
soient  imaginaires  conjugués. 

Si  Ton  fait  a  =  b  =  c  =  -  dans  les  équations  (34),  et  si   l'on 

change  les  signes  de  x{ ,  y{ ,  z{ ,  ces  équations  définissent,  sous  une 
forme  assez  simple,  les  couples  de  surfaces  applicables,  tels  que 
la  corde  joignant  les  points  correspondants  soit  constante  et 
égale  à  /. 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU  6  NOVEMBRE  1893. 

PRKSIDENCR   DR   M.   (iOURSAT. 

Communications  : 

M.  Fourct  :  Sur  la  nouvelle  méthode  de  M.  Vazq.uez  Prada 
pour  V extraction  des  racines  des  nombres  entiers. 

M.  Poincaré  fait  quelques  observations  sur  ce  sujet. 

M.  Adam  :  Sur  un  problème  de  déformation. 

M.  Laisant  transmet  deux  Notes,  l'une  de  M.  Lémeray  Sur  les 
fonctions  itératives,  l'autre  de  M.  Dclannoj  Sur  une  question 
de  probabilités  traitée  par  d'Alembert. 


SÉANCE  DU  20  NOVEMBRE  1894. 

PRÉS1DENCK    DE   M.    GOCRS4T. 

Elections  : 

Sont  élus  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  Duporcq, 
présenté  par  MM.  Laisant  et  Lemoinc;  M.  Beudon,  présenté  par 
MM.  Picard  et  (Joursat. 

Communications  : 

M.  Fouret  :  Sur  une  extension  de  la  méthode  de  M.  Vazqucz 
Prada y  à  la  recherche  des  racines  des  équations  numériques. 

M.  RafTy  :  Sur  les  surfaces  minima  et  leurs  adjointes. 

M.  Goursat  :  Remarque  sur  la  construction  d'une  courbe 
algébrique  aux  environs  d'un  point. 


xxiii.  17 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


NOTE  SUR  UNE  CONSTRUCTION  APPROCHÉE  DU  DÉVELOPPEMENT 
DE  LA  CIRCONFÉRENCE  ET  REMARQUES  DIVERSES; 

Par  M.  E.  Lemoine. 

I. 

M.  Bioche,  à  la  séance  du  6  mars  1896,  a  montré  que  Ton  pou- 
vait, avec  une  erreur  inférieure  aux  erreurs  généralement  appré- 
ciables dans  un  tracé  graphique,  trouver  soit  la  longueur  d'une 
circonférence  de  rayon  donné,  soit  le  rayon  d'une  circonférence 

de  longueur  donnée,  en  remarquant  que  y/3  -h  y^  et  y/3 —  y/â 

étaienl  respectivement  des  valeurs  approchées  de  tz  et  de  —  > 

parce  que  cela  exprime  que  la  longueur  approchée  de  la  demi- 
circonférence  peut  s'obtenir  en  ajoutant  le  côté  du  carré  inscrit 
au  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit. 

D'un  autre  côté,  si  l'on  veut  avoir  le  rayon  d'une  circonférence 
dont  la  demi-longueur  est  connue,  il  suffit  de  prendre  la  diffé- 
rence du  côté  du  triangle  équilatéral  et  du  côté  du  carré  inscrit 
dans  la  circonférence  qui  a  pour  rayon  la  longueur  donnée  de  la 
demi-circonférence  dont  on  cherche  le  rayon.  En  effet,  puisque 
l'on  a  approximativement 

y/3  -+-  \f'i  =  11         et  que         (y/3  —  y/a  )  (y3  -+-  yj'i )  =  1 , 
on  a  approximativement  ^3  —  y/2  =  -  ( l  ). 

Comme  y/3  =  1  ,^32o5. .  . ,  que  y/ 2  =  i94I4^1  •  •  -9  on  a 

y/2  -+-  y/3  =  3,14^)26. .. ,         7z  =  3,14139. .  ., 
La  différence  étant  0,00467. . . ,  on  obtient  la  longueur  de  la 


(')  Notons  ici  un  moyen  mnémonique  assez  curieux,  qui  m'a  été  indiqué  autre- 
fois, de  retenir  le  nombre  -  avec  7  décimales  ;  ce  nombre  csl  0,3183098 ...  et  on 
l'énonce  ainsi  :  Les  3  journées  de  i83o  et  le  renversement  de  S9. 
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demi-circonférence  à  moins  d'un  £  centième  près  de  la  valeur  du 
rayon,  par  excès.  On  a 


-  =  o,3i83o. . . , 


v/3  —  y/a  =  o,3 1 784 ...  ; 


la  différence  est  o,ooo46. . . . 

On  a  donc  le  rayon  à  moins  de  £  millième  près,  par  défaut,  de 
la  longueur  de  la  demi-circonférence. 

Ces  constatations  faites,  il  m'a  semblé  utile  d'évaluer,  par  la 
Géométrographie,  le  symbole  de  ces  constructions. 

i°  Une  circonférence  étant   tracée,  construire  sa  demi-lon- 
gueur. 

La  construction  de  M.  Bioche  étant  d'ajouter  les  côtés  du 
triangle  équilatéral  et  du  carré  inscrit  il  s'agit  de  l'exécuter 
le  plus  simplement  possible;  voici  ce  que  je  trouve  pour 
cela  : 

Je  mets  la  pointe  du  compas  {fig.  1)  en  un  point  quelconque  B 

Fig.  1. 


de  la  circonférence  donnée  de  centre  O Op.  :  (C2), 

je  prends  BO  et  je  trace  B(BO)  qui  coupe  O(BO)  en  G  et  D 

Op.  :(C,  +  C8), 
je  trace  C(BO)  qui  coupe  B(BO)  en  P. .     Op.  :  (Ct  -f-  C3), 

je  trace  PO Op.  :  (2R,  +  Ra) 

qui  coupe  la  circonférence  donnée  en  K  entre  O  et  P. 

A  partir  de  ce  moment  je  peux  opérer  de  deux  façons  (a)  et 
(b)  également  simples. 
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(a).  Je  trace  KD Op.  :  (2R,  H-  R2), 

je  trace  D(DC).. Op.  :  (2C1  -f-  C3), 

qui  coupe  KD  en  I  dans  le  sens  KD  et  en  F. 

Kl  =  KD  +  CD  =  y/a  -+-  y/3,      est  la  demî-circonférence. 

Op.  :(4R,  -h2R2  +  4C,-hC2-h3C3). 
Simplicité  :  i4;  exactitude:  9;  2  droites,  3  cercles. 
(6).  Je  prends  CD  (fig.  2) Op.  :(2C|), 

Fig.  a. 

;j 

.  -  ^ ... 


p\*4: 


ot 

1 

xi- 


D 


je  trace  K(CD) Op.  :  (C,  -H  C.), 

qui  coupe  KP  en  E  dans  Je  sens  KO;  la  pointe  étant  en  K, 

je  prends  KD Op.  :  (Ci), 

et  je  trace  K(KD) Op.  :(C3), 

qui  coupe  PO  en  J  dans  le  sens  OP  et  en  J'  : 

EJ  =  KE  -+-  KJ  =  y/3  -h  y/2     est  la  demi-circonférence  cherchée. 

Op.  :  (*Rf  -+-  R2  +  6C,  -h  C2  +  4C3). 

Simplicité  :  14  ;  exactitude  :  9;   1  droite,  4  cercles. 

a°  La  longueur  l  d' une  demi-circonférence  étant  donnée,  trou- 
ver son  rayon . 

(a'),  (b').  En  prenant  une  des  extrémités  O  de  /  pour  centre  et 
/  pour  rayon,  je  décris  une  circonférence  BCD  (Jig*  2)  et 

(fig-  3)- • Op.  :  (aC,  -F  C,  ), 

et,  en  faisant  sur  ces  circonférences  les  mêmes  constructions 
que  précédemment,  Kl'(a')  (fig*  1)  ou  J'E(6')  (fig.  2)  me 
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donnent  le  rayon  cherché  par  le  symbole 

Op.  :  (4  Rf  +  aR2  -+-  6C,  -h  C2  -h  4 C«). 

Simplicité  :   17;  exactitude  :  11;  2  droites,  4  cercles, 
.     pour  la  première  construction  («'),  ou 

Op.  :  (aR,  -h  R2  +  8C,  +  C2  -h  5C3). 

Simplicité  .'17;  exactitude  :  11  ;  1  droite,  5  cercles, 
pour  la  seconde  (bf). 

Ces  constructions,  d'une  extrême  simplicité,  comme  l'on  voit, 
m'offrent  une  occasion,  trop  démonstrative  pour  que  je  ne  la  saisisse 
pas,  de  faire  toucher  du  doigt  l'affirmation  faite  par  moi  si  sou- 
vent, que  les  géomètres  les  plus  habiles  ne  peuvent  absolument 
pas  se  rendre  compte  de  la  simplicité  ou  de  la  complication  d'une 
construction,  s'ils  ne  la  mesurent -pas  géométrographiquement  et 
qu'ils  sont  toujours  bercés  par  la  simplicité  du  langage,  ce  qui  en 
est  tout  à  fait  différent. 

A  la  séance  du  20  mars  1895,  M.  Maurice  d'Ocagne  s'exprimait 
ainsi  : 

«  M.  Bioche,  observant  que 

\Ji  -+-  y/3  =  3,i463. . .  =zit  -h  0,0047 *  •  •> 
a  déduit  un  procédé  approché  de  rectification  du  cercle  consistant 

à  construire  géométriquement  y/2  et  y/3  et  à  ajouter  les  segments 
ainsi  obtenus;  je  ferai  remarquer  qu'il  est  très  facile  de  construire 

directement  y/2  -f-  y/3.  » 

Puis  il  énonce  le  mode  de  construction  suivant  (Journal  de 
Mathématiques  élémentaires,  de  M.   de    Longchamps,    1895, 

P-77): 

«  Dans  le  cercle  ABA'  dont  le  rayon  est  pris  pour  unité  (Jig.  3) 
tirons  le  rayon  OB  à  45°  sur  OA'.  La  parallèle  à  OA',  menée 
par  B,  coupe  la  tangente  en  A'  au  point  C.  La  bissectrice  de 
l'angle  COA  coupe  la  tangente  en  A  au  point  D,  tel  que 
AD  =  y/â  4-  y/3 .    » 

Or,  pour  exécuter  cette  construction,  il  faut  : 
i°  Tracer  une  droite  OAA' Op.  :  (R,  +R2); 
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a0  Tracer  la  perpendiculaire  OK.  à  AA'  au  point  O  centre  du 

cercle Op.  :  (2R,  -+-  R2  -h  2C,  -f-  2C3); 

3°  Tracer  la  bissectrice  OB  de  l'angle  A'OK. 

Op.  :(2RI+R24-C,-+-CS), 
après  cela  : 

4°  Tracer  la  tangente  en  A'. . .     Op.  :  (2R1  -+-  R2  -+-  2C1  -f-  C3); 

Fig.  3. 


5°  Tracer  la  parallèle  à  OA'  mené  par  B. 

Op.  .(2R.+R2 +  30,-1-03); 

6°  Tracer  OC Op.  :  (aR.+Rj); 

70  Tracer  la  bissectrice  de  l'angle  COA.  % 

Op.:  (2R,  -t-R2-t-aC,  -+-2C3); 
8°  Tracer  la  tangente  en  A...     Op.  :  (2R,  -*-R2  -h  2C4  -f-  Cs). 

Op.  :  (i5R,  +8Rs  +  iaC,  +8C,). 

Simplicité  :  43;  exactitude  :  27  ;  8  droites,  8  cercles. 

La  comparaison  des  deux  constructions  est  instructive,  parce 
que  la  simplicité  du  problème  met  en  évidence  les  causes  géné- 
rales de  l'illusion  forcée  (sur  ce  point)  du  géomètre,  fut-il 
Chasles  ou  Newton,  qui  groupe  en  un  mot  des  opérations  multi- 
ples et  ne  laisse  sur  la  figure  que  les  lignes  nécessaires  pour  lier 
le  résultat  et  les  données,  par  le  raisonnement;  aussi  la  figure  tra- 
cée par  M.  d'Ocagne  {fig-  3)  et  qui  exige  43  opérations  élémen- 
taires, paraît-elle  plus  simple  que  les  Jig.  1  et  2  qui  n'en  exigent 
que  i4,  mais  où  tous  les  tracés  sont  effectués. 
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La  préoccupation  de  la  simplicité  réelle  du  trait  a  été  si  étran- 
gère jusqu'ici  aux  spéculations  géométriques  que  les  choses  les 
plus  évidentes  ne  sont  pas  observées;  ainsi  le  tracé  de  la  tangente 
en  A  (n°  8)  était  inutile,  puisque  la  longueur  AD  eût  été  aussi 
bien  marquée  par  la  bissectrice  de  l'angle  GO  A,  sur  la  tangente 
en  A'  déjà  tracée,  mais  comme  le  géomètre  ne  se  pose  jamais  la 
question  de  la  simplicité  du  tracé  effectué,  ce  qui  est  toute  la 
Géométrographie,  de  pareils  détails  n'arrêtent  pas  son  attention. 

Remarquons  encore  que  j'ai  opéré  cette  construction  avec  une 
très  grande  économie,  si  Ton  admet,  comme  cela  doit  être  dans  l'es- 
pèce, qu'elle  est  exécutée  par  quelqu'un  qui  ne  pratique  pas  les 
procédés,  et  qui  surtout  n'a  pas  les  préoccupations  géométrogra- 
phiques;  car,  par  exemple,  pour  2°  et  3°  les  constructions  sont  sim- 
plifiées parce  que  je  me  sers  des  points  A  et  A' comme  centres  des 
arcs  de  cercle  nécessaires  au  tracé  de  la  perpendiculaire,  puisque 
je  me  sers  d'un  de  ces  arcs  de  cercle  (celui  qui  a  pour  centre  A') 
pour  tracer  la  bissectrice. 

Pour  4°>  au  lieu  d'employer  la  méthode  classique,  je  décris  le 
cercle  A' (A'O)  qui  coupe  OBen  un  point  de  la  tangente 
en  A',  puisque  A'OB  =  45°. 

Pour  5°,  au  lieu  d'employer  la  méthode  classique,  je  trace  le 
cercle  A(A'B)  qui  coupe  le  cercle  donné  en  (3  et  je 
trace  B(3. 

Pour  70,  je  me  sers  des  points  B  et  A  comme  centres  des  arcs  de 
cercle  nécessaires. 

Pour  8°,  je  prends  à  partir  de  K,  où  CB  coupe  la  perpendicu- 
laire OK  à  AA',  KG'  =  KC,  puis  je  trace  AG'. 

Sans  ces  économies  le  symbole  eût  été  beaucoup  plus  élevé. 
Si  l'on  admet  l'emploi  de  l'équerre  (  •  )  les  opérations  \ °,  6°,  70  ne 


(')  Nous  avons  indiqué  (Tome  XX,  page  i3a;  1892),  les  symboles  adoptés  pour 
la  Géométrographie  appliquée  à  la  Géométrie  canonique  de  Grecs,  de  la  droite  et 
du  cercle,  où  les  seuls  instruments  permis  sont  la  règle  et  le  compas;  quand  on 
se  sert  de  l'équerre,  ce  qui  est  indispensable  en  Géométrie  descriptive,  en  Statique 
graphique,  etc.,  il  faut  y  ajouter  de  nouveaux  symboles  (voir  Association  fran- 
çaise pour  l'avancement  des  Sciences^  Congrès  de  Caen,  1894);  nous  allons  les 
définir  ici  pour  l'intelligence  de  ce  qui  suit  : 

Placer  le   bord  d'une  règle  ou  d'une  équerre  en  coïncidence  avec   une  droite 
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sont  pas  modifiées,  mais  a°  et  4°  faites  ensemble  donnent 

Op.  :  (2R't  -+-  2R2  •+-  2E). 

5°  donne Op.  :  (aR',  +R2  +  E), 

je  supprime  8°  reconnue  inutile  ;  seulement  pour  3°  je  ne  puis  plus 
utiliser  Tare  de  cercle  qui  avait  A  pour  centre,  puisqu'il  n'est  pas 
tracé,  le  symbole  est  donc. . .  Op.  :  (aRi  -f-  R*  -h  2C|  -t-  2C3), 
de  sorte  que  le  symbole  total,  avec  l'équerre,  de  la  construction 
de  M.  d'Ocagne,  sera 

Op.  :  (7Rf  +  4R',  -h  7R2  H-  3E  -f-  4C,  -f-  4C3). 
Simplicité  :  29;  exactitude  :  1 8  ;  7  droites,  4  cercles. 
En  admettant  l'équerre,  la  construction  (a)  donne 

Op.  :  (2R,  +2K',  4-  aR*  -4-E-I-2C,  -f-C2  +  'iC3). 
Simplicité  :  12;  exactitude  :  8;  2  droites,  2  cercles  ; 
et  la  construction  (b) 

Op.  :  (2R;  +  R,  -h  E  +  4C,  +  C,  -h  3C3). 
Simplicité  :  12;  exactitude  :  8;  1  droite,  3  cercles. 

Depuis  cette  Communication,  M.  Rioche  nous  a  fait  savoir  que 

la  remarque  sur  la  valeur  de  ^2  -h  y/3  avait  déjà  été  faite,  ainsi 
qu'on  le  lui  avait  signalé.  On  trouve,  en  effet  (Géométrie  d'Amiol, 
revue  par  Vinléjoux,  page   171),  cet  exercice  : 


tracée  s'assimile  spéculativement  à  l'opération  de  la  Géomélrographic  de  la 
règle  el  du  compas  :  mettre  le*  bord  de  la  règle  en  coïncidence  avec  deux  points, 
c'est-à-dire  :  Op.  :  (aR,),  mais,  dans  le  but  de  mettre  en  évidence  dans  le  symbole 
d'une  construction  le  rôle  que  l'équerre  y  a  joué,  nous  le  désignerons  par 
Op.  :  (aR'j);  nous  désignons  aussi  par  Op.  :(2R',)  :  mettre  le  bord  de  la  règle 
en  coïncidence  avec  deux  points  lorsque  cela  sera  fait  pour  se  servir  de 
l 'équerre. 

Nous  ne  comptons  pas  l'opération,  toute  mécanique,  de  plaquer  l'équerre  sur 
la  règle  ou  la  règle  sur  l'équerre. 

Faire  glisser  l'équerre  sur  la  règle  jusqu'à  ce  que  le  bord  de  l'équerre  passe  par 
un  point  placé,  sera  Op.  :  (E).  C'est  à  cela  que  se  réduisent  les  symboles  relatifs 
à  l'emploi  de  l'équerre.  Tracer  avec  l'équerre  une  droite  passant  par  un  point  et 
parallèle  (ou  perpendiculaire  si  l'on  admet  l'équerre  aussi  pour  tracer  les  perpen- 
diculaires) sera 

Op.  :  (aR',  +  E  +  RJ. 

Simplicité:  \;  exactitude  :  3;  1  droite. 
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Vérifier  que  la  somme  des  côtés  du  triangle  équilatéral  et 
du  carré  inscrits  dans  un  même  cercle  surpasse  la  moitié  de 
la  circonférence  d'une  quantité  moindre  que  £  centième  de 
rayon. 

IL 

Je  vais  indiquer  une  construction  très  simple  que  j'ai  trouvée 
autrefois  et  qui  n'est,  peut-être,  pas  connue,  pour  avoir  la  lon- 
gueur approximative  du  quart  d'une  circonférence  tracée  et  dé- 
crite sur  une  droite  tracée  AB  comme  diamètre.  Elle  s'appuie  sur 
la  remarque  suivante  : 

Le  cosinus  du  plus  petit  angle  qui  a  pour  sinus (côté 

du  décagone  inscrit  dans  le  cercle  de  rayon  i)  est 


•■ 


- —  =  0,7861    ..  et  -=0,78539...; 


c'est  le  quart  de  la  circonférence  qui  a  AB=i  pour  diamètre. 
La  différence  de  ces  nombres  étant  0,0007...,   on  voit  que  si 

sur  le  cercle  de  diamètre  AB,  on  a  une  corde  AH  = >  BII 


sera  i/ ou  le  quart  de  la  circonférence  du  diamètre  AB. 

L'approximation  est  un  peu  plus  grande  que  dans  la  construction 
déduite  de  y/2  -f-  y/3. 

Je  trace  A(AB)  (fig.  4)  qui  coupe  AB  en  B',  puis  B'(AB)  qui 
coupe  A(AB)  en  C  et  en  C,  puis  C'(AB)  qui  coupe  B'(AB)  en  D, 
puis  AD  qui  coupe  A(  AB)  en  E  entre  D  et  A 

Op.  :(2Rl+R24-4Cl-f-3C3), 
je  trace  C(CE)  qui  coupe  AB  en  G  entre  A  et  B. 

Op.rCiC-f-OO), 


(  ')  Il  est  facile  d'établir  que  A. G  =  — -;  AG  est  donc  le  plus  grand  segment 

de  AB  divise  additivement  en  moyenne  et  extrême  raison:  le  cercle  C(CE)  cou- 
perait AG  et  G'  qui  donnerait  le  point  de  division  de  AB  en  moyenne  et  extrême 
raison  par  segments  souslractifs. 
Remarquons  en  passant  que  ce  tracé  peut  être  considéré  comme  celui  du  tracé 
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je  trace  A(ÀG) Op.  :  (2C1  -h  C5), 

qui  coupe  le  cercle  donné  en  H;  la  longueur  BH,  qu'il  n'y  a  pas 
besoin  de  tracer,  est  la  longueur  cherchée  obtenue  par 

Op.  :  (2R,  -+-R*  -+-  8G,  +  5C3). 

Simplicité  :  i6;  exactitude  :  10;   i  droite,  5  cercles. 

En  employant  l'équerre,  on  ne  pourrait  l'utiliser  que  pour  dé- 

Fig.  4- 


K_     # 


terminer  le  point  E,  en  menant  la  perpendiculaire  à  B'C  passant 
par  A;  le  symbole,  très  peu  plus  simple,  serait 

Op.  :(2Rrl  +  R2  +  E4-:Cl  +  4C3). 

Simplicité  :  i5;  exactitude;  10;  î  droite,  4  cercles. 

M.  Mannheim  a  modifié  cette  construction  d'une  façon  heu- 
reuse (non  pour  modifier  le  symbole,  qui  est  identique  dans  les 
deux  cas,  mais  parce  que  la  construction  est  mieux  ramassée,  plus 
parlante),  de  la  façon  suivante  : 

Je  trace  A(AB)  (jig-  5)  qui  coupe  AB  enB'.  Op.  :  (2C1  4-C3), 
puis  la  perpendiculaire  à  AB  menée  par  A. 

Op.  :  (2R,  h-R2  -h  2C,  -h  2C3), 


d'une  droite  AB  en  moyenne  et  extrême  raison  par  le  symbole 

Op.:  (2RJ-t-Ra4-6C,-+-.<iCJ). 
Simplicité:  i3;  exactitude:  8;  1  droite,  4  cercles, 
et  nous  n'en  connaissons  pas  de  plus  simple. 
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elle  coupe  A(AB)  en  C,  je  trace  O(OC),  O  étant  le  milieu  de  AB. 

Op.  :(*C,+  G,), 
elle  coupe  AB  en  G  entre  A  et  B';  je  trace  A(AG)  qui  coupe  la 

Fig.  5. 


B 


circonférence  donnée  en  H Op.  :(2Cf  -h  G3). 

La  dislance  BH  est  le  quart  de  la  circonférence  donnée. 

Op.  :  (2R,  4-R2  +  8G,  4-5C3). 

Simplicité:  16;  exactitude  :  10;  i  droite,  5  cercles. 

Je  ferai  remarquer  que,  si  l'on  admet  l'usage  de  l'équerre  aussi 
pour  mener  les  perpendiculaires,  la  construction  de  M.  Mann- 
heim  a  un  léger  avantage  sur  la  mienne  faite  également  avec 
l'équerre,  car  la  perpendiculaire  à  AB,  menée  par  A,  se  trace  par 

le  symbole Op.  :  (aR',  4-  R2  -h  E), 

de  sorte  que  le  symbole  total  est 

Op.  :  (aR'f  -h  R2  +  E  +  6C,  +  3C3). 

Simplicité  :  i3;  exactitude  :  9;   1  droite,  3  cercles. 

Il  faut  cependant  signaler  que  ma  construction  n'exige  pas  que 
le  centre  de  la  circonférence  donnée  soit  placé.  S'il  ne  Tétait  pas, 
la  construction  de  M.  Mann  heim  exigerait  qu'on  le  plaçât  d'abord 
et  son  symbole  serait,  avec  la  règle  et  le  compas. 

Op.  :(4R, -+-2R2+gC,  +  6C3), 

de  cinq  opérations  élémentaires  (dont  le  tracé  d'une  droite  et  d'un 
cercle)  plus  compliquées  que  la  mienne,  et  avec  l'équerre 

Op.  :  (3Rt  +  2R;+  2R2  +  E  +  7C,  +  4C3), 
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plus  compliquée  que  la  mienne  de  trois  opérations  élémentaires 
(dont  le  tracé  d'une  droite). 

III. 

Toutes  ces  constructions  donnent  une  approximation  qui  est 
ordinairement  suffisante  pour  la  pratique,  mais  nous  voulons  ter- 
miner en  analysant  une  construction  de  la  longueur  de  la  circon- 
férence, construction  dont  l'approximation  graphique  est  par- 
faite, car  la  longueur  que  l'on  trouve  a  pour  valeur 

6,2831839062. . . 

et  la  circonférence  de  rayon  1  égale  6,9.83  i853o6. . . . 

La  différence  0,00000 i4o  est  beaucoup  plus  petite  que  l'ap- 
proximation possible  par  l'emploi  d'une  opération  graphique. 

Cette  construction,  signalée  par  M.  de  Longcharaps  {Journal 
de  Mathématiques  élémentaires,  1886,  p.  i3^),  comme  donnée 
par  M.  Ferdinand  Breitschneider  dans  le  Journal  de  Grûnert, 
i836,  p.  447)  ^t  beaucoup  plus  ancienne,  car  dans  le  Tome  II, 
note  III,  p.  235,  des  Récréations  mathématiques  de  E.  Lucas, 
je  lis  qu'elle  est  due  à  Specht  {Journal  de  C  relie,  t.  3,  p.  83). 

«  Soit  OÀ  le  rayon  d'une  circonférence  de  centre  O,  AOA'  un 
diamètre;  on  trace  la  tangente  en  A  à  cette  circonférence,  et  l'on 
prend  sur  cette  droite  et  dans  le  même  sens  des  longueurs  AB, 
BC,  CD  respectivement  égales  au  double,  au  cinquième  et  aux 
deux  cinquièmes  du  rayon.  On  tire  les  droites  OC,  OD,  et  l'on 
prend  sur  la  droite  AO,  dans  le  sens  AO,  une  longueur  AE  égale 
à  OC;  enfin,  on  mène  par  le  point  E  une  parallèle  à  OD  jusqu'à 
son  intersection  F  avec  AB.  » 

La  droite  AF  est,  avec  une  grande  approximation,  égale  à  la 
circonférence.  En  exécutant  cette  construction  aussi  économique- 
ment que  le  permet  la  Géométrographie  on  obtient  les  résultats 
suivants  {fi g*  6)  : 

i°  Placer  le  point  B.  —  Je  trace  A(AO)  qui  coupe  O(AO)  en  l 
au-dessous  de  AO,  puis  I(AO)  qui  coupe  A(AO)  en  J,  puis 
J(  AO)  qui  coupe  I(AO)  en  K,  je  trace  AKqui  coupe  A(AO) 
en  L  au-dessus  de  AO,  je  trace  L(  AO)  qui  place  B  sur  AK. 

Op.  .-(..«H,  -f-  B,4-5C,-MC3). 
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a°  Placer  les  points  C  e/D.  —  Je  trace  A'(AO)  qui  coupe  AA' 
en  B',  puis  B'(AO)  qui  coupe  A'(AO)  en  deux  points,  je 

Fig.  6. 


:*oc 


trace  la  droite  passant  par  ces  deux  points;  cette  droite  coupe 
AA'enB,. 

Je  trace  B^B'B,),  puis  B,  (B^).  Ces  deux  cercles  se  cou- 
pent suivant  une  droite  qui  coupe  Bt  B'  en  B2.  On  voit  faci- 
lement que  les  longueurs  ABi  et  AB2  sont  dans  le  rapport 
de  io  à  1 1.  Je  mène  par  B2  une  parallèle  à  BiB,  en  complé- 
tant le  parallélogramme  BB,B2{3;  la  droite  B2(3  coupe  AB 
en  C;  enfin,  je  prends  sur  BC,  CD  =  2CB. 

Op.  :  (6R,  -+-  3R2-t-  i3Cf  +  8C3). 

3°  Placer  F.  —  Je  prends  sur  AO  dans  le  sens  AO,  AE=  CO, 
puis  je  mène  par  E,  sans  tracer  OD,  une  parallèle  à  OD,  en 
complétant  le  parallélogramme  DOEo,  ES  coupe  AB  en  F. 

Op.  :  (2R,  -j-rl2-H  5C,  -h  2C3). 

En  tout Op.  :  (10R,  -+-  5R2-f-  a3C,  -+-  C3). 

Simplicité  :  5a;  exactitude  :  33;. 5  droites,  \f\  cercles. 
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11  faut  remarquer  que  nous  a  vous  tracé  toutes  les  lignes  auxi- 
liaires dans  tous  les  tracés  des  figures  jointes  au  texte,  excepté 
dans  la  fig.  3  qui  est  la  reproduction  de  la  figure  faite  par 
M.  d'Ocagne  dans  le  Journal  de  Mathématiques  élémentaires 
cité  plus  haut;  elle  est  fort  simple  parce  qu'elle  n'en  contient 
aucune. 

Si  l'on  admet  l'équerre  pour  effectuer  la  construction  de  Specht, 
on  peut  s'en  servir  trois  fois  :  pour  mener  la  tangente  en  Aj  la 
droite  B2C  et  la  droite  EF. 

Le  symbole  sera 

Op.  :(4Ri  +6R;  +5R24-3E4-iiC,  +6Ct). 

e 

Simplicité  :  35;  exactitude  :  a4;  5  droites,  6  cercles. 

IV. 

M.  Ant.  Pleskot,  professeur  à  l'École  réale  tchèque  de  Prague, 
donne   dans  le  Journal  de  Mathématiques   élémentaires   de 

Fig.  7. 


;nu 


M.  de  Longchamps,  1893,  p.  ip.5,  une  construction  simple  pour 
obtenir  approximativement  le  quart  delà  circonférence  {Jig.  7). 
Soit  o  le  centre.  Je  trace  un  diamètre  quelconque  om  qui  coupe 
la  circonférence  en  ah,  je  trace  le  cercle  m(mo)  qui  coupe  le 
cercle  donné  en  a  et  en  fe,  je  trace  ab  qui  coupe  om  en  s. 

Op.  :  (3R,  -t-aK.  +  aC+C,). 
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A  partir  de  s  dans  le  sens  so  je  prends  si  =  iab. 

Op.  :  (4C1  4-aCs), 

je  trace  Ib  et  je  prends,  v  étant  entre  /  et  6,  A>  =  a/\ 

Op.  :(aRl-hR2+3Cl  +  C3). 

bv  est  le  quart  de  la  circonférence 

Op.  ^SR.  +  SRa-i-gd-h/iC,). 

Simplicité  :  ai  ;  exactitude  :  i4;  3  droites,  4  cercles. 

On  calcule  facilement  que  Ton  a  6r  =  — 2  =  i,5j<>7i4"-i 

comme  d'ailleurs  -  =  1 ,570796. ... 

On  voit  que  la  différence  est  0,00008a. . . . 

Celle  construction  est  un  peu  plus  compliquée  que  celle  que 
j'ai  donnée  (voir  plus  haut),  mais  elle  est  aussi  plus  exacte. 

Je  me  permets  d'insister  en  terminant  sur  ce  que  la  Géométrogra- 
phie  est  le  seul  moyen  déjuger  les  constructions  ;  elle  a  une  utilité 
pratique  lorsqu'elle  est  appliquée  à  des  tracés  que  Ton  effectue 
d'après  ses  règles;  mais,  comme  elle  est,  avant  tout,  spéculative, 
elle  sert  aussi  au  géomètre,  en  lui  inspirant  des  idées  qu'il  n'au- 
rait pas  eues  sans  elle.  La  Géomélrographie  s'apprend,  du  reste, 
avec  la  plus  extrême  facilité  ;  une  heure  suffit  largement  pour  l'étu- 
dier de  façon  à  pouvoir  s'en  servir;  puis,  au  bout  de  quelques 
exercices,  on  en  est  complètement  maître. 

J'ai  le  plaisir  de  savoir  que  l'usage  s'en  est  répandu  avec  une 
rapidité  peu  ordinaire  pour  les  nouveautés,  mais  qui  s'explique 
par  celte  facilité;  on  l'enseigne  actuellement,  à  ma  connaissance, 
à  l'École  militaire  de  Belgique,  à  celle  de  Turin,  à  l'École  poly- 
technique de  Zurich,  à  l'Ecole  technique  de  Milan,  et  même 
quelques  professeurs  en  parlent  à  Paris  dans  leur  enseignement. 


UN  THÉORÈME  SUR  LES  FONCTIONS  ITÉRATIVES; 

Par  M.   Lémeuay. 

Si  l'on  se  donne  la  relation 
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la  fonction 

■w 

est  dile  la  n**me  fonction  itérative  de  'f(z)-  M.  Kœnigs  (')  a 
étudié  le  cas  où,  x  désignant  une  solution  de  l'équation 

Si  l'affixe  de  z  est  pris  à  l'intérieur  d'un  contour  convenable,  le 
point  x  est  point  limite  de  la  substitution  [s,  <p  (z)].  Il  a  étudié  la 
fonction 

pour  n  infini. 

Cette  fonction  a  reçu  depuis  plusieurs  applications;  les  plus 
récentes  sont  dues,  je  crois,  à  M.  Appell  (a)  et  à  M.  Grévy  (3). 
M.  Grévy  a  considéré  particulièrement  le  cas  où  <ff(x)  est  nul.  Je 
me  propose  de  considérer  le  cas 

?'(*)  =  !• 

1.  Désignons  par  zn+x  la  /i+  iiéme  fonction  itérative;  alors 

Dérivons  par  rapport  à  zy  on  aura 

dz  dzn      dz 

d*zn+x        dizn+t  /dzn\*       dzn+x  d*za 
dz*  dz\      \dz  )  dzn     dz* 

» 

dPZn+j   _   dPzn+t    (dZn\p        Tt  <^/i-M    ^rt 

rf^      ~      dz?      \dz)    +VP-+-    dz^      dzp  , 


(•)  Annales  de  l*  École  Normale;  i88.{.  Supplément. 

(*)  Sur  des  équations  différentielles  transformables  en  elles-mêmes  (Acta 
mathematicaf  t.  XV). 
(*)  Étude  sur  les  équations  fonctionnelles  (Ann.  de  l'Éc.  /Vorm.;  août  i8y'|  ). 
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où  Up  désigne  la  somme  des  termes  qui  contiennent  les  dérivées 
de  zn  par  rapport  à  z  avec  des  indices  de  dérivation  autres  que  i 
ou  p. 

Supposons  o  (z)  telle  que,  x  désignant  une  racine  de  l'équation 

©(s)  —  Z  =  O, 

la  fonction  »(s)  —  z  ail,  au  point  .r,  ses  p —  i  premières  dérivées 
nulles  ;  dans  cette  hypothèse  ç '  (x)  =  i  et  Up  s'annule  pour  z  =  .r, 
l'expression  de  la  p,,me  dérivée  au  point  x  est 


(<l'l*n,\\         (dPzn+x\  /  dP  zn\ 

\      tUP     )x         \      dzP      /.r  \   dzP  J. 


Faisons  successivement  n  =  i ,  a,  3,  .  . .  ;  on  en  lire 


\  <**"  )x         \dzP]x 


te  nie 


Par  suite,  dans  notre  hypothèse,  la  dérivée  p'*ème  de  la  n{ 
fonction  itérative  au  point  x  est  égale  à  n  fois  la  dérivée  ^>»'n,e  de 
la  (onction  donnée  au  même  point. 

2.  Les  fonctions  holomorphes  au  point  x,  qu'elles  admettent 
pour  point  limite  et  telles  qu'en  ce  point  les  p  —  i  premières  déri- 
vées de  la  fonction  s  (z)  —  z  soient  nulles  peuvent  s'écrire 

<?(*)=  5,=  z  +  (z  —  x)p     — -  +*(;-  x)\ 

où  P  désigne  la  valeur  (supposée  différente  de  zéro)  de  (-y— M     et 

où  &  désigne  une  fonction  qui,  lorsque  z  —  x  devient  infiniment 
petit  d'un  certain  ordre,  devient  infiniment  petite  d'un  ordre  au 
moins  égal.  Les  fonctions  considérées  ne  peuvent  différer  que  par 
la  fonction  <I>.  Supposons  que,  parmi  ces  fonctions,  il  y  en  ait  une 
pour  laquelle  le  produit 

n(zn  —  .r)/'-t 

ait  une   limite  quand  n  est  infiniment  grand  du  premier  ordre. 

C'est  dire  que  zn  —  x  est  infiniment  petit  de  l'ordre La  dïf— 

*  *  p —  i 

xxin.  18 
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férence  de  deux  itératives  successives  est 

P 

;;„+,  —  zn=(zn  —  x)p  —  h-(5„  —  x)P<l>(zn  —  x); 

P  • 

à  la  limite,  le  premier  terme  du  second  membre  est  de  l'ordre     ^     ; 
le  deuxième  terme  est,  au  moins,  de  Tordre 

P  i  p  -f- 1 

p  —  \         p  —  \         p  —  l 

il  reste 

p 

hm  (*„.+.,  —  ztl)  =  — r  hm(z„  —  x)i>. 

P- 

On  voit  donc  que  zft+i  —  zn  est  d'ordre/?  par  rapport  à  (z„  —  x). 

Si  le  produit  n(z„  —  x)p~{  tend  vers  une  limite,  cette  limite 
est  indépendante  de  la  valeur  initiale  de  z,  pourvu  que  cette  der- 
nière ait  été  choisie  dans  la  région  de  convergence  régulière  (au 
sens  de  M.  Kœnigs)  appartenant  au  point  x.  Soient,  en  effet, 
deux  valeurs  de  ce  produit 

Leur  rapport  est 


n      /  zn—x  \p-i 

/1-+-V  \zn+v—x) 


Quand,  v  étant  fini,  n  croît  sans  limite,  le  premier  facteur  tend 
vers  l'unité;  d'autre  part,  en  général,  la  limite  du  rapport 


5/|  — 

X 

^/l-4-V- 

-  X 

1 

m 

est,  comme  Ton  sait, 

(o'xy' 

dans  notre  cas,  le  deuxième  facteur  tend  donc  aussi  vers  l'unité. 
Mais  5/l+v  peu t  être  considéré  comme  étant  la  nieme  fonction  itérative 
quand  on  a  pris  pour  valeur  initiale,  non  plus  z,  mais  £v>  la  pro- 
position est  donc  démontrée  et  la  limite  du  produit  est  indépen- 
dante de  z. 

3.  Je  dis  maintenant  que,   s'il  existe   une.  de   ces   fonctions, 
toutes  les  autres  (qui  n'en  diffèrent  que  par  $)  présenteront  la 
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même  limite  pour  le  produit  considéré.  Soit  la  fonction 


U  rrr.   Z  ■+■  (  Z  —  x)P        ~   -+-  4>i  (  Z  —  X)     . 

Sa  (m  -+-  i»'"16)  fonction  itérative  est 

Um+X  =  Um  -h  (llm—  X)P      — |   -+-  *l("„,  —  J-)     . 

On  peut  évidemment  trouver  des  valeurs  de  m  et  de  n  telles 
que  Ton  ail 

« 

et  soit  um=  zn  -4-  £,  £  étant  une  quantité  plus  petite  que  z„+t  —  z,t; 

on  a 

r-  P        . 

i  —  x) 


r  p 

I  — \-  4>(5«-+- 

S/t+1  —  **  \      *„— **      /      I  P     .    A. 


—  x 


A  la  limite,  e  est  infiniment  petit  du  même  ordre  que  zn+i  —  zn  : 
il  est  donc  infiniment  petit  d'ordre  p  par  rapport  à  zn  —  x\  la 
limite  du  premier  facteur  du  second  membre  est  i;  le  deuxième 
facteur  a  aussi  l'unité  pour  limite;  le  premier  membre  a  donc 
pour  limite  l'unité.  Par  suite,  il  existe  des  valeurs  de  m  et  de  n 
assez  grandes,  mais  finies,  et  différant  d'une  quantité  constante, 
pour  qu'en  rangeant  suivant  l'ordre  de  convergence  vers  xy  les 
termes  de  la  suite  z^z2,  33,  .*.  et  de  la  suite  */,,  t/2,  u*  . . . ,  on 
trouve  alternativement  un  terme  de  chaque  suite, 

*»/!»       M/m      Zn+\,       {//n-t-1,      Zn+tj       .... 

Si  Ton  pose 
les  deux  produits  s'écrivent 

à  la  limite,  le  second  devient 

n(um  —  x)p-K 
Comme,  dans  le  premier,  on  peut  remplacer  zn  par  c//+i,  on 
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voit  que  Ton  a  à  la  limite  (um  étant  compris  entre  z„  et  2^+,  ) 

\\mn{zn—  x)P"1  =  \\mn(um  —  x)P~i  =  \\mn(un  —  x)p-*. 

4.  La  limite  étant  indépendante  de  <I>  et  étant  constante  est 
nécessairement  fonction  de  P.  Appelons  a  et  jî  deux  valeurs  suc- 
cessives du  produit 

a  =  n(zn  —  X)"-1, 

£  =  (n  -+-  i)(*«+i  —  x)P~*  =  /i  (s„+i  —  *)#»-«  -+-  (*„+,  —  x  )/»-«, 

on  a 

$  —  *  =  n[(zn+i-  x)P~i  -  (zn  —  x)P~i]  +  (zn+i  —  x)P-i  ; 
or 

*„+i  —  x  =  (zn—x)  +  (zn  —  x)p(  —  -{-«M 

=  (*«  —  ^[l^C*--*)'"1  (£  +  *)]• 

Posons 

(£+*)  =  ,B- 

Elevons  à  la  puissance/?  —  i ,  et  retranchons  des  deux  membres 
(z„  —  x)p~*  ;  on  a 

(zn+i  —  J)M-(5W-  x)P~i  =  (p  —  iX*«—  jf)«p-h  w 

-h  ^^  ^P^(~„  —  x)*{P-^m*  -h  . . .; 
par  suite 

P  —  a  =  ( 5*+,  -  x)P-i  +  n(p  —  !)(*,«—  ar)»^-»Jro 

-h  "  ^"^  ^— ^  (-5/,  —  X)*P-U  13*  -h  ...  . 
12 

Divisons  par  (z,t  —  x)P~*f  et  passons  à  la  limite  en  remarquant 
qu'alors 

li  m  td  =  —r  ; 

/>• 
il  vient 


lim  - 

( 


où  K  est  une  grandeur  inconnue;  on  a  alors 

lim /i(;„  —  jt)p    «  =  -jï- '— 
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o.  Il  reste  à  montrer  qu'il  existe  une  fonction  telle  que  le 
produit  n(zn —  x)P~x  ail  une  limite.  Pour  trouver  une  telle  fonc- 
tion, éliminons  u  entre  les  équations 

on  en  tire 


-     .  .  TV  eu--*-)"-1 


Cette  fonction  s'itère  directement;  on  trouve 


£M   --  J" 


V    ^-+-/i(3  —  a-)/'-» 


On  vérifie  qu'elle  admet  bien  ~r  pour  point  limite;  la  limite  du 
produit  est  C.  11  reste  à  déterminer  la  valeur  de  R,  au  moyen  de 
l'expression 

c  =  L*—llEl 
'       P(/>-i)* 

Pour  cela,  il  nous  faut  connaître  la  valeur  de  P.  Développons 
le  binôme 

!_ 

on  obtient 

c~~i — —  cr~i~l(z—x)p-i 


! —   (— hi)  G   r~l   1(z  —  s)*i/>-i)-h 

uf/i  —  i)  \p  —  i       ] 


•  •  •  « 


par  suite 


1       (  z  —  x  )/» 
5i  —  .r-h(s  —  .r)  — 


/,  — i 


C 


■  •  •  • 


En  dérivant/?  fois  cette  expression,  on  arrive  à  une  expression 
de  la  forme 

--—  r=  -  - — -  ? />(/>-  i) .. .  J.-i.  i  -i-  R, 

où   R  désigne  reriscmblc  des  termes  qui   contiennent  des   puis- 
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sances  de  z  —  x.  Pour  z  =  x,  R  s'annule  ;  il  reste  donc 

r^i  =p= £i_. 

YdzP\x  (/»  — i>li 

On  voit  donc  que  K  esl  nul  ;  en  sorte  que  : 

Si  une  fonction  <p (z),  holomorphe  au  voisinage  du  point  x, 
admet  ce  point  pour  point  limite;  si,  de  plus,  les  p —  i  pre- 
mières dérivées  de  la  fonction  <?(z) —  z  sont  nulles  au  point  x, 
on  aura 

P  désignant  la  valeur  de  la  première  dérivée  au  point  z  =  x. 


SUR  UNE  QUESTION  DE  PROBABILITÉS  TRAITÉE  PAR  D'ALEMBERT; 

Par  M.  Delasmoy. 

Dans  un  numéro  récent  du  Bulletin  de  la  Société  mathéma 
tique  (t.  XXIII,  p.  1 85),  M.  Maupin  cherche  à  expliquer,  par 
des  omissions  de  facteurs,  les  erreurs  commises  par  d'Alembert 
dans  la  résolution  de  certains  problèmes  de  probabilités.  Cette 
explication  n'est  pas  admissible,  car  les  formules  données  par 
d'Alembert  ne  ressemblent  en  rien  aux  formules  véritables. 

Il  faut  reconnaître  que  d'Alembert  s'est  complètement  trompé, 
et  cela  n'a  rien  d'étonnant,  car,  tout  grand  mathématicien  qu'il  fût, 
il  n'entendait  rien  aux  questions  de  probabilités  (4).  La  preuve, 
c'est  qu'il  ne  voulut  jamais  admettre  \  pour  la  probabilité  d'ame- 
ner une  fois  pile  en  deux  coups,  au  jeu  de  pile  ou  face  ;  il  sou- 
tenait que  la  probabilité  était  jj,  disant  qu'il  faut  réduire  à  une 
les  deux  combinaisons  qui  donnent  pile  au  premier  coup,  puisque 
dès  que  pile  est  venu  le  jeu  esl  fini  et  le  second  coup  esl  compté 
pour  rien. 

Bien  plus,  il  n'était  pas  démontré,  pour  d'Alembert,  que  la 
probabilité  d'un  événement  quelconque  ne  dût  pas  toujours  être 
considérée  comme  égale  à  t,  (2). 


(')  L'esprit  de  d'Alembert,  habituellement  juste  et  fin,  déraisonnait  complète- 
ment sur  le  Calcul  des  probabilités  (J.  Bertrand,  Calcul  des  probabilités,  Pré- 
face, p.  x). 

(a)  Il  peut  se  faire  qu'un  événement  arrive,  il  se  peut  aussi  qu'il  n'arrive  pas  : 
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La  solution  bien  connue  du  problème  des  rencontres  nous, 
donne  les  formules  véritables. 

Appelons  Q„  le  nombre  des  combinaisons  dans  lesquelles, 
aucune  des  n  cartes  ne  sort  à  son  rang.  On  a 

Le  nombre  des  combinaisons  dans  lesquelles/?  cartes  sortent  à 
leur  rang  est  égal  au  produit  de  Qn-p  par  le  nombre  C£  des  com- 
binaisons de  n  objets  pris  p  à  p. 

Par  suite,  la  probabilité  qu'une  carte  au  moins  sortira  à  son 
rang  est 

La  probabilité  qu'une  carte  seulement  sortira  à  son  rang  est 
p   _  n(n  —  D!  f  i  »  (  —  i)»"1! 

!|~       n~\      L^~^  "*"  "^  («-OU 
_  2        «  (— 0"-* 

La  probabilité  que  deux  cartes  au  moins  sortiront  à  leur  raag 
est 

La  probabilité  que  deux  caries  seulement  sortiront  à  leur  rang 

est 

_  n(n-\)  (#»  —  »)!  \  i î_    ,  (  — 0"-'] 

f~        i.2  ni        [a!        3!  ^  "         (n-i)l\ 

On  voit  que  ces  formules  ne  ressemblent  en  rien  à  celles  de 
d'Alembcrl  et  pas  davantage  à  celles  de  M.  Maupin. 

re  sont  deux  cas  possibles,  un  seul  est  favorable.  Toute  probabilité  est  donc  {. 
L'erreur  est  grossière.  D'AIembcrl  a  élevé  l'objection  et  refusé  de  passer  outre 
(J.  Bertrand,  loc.  cit.,  p.  a). 

(  *  )  Cette  formule  n'est  pas  complètement  identique  à  celle  qui  se  trouve  à  la 
page  96  du  Traité  sur  les  Jeux  de  hasard.  M.  Laurent  n'a  pas  donné  le  dernier 

terme  de  P,,  qui  n'est  pas  - — ~-  »  comme  il  semble  l'admettre  dans  la  formule 

qu'il  donne  pour  deux  caries  seulement  sortant  à  leur  rang. 
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Ces  dernières  sont  cependant  exactes  (  ■  ),  mais  seulement  pour 
le  tirage  dans  les  urnes  considérées. 

Or,  le  tirage  dans  ces  urnes  ne  peut  être  assimilé  au  tirage  des 
cartes.  La  probabilité  de  tirer  une  boule  blanche  dans  la /?ieme  urne 

est  toujours  ; — >  tandis  que  la  probabilité  du  tirage  de  la 

carte/?  dépend  des  cartes  sorties  antérieurement.  Celte  probabi- 
lité est  bien 3i\ip^me  tirage  si  la  carte  p  n'est  pas  déjà  • 

sortie  ;  mais  elle  est  nulle  si  cette  carte  a  été  tirée  à  l'un  des  coups 
précédents.  M.  Maupin  n'a  pas  tenu  compte  de  cette  éventualité, 
et  c'est  pour  cela  que  ses  formules  ne  sont  pas  applicables  aux 
problèmes  traités  par  d'Alemberl  (sauf  pour  le  premier  cas  où  Ton 
cherche  la  probabilité  que  toutes  les  caries  sortiront  à  leur  rang). 

Montmorl,  dans  son  Essai  d'analyse  sur  les  jeux  de  hasard, 
a  cherché  la  probabilité  qu'une  carte  au  moins  sortira  à  son 
rang  (p.  54).  Il  a  résolu  le  problème  exactement  pour  les  pre- 
mières valeurs  de  n. 

Je  profite  de  l'occasion  qui  m'est  offerte,  pour  rectifier  une 
erreur  (2)  commise  par  Montmorl  dans  le  même  Traité  (p.  107), 
à  l'article  Brelan. 

Le  Brelan  se  jouait  avec  un  jeu  de  piquet  dont  on  avait  retiré 
les  quatre  sept,  par  conséquent  avec  28  cartes. 

Voici  le  problème,  avec  la  solution  de  Mon  (mort  : 

«  Pierre,  Paul  et  Jacques  jouent  au  Brelan,  Pierre  et  Paul 
tiennent  le  jeu,  et  Jacques  passe.  La  carte  qui  retourne  est  le 
roi  de  cœur  ;  Pierre  est  premier,  il  a  Vas  et  le  roi  de  carreau, 
et  l%as  de  cœur.  Paul  a  l'as,  le  neuf  et  le  huit  de  trèjle.  Deux 
des  spectateurs,  qui  ont  vu  chacun  les  jeux  de  Pierre  et  de 
Paul  et  n'ont  pas  vu  celui  de  Jacques,  disputent  pour  savoir 
lequel  des  deux  joueurs,  Pierre  et  Paul,  a  le  plus  beau  jeu 
et  le  plus  d  espérance  de  gagner.  L'un  des  deux,  nommé  Jean, 
parie  pour  Pierre  ;  l'autre,  nommé  Thomas,  parie  pour  Paul. 


('  )  Sauf  celle  du  cas  III  du  dernier  problème.  Il  u'y  a   pas  une  seule  chance 
de  n'avoir  que   des  boules  noires.  Il  y  en  a  7  !  et   la  probabilité  cherchée  est 

n  —  1 


_.  / 


el,  pour  le  cas  général, 


(')  Cette  erreur  a  clé  reproduite  dans   le  Dictionnaire  tics  jeux  mathéma- 
tiques (p.  i!>). 
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L'argent  de  la  gageure  est  nommé  A.  On  demande  quel  est  le 
sort  des  deux  spectateurs,  Jean  et  Thomas,  et  ce  qu'ils  de- 
vraient mettre  chacun  au  jeu  pour  parier  sans  avantage  ni 
désavantage. 

»  Il  faut  remarquer  :  i°  que  Jean  gagnera,  si  les  trois  cartes 
de  Jacques  sont  ou  trois  cœurs  ou  trois  carreaux  ;  2°  qu'il  gagnera 
encore  si  l'une  des  Irois  cartes  étant  un  pique  ou  un  trèfle,  les 
deux  autres  cartes  sont  ou  deux  cœurs  ou  deux  carreaux  ;  3°  que 
si  l'une  des  trois  cartes  de  Jacques  est  un  cœur  ou  un  carreau,  les 
autres  étant  des  piques,  Jean  aura  gagné  ;  4°  qu'il  gagnera  encore 
si  les  trois  cartes  de  Jacques  sont  un  carreau,  un  cœur  et  un 
pique,  et  que  dans  toute  autre  disposition  des  caries  de  Jacques 
il  a  perdu. 

»  Cela  posé,  il  ne  reste  plus  qu'à  examiner  combien  il  y  a  de 
hasards  différents,  qui  donnent  chacune  de  ces  quatre  disposi- 
tions différentes  des  trois  cartes  de  Jacques.  On  trouvera,  par  les 
propositions  il,  12,  i3,  i4,  qu'il  y  en  a  vingt  pour  la  première, 
deux  cent  vingt  pour  la  seconde,  deux  cent  dix  pour  la  troisième, 
et  cent  soixante-quinze  pour  la  quatrième  ;  et,  par  conséquent,  le 

sort  de  Jean  sera  -^  =  -  A ~>  ce  qui  fait  voir  que  la  condi- 

tion  de  lierre  est  moins  avantageuse  que  celle  de  Paul,  et  que 
Jean,  pour  parier  également  contre  Thomas,  devrait  mettre  au 
jeu  1 20  contre  \\  1.   » 

Dans  la  seconde  disposition  des  trois  cartes  de  Jacques,  rénu- 
mération de  Montmort  est  incomplète.  Il  faut  dire  : 

2°  Il  gagnera  encore  si  Tune  des  trois  cartes  étant  un  pique,  ou 
un  trèfle,  ou  un  carreau,  les  deux  autres  sont  des  cœurs  ;  ou  bien 
si  l'une  des  trois  cartes  étant  un  pique,  ou  un  trèfle,  ou  un  cœur, 
les  deux  autres  sont  deux  carreaux. 

Le  nombre  des  hasards  correspondant  à  cette  seconde  disposi- 
tion des  trois  cartes  de  Jacques  est  donc  320,  au  lieu  de  220;  par 

conséquent,  le  sort  de  Jean  sera  -—7  =  -  A  H — ^  ;  ce  qui  fait  voir 

que  la  condition  de  Pierre  est  plus  avantageuse  que  celle  de  Paul, 
et  que  Jean,  pour  parier  à  chances  égales  conlre  Thomas,  devrait 
me  lire  au  jeu  i4">  contre  121. 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU  4  DÉCEMBRE  1895. 

PRÉSIDENCE   DE   11.  GOl'RSAT. 


Démission  : 


M.  Quinlard  et  M.  Mathé  adressent  leurs  démissions  de  mem- 
bres de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Lancelin  :  Sur  une  propriété  géométrique  de  la  surface 
engendrée  par  les  ellipses  osculatrices  dans  le  mouvement 
troublé. 

M.  Borel  :  Remarques  sur  la  représentation  des  fonctions 
qui  admettent  des  dérivées  de  tous  les  ordres. 

M.  Raffy  :  Sur  une  propriété  commune  aux  hélicoïdes,  aux 
surfaces  spirales  et  aux  surfaces  minima. 


SÉANCE  DU  18  DÉCEMBRE  1895. 

PRÉSIDENCE  DE   M.    GOLRSAT. 

Communications  : 

M.  Bioche  :  Sur  certaines  surfaces  du  troisième  ordre. 
M.  Fleury  :  Sur  la  considération  de  l'infini. 
M.  Caronnet  :   Sur  la  déformation  des  surfaces  de  trans- 
lation. 

M.  S.  Maxgeot  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  le  centre  de  gravité  d'une  espèce  de  solide  à  deux  dimensions 

infiniment  petites. 

Le  problème  général  des  déblais  et  remblais,  qui  a  attiré  l'at- 
tention des  géomètres  à  la  suite  des  travaux  de  Alonge,  conduit 
par  une  voie  naturelle  à  la  question  qui  fait  l'objet  de  celle  Note. 

Je  considère  un  solide  infiniment  petit  ayant  pour  forme  limite 
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un  segment  fini  de  droite,  AB.  Le  centre  de  gravité  de  ce  solide, 
que  je  suppose  homogène,  a  pour  position  limite  un  point  H.  Je 
me  propose  de  déterminer  le  point  H  quand  le  solide  est  défini  de 
la  manière  suivante  :  il  est  limité,  d'une  part,  par  deux  surfaces 
arbitraires  passant  respectivement  aux  extrémités  Â,  B  du  seg- 
ment et,  d'autre  part,  par  une  surface  fermée  infiniment  petite  S, 
d'une  congruence  de  droites  A,  dont  Tune,  A',  contient  les 
points  A  et  B. 

J'admettrai  que,  en  allant  de  A  à  B  sur  A',  on  ne  rencontre 
aucun  des  deux  points  focaux  F,  F'  de  celte  droite. 

Soient  p  la  distance,  affectée  de  signe,  d'un  point  variable  de  la 
droite  A  au  pied  de  cette  droite  sur  une  surface  fixe  <j  prise  à 
volonté;  et  a,  6,  h,  /",  f  les  valeurs  de  p  qui  définissent,  sur  A', 
les  cinq  points  \,  B,  H,  F,  F'. 

Si  t  est  le  volume  compris  entre  la  surface  S  et  les  deux  sur- 
faces infiniment  voisines  p  =  const.,  p  -4-  rfp  =  const.,  on  a 

h  f    e  =   /    pE, 

les  deux  intégrales  se  rapportant  à  la  variable  p.  Or,  s  a  pour 
expression  (p  — f)  (p  — f)  do}  à  un  facteur  près  qui  est  indépen- 
dant de  p.  On  obtient  donc  la  formule 

_  3  («v—  M)—  \(/-j-f')(a*—b*)-h6ff'(a*—b*) 
*  l~  ï{a'—b*)~  3  (/-h  f)ia*—  b*)  -+-<>//'(  a  —b  ) 

pour  déterminer  la  position  du  point  H. 

Si  Ton  fait  passer  la  surface  t  par  le  milieu  O  de  AB,  cette  rela- 
tion prend  la  forme  involutivc 

En  partant  de  celle  formule,  on  est  conduit  à  la  construction 
géométrique  suivante  du  point  H  : 

On  décrit  deux  demi-cercles  sur  AB  et  OF  comme  diamètres; 
on  projette  leur  intersection  I  en  C  sur  la  droite  AB,  sur  laquelle 
on  porte  ensuite  les  longueurs  OD  =  OD7=|OC,  OD  ayant  la 
direction  OF.  Puis,  aux  points  D  et  D',  on  élève  à  la  droite  AB 
deux  perpendiculaires  d'égales  longueurs  DE,  D'E',  la  première 
terminée  au  dcmi-ccrcle  OIF.  Le  point  H  appartient  à  un  col<;  de 
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l'angle  droit  dont  le  sommet  est  placé  au  point  E'  et  dont  l'autre 
côté  passe  par  F'. 

Si  le  point  F'  est  à  l'infini,  le  point  II  coïncide  avec  le  point  D'. 

Dans  le  cas  où  les  deux  points  focaux  F,  F'  sont  tous  les  deux 
à  l'infini,  le  point  H  est  le  milieu  même  de  AB. 

Remarquons,  pour  terminer,  que  Ton  pourra  construire  de  celte 
manière  le  centre  de  gravité  de  chacun  des  éléments  de  volume 
compris  à  l'intérieur  des  divers  pinceaux  formés  par  les  normales 
à  une  surface. 

M.  Gêhàud  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  le  postulat  relatif  à  l'équivalence  des  polygones,  considéré  comme 

corollaire  du  théorème  de  Varignon. 

Depuis  Duhamel,  on  appelle  équivalents  deux  polygones  for- 
més de  polygones  partiels  superposables  chacun  à  chacun.  Dans 
cet  ordre  d'idées,  il  est  indispensable  de  démontrer  qu'un  poly- 
gone ne  peut  pas  être  équivalent  à  l'une  de  ses  parties.  Dans  ces 
derniers  temps,  MM.  Rélhy,  Schur,  Rausenberger,  Veronèse, 
Lazzeri,  ele,  etc.,  ont  donné  diverses  démonstrations  de  ce  théo- 
rème fondamental.  Mais  la  démonstration  est  immédiate  si  l'on 
s'appuie  sur  le  théorème  de  Varignon. 

On  appelle  moment  d\in  vecteur  AB  par  rapport  à  un 
point  O  le  produit  de  la  longueur  de  ce  vecteur  par  sa  distance  au 
point  O  précédé  du  signe  -h  ou  du  signe  —  selon  que  le  point  O 
est  à  gauche  ou  à  droite  d\in  mobile  qui  parcourt  la  droite  AB 
dans  le  sens  AB. 

Considérons  un  polygone  P  et  supposons  qu'un  observateur, 
parcourant  le  périmètre  dans  le  sens  dit  positif,  c'est-à-dire  de 
manière  à  avoir  l'intérieur  du  polygone  à  sa  gauche,  rencontre  les 
sommets  dans  l'ordre  A,  B,C,  . .  .  ,M,  N  ;  nous  appellerons  moment 
du  polygone  P  par  rapport  au  point  O  la  somme  des  moments 
des  vecteurs  AB,  BC,  . .  . ,  NA. 

11  est  aisé  de  voir  que  le  moment  d'un  polygone  ainsi  défini  est 
indépendant  de  la  position  du  point  O.  Car,  si  l'on  mène  par  A 
des  vecteurs  égaux  et  parallèles  à  AB,  BC,  . . . ,  NA,  la  somme  des 
moments  de  ces  nouveaux  vecteurs  est  nulle,  en  vertu  du  théo- 
rème de  Varignon;  or  la  dillcrencc  entre  le  moment  de  chacun 
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des  nouveaux  vecteurs  et  celui  du  vecteur  primilif  correspondant 
ne  dépend  pas  du  point  O;  donc,  la  somme  des  moments  des  vec- 
teurs primitifs,  c'est-à-dire  le  moment  du  polygone,  est  indépen- 
dante de  la  position  du  point  O. 

D'autre  part,  si  l'on  décompose  un  polygone  en  plusieurs 
autres,  on  voit  immédiatement  que  le  moment  du  polygone  total 
est  la  somme  des  moments  des  polygones  partiels;  et,  si  Ton  con- 
sidère un  triangle,  en  faisant  coïncider  le  point  O  avec  l'un  des 
sommets,  on  voit  que  le  moment  du  triangle  est  positif.  Comme 
un  polygone  est  décomposable  en  triangles,  le  moment  d'un  poly- 
gone quelconque  P  est  aussi  positif  et  peut  se  représenter  par  //?, 
en  désignant  par  /  une  longueur  constante  et  par/;  une  longueur 
qui  ne  dépend  que  du  polygone  P. 

Ceci  posé,  supposons  le  polygone  P  décomposé  en  plusieurs 
polygones  Q,  R,  S;  le  moment  de  P  sera  égal  à  la  somme  des 
moments  de  Q,  R,  S  : 

lp  =  lq  -+-  lr  -+-  Is. 

Si  le  polygone  total  P  pouvait  être  équivalent  à  Tune  de  ses 
parties,  Q  par  exemple,  c'est-à-dire  si  P  et  Q  pouvaient  être 
décomposés  en  polygones  partiels  superposables  chacun  à  chacun, 
le  moment  de  P,  comme  celui  de  Q,  serait  égal  à  la  somme  des 
moments  des  polygones  partiels,  et  l'on  aurait 

lp  =  lq\ 

d'où 

q  -+-  r  -i-  s  =  q. 

Donc,  la  longueur  totale  q  h-  r  4-  s  serait  égale  à  l'une  de  ses 
parties  y,  ce  qui  est  impossible.  Il  est  donc  impossible  que  le  poly- 
gone P  soit  équivalent  à  l'une  de  ses  parties.  c.  q.  f.  n. 

Inutile  de  dire  que  je  suppose  qu'on  a  démontré  le  théorème 
de  Varignon  sans  se  servir  de  la  considération  des  aires. 

D'ailleurs  toutes  ces  considérations  s'appliquent  aux  polyèdres. 
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1890.     CÏDERCREITZ  (baronne  Nanny,  née   de   Lagerborg),  Georgsgatan,  22,  à  Helsingfors 
(Finlande). 

1892.  CELLRRIER  (Gustave),  boulevard  de  Port-Royal,  48,  à  Paris. 

1887.  CERRUTI,  professeur  à  l'Université,  rue  d'Azeglio,  16,  à  Rome  (Italie). 

1888.  CHAILAN  (Edouard),  rue  Berthollet,  1/4,  à  Paris. 

1893.  GRARLIAT,  ingénieur  des  arU  et  manufactures,  rue  de  Paradis,  46,  à  Paris. 
1881.  CEE! IN,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  avenue  Montaigne,  33,  à  Paris. 
1884.  CiRYSTAL,  professeur  à  l'Université,  à  Edimbourg  (Ecosse). 

1875.     CLAUBE-LAFONTAINE,  banquier,  rue  de  Trévise,  3?,  à  Paris. 

1872.     C0LLIGN0N,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées, rue  des  Saints-Pères,  38,  à  Paris 

1890.     G0L0T,  villa  Sully,  à  Arcachon  (Gironde). 

1875.     COREEROISSK(dk),  professeur  au  Conservatoire  dos  Arts  et  Métiers  et  à  l'École  Centrale, 
rue  Saint-Lazare,  94,  à  Paris. 

1872.     GODRCELLKS,  ancien  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis,  rue 
Gay-Lussac,  30,  à  Paris. 

1884.  CRAIC  (Thomas),  professeur  àlUniversité  John  Hopkins,à  Baltimore  (  États-Unis  d'Amé- 

rique). 

1877.     CREMONA,  sénateur  du  royaume  d'Italie,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  à  Rome 

(Italie). 

1872.     DARBdlX,  membre  de  l'Institut,  doyen  de  la  Faculté  des   Sciences,  rue  Gay-Lussac. 
36,  à  Paris. 

1885.  DAUTHEYILLE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault).         » 

1881.  DKFKORCES,  chef  de  bataillon  d'infanterie,  attaché  à  l'Etal-major  du  Ministre  de  la 

Guerre,  boulevard  Lalour-Maubourg,  .{1,  à  Paris. 

1882.  DRLAN.YOY,  sous- intendant  militaire  en  retraite,  à  Guéret  (Creuse). 

1895.     DELAUXAY  (N.),  professeur  à  l'Institut  agronomique,  à  Novo-Alexandria  (Russie). 

1885.  DKRARTRKS,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Lille  (Nord). 

1892.     REVOULIN  (  Alpli.),  docteur  en  sciences  mathématiques  et  physiques,  répétiteur  à  l'Uni- 
versité, place  Laurent,  10,  à  Gand  (Belgique). 

1895.     DERME.X'GHKR,  licencié  os  sciences,  rue  de  M  ironie  s  11  il,  4?  à  Paris. 

1883.  R2IUITS,  docteur  es  sciences,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Augustins,  35,  à  Liège 

(Belgique). 

1894.  DE  SAINT,  licencié  es  sciences  mathématiques,  place  Cormeille,  10,  à  Levai lois-Perret 

(Seine). 

1886.  Dl\'CA\,  professeur  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Baltimore  (États-Unis  d'Amérique). 

1895.  ROPORCQ,  ingénieur  dos  télégraphes,  rue  Jacob,  58,  à  Paris. 
1872.  BURRANBE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers  (Vienne). 
1885.  DYCK  (  Wultlier),  professeur  au  Polytechnicum,  à  Munich  (Bavière). 
1888.  PARRY,  professeur  à  lu  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

1891.  FAUQIEIIRERGUE,  professeur  au  lycée  de  la  Rochelle. 

1892.  FEBR  (Henri),  privat-docent  à  l'Université,  rue  Gevrey,    i5,  à  Genève  (Suisse). 

1885.     FIELDS  (John),  professeur  de   mathématiques,    Friedlaenderweg,   3i.   à    Gœttingue 
(Allemagne  ). 

1893.  PLEUR  Y,  ancien  chef  d'institution,  rue  de  la  Santé,  \6t  à  Paris. 

1881.     FLOQiET,  professeur  à  lu  Faculté  des  Sciences,  rue  Saint-Lambert,  17,  à  Nuncy  (Meurthe- 
et-Moselle). 
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1872.     FLYB  SAINTE-MARIE,  chef  d'escadron  d'artillerie  en  retraite,  ancien  répétiteur  à  l'Ecole 
Polytechnique,  place  Royer-Collard,  à  Vitry-le-François  (Marne). 

1895.     POXTES,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  Romiguières,  3,  à  Toulouse 
(  Haute-Garonne  ). 

1891.  FONTVIOLAXT  (de),  professeur  à  l'École  Centrale,  rue  d'Erlanger,  39,  Paris-Auteuil . 

1889.  FOICHE,  professeur  de  mathématiques,  rue  Sou  ("flot,  S,  à  Paris. 

1872.     FODRET,  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  rue  Washington,  16,  à 
Paris. 

1892.  FROLOY  (le  général),  quai  Pierre-Falio,  10,  à  Genève  (Suisse). 

1872.     CARIEL,  ingénieur  en  chef  des  pouls  et  chaussées,  professeur  à  la  Faculté  de  Médecine, 
rue  Édouard-Detaille,  6,  à  Paris. 

1872.  GAUTHIER-VILLARS,  éditeur,  quai  des  Grands-Augustin*,  55,  à  Paris. 

1872.  GENTY  (E.),  ingénieur  en  chef  des  pouls  et  chaussées,  a  Oran  (Algérie). 

1890.  CE  NT  Y  (Max),  enseigne  de  vaisseau,  en  escadre,  à  Toulon  (Var). 

1893.  GERARD,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée,  à  Lyon  (Rhône). 

1890.  CERBALM,  professeur  à  l'Université,  via  Daita,  11,  à  Palerme  (Italie). 

1881.     COURSAT,  maître  de  conférences  à  l'École  Normale  supérieure,  boulevard  Arago,  112, 
à  Paris. 

1880.  CICCIA  (Jean),  professeur  à  l'Université,  via  Ruggiero  Settimo,  28,  à  Palerme  (Italie). 

1891.  CUMARAES,  officier  du  génie,  à  l'Académie  des  Sciences,  rue  Arco  de  Jésus,  à  Us- 

bonne  (  Portugal). 

1881.  CUNTIER  (Dr  Sigismond),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Munich  (Bavière). 
1885.     COYOU,  membre  de  l'Institut,  capitaine  de  frégate,  rue  de  l'Université,  i3,  à  Paris. 

1873.  IAAC,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 

rue  Chardin,  1 1  bis,  à  Paris. 

1882.  BABICH,  directeur  de  l'École  des  mines,  a  Lima  (Pérou). 

1894..   HALSTED,  professeur  à  l'Université  du  Texas,  Guadalupe  Street,  2^07,  à  Austin  (Texas). 

1872.     HATON  DE  LA  GOUPILLIÈRE,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  mines,  direc- 
teur de  l'École  des  mines,  boulevard  Saint-Michel,  60,  à  Paris. 

1872.  HENRY,  inspecteur  général  des  ponts  el  chaussées,  boulevard  St-Germain,  aa,  à  Paris. 
1882.     HENRY  (Charles),  bibliothécaire  à  la  Sorbonne,  rue  Jean-de-Beauvais,  2,  à  Paris. 

1892.  HER.MINN,  libraire-éditeur,  rue  de  la  Sorbonne,  8,  à  Paris. 

1873.  Il  ERMITE,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  lu  Faculté  des  Sciences,  rue  de  la  Sor- 

bonne, 2,  a  Paris. 

1893.  UI01X,  professeur  en  retraite,  rue  des  Fossés  Saint-Jacques,  16,  à  Paris. 

1879.  UOLST(Elling),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  Pi  I  estrade,  '19,  à  Christiania  (Norvège). 
1895.     HOTT  (Stanislas),  licencié  es  sciences,  rue  Mulebrancbe,  17,  à  Paris. 

1872.  H01B1GWT,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  rue  Lccourbe,  88,  à  Paris. 

1880.  HUMBERT,  ingénieur    des    mines,   professeur  à    l'École  Polytechnique,    rue    de  l'Ar- 

cade, -j!.|,  à  Paris. 

1881.  INBER,  directeur  des  études  à  l'École  Centrale,  rue  MontgolOer,  1,  à  Paris. 
1887.     ISSALY  (l'abbé),  rue  Margaux,  16,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1873.  JA\I\,  chef  d'escadron  au  i5*  régiment  d'artillerie,  à  Douai  (Nord). 

1872.     JAVARY,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'Ecole 
Polytechnique,  rue  du  Cardinal- Lenioine,  1,  a  Paris. 
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1872.    JORRAM,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Va  renne,  48, 
a  Paris. 

1872.  JOUFFRET,  lieutenant-colonel  d'artillerie,  rue  Carnot,  24,  à  Fontainebleau  (Seine-et- 

Marne). 

1875.    JSNC,  professeur  à  l'Institut  technique  supérieur,  via  Principe    Umberto,  7,  à  Mi- 
lan (Italie). 

1890.  KOBB  (Gustaf),  maître  de  conférences  à  l'Université  de  Stockholm  (Suède). 

1892.  KOCII  (H.  von),  maître  de  conférences  à  l'Université, Engelbrektsgatan, 43  B,  à  Stock- 

holm (Suède). 

1880.  KCNIGS,  professeur  adjoint  à  la  Faculté  des  Sciences,  professeur  suppléant  au  Col- 

lège de  France,  boulevard  de  Port-Koyal,  72,  à  Paris. 

1881.  LACOR,  professeur  de  mathématiques,  boulevard  du  Mont- Parnasse, 96,  à  Paris. 

1873.  LAISANT,  docteur  es  sciences  mathématiques,  avenue  Victor- Hugo,  162,  à  Paris. 

1893.  LAXCELIN,  boulevard  Arago,  97,  à  Paris. 

1875.  LAQUE  RE,  ancien  Capitaine  d'artillerie,  rue  Edgtrd-Quinet,  19,  à  Mustapha  (Algérie). 

1873.  LACT1,  manufacturier,  à  Thann  (Alsace). 

1880.  HAUTE,  membre  de  l'Institut,  boulevard  de  Courcelles,  18,  à  Paris. 

1893.  L  ICO  RM),  ingénieur  en  chef  des  mines,  boulevard  du  Mont-Parnasse,  11,  à  Paris. 

1895.     L&RERAY,  ingénieur  des  constructions  navales,  villa  des  Troènes,  à  la  Seyne-sur-Mer, 
par  Toulon  (  Var). 

1872.     L  EMOI  NE  (  Emile  ),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Littré,  5,  à  Paris. 

1879.  LE  PAUSE,  professeur  à  l'Université,  à  l'observatoire  de  Gointe,  à  Liège  (Belgique). 

1891.  LERY,  agent  voyer  d'arrondissement,  à  Pontoise  (Scine-el-Oisc). 

1872.     LRSPIAULT,  doyen  honoraire  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux,  à  Nérac  (Lot-ot- 
Garonne). 

1882.  LEVY  (Lucien),  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Condé,  29, 

à  Paris. 

1872.  LEVY  (Maurice),   membre  de  l'Institut,  inspecteur  général   des  ponts  et  chaussées, 

professeur  au  Collège  de  France,  avenue  du  Trocadero,   i5,  a  Paris. 

1875.     LEZ  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 

1873.  LICUhE,  professeur  à  l'Université,  à  Odessa  (Russie). 

1877.     LIRDK1ANN,  professeur  à  l'Université,  Georgenstrasse,  4«,  à  Munich  (Bavière). 

1886.     LIOL VILLE,  ingénieur  des  poudres,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  des  Ecoles, 
6  bis,  à  Paris. 

1880.  LORIN,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  Faubourg-Saiiit-Honoré,  186,  à 

Paris. 

1888       LUCAS  (Félix),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  Freycinet,  26,  à  Paris. 

1886.     LV0\,  docteur  es  sciences    mathématiques,  chemin   do   la    Roseraie,   26,   à   Genève 
(Suisse). 

1882.     lAOE  RE  LEPINAY,    professeur  de  mathématiques  spéciales  au    lycée    rlenri    IV,    rue 
Claude-Bernard,  r>3,  à  Paris. 

1895.     MAILLET,  docteur  es  sciences,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  à  Toulouse  (Haute- 
Garonne  ). 

1875.     XALLOIZEL,  professeur  de  mathématiques,  rue  de  l'Estrapade,  7,  à  Paris. 

1892.  MAXGEOT,   docteur   es  sciences  mathématiques,  quai  des  Comtes  de  Champagne.  :tr), 

à  Troyes  (Aube). 

1872.     RAWHMM,  colonel  d'artillerie  en  retraite,  profèrent-  à  l'Ecole  Polytechnique,  rue  de 
la  Pompe,  11,  à  Paris. 
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1884.     MARTIN  (  Arlemas),  U.  S.  Coati  and  géodésie  Survey  Office,  Washington  D.  C.  (Etats- 
Unia  d'Amérique). 

1889.  MARTIN  (Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  professeur  de  mathématiques, 

rue  du  Mont-Parnasse,  a5,  à  Paris. 

1890.  MASSIEU,  inspecteur  général  des  mines,  avenue  d'Antin,  18,  à  Paris. 

1894.     MAI  PI  \,  surveillant  général  au  lycée,  à  Nantes  (Loire-Inférieure). 

1889.     MEXDIZABAL  TAMBOREL  (DE),  membre  de  la  Société  de  Géographie  de  Mexico,  cal  le  de 
Jésus,  i3,  à  Mexico  (Mexique). 

1884.  MERCEREAl),  licencié  es  sciences,  rue  Gay-Lussac,  49*  a  Paris. 
1893.     MICHEL  (François),  rue  du  Faubourg-Saint-Denis,  65,  à  Paris. 
1873.     MITTAC-LErFLER,  professeur  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suéde). 

1872.  MOUTARD,  inspecteur  général  des  mines,  examinateur  des  élèves  à  l'École  Polytechnique, 

rue  du  Val-de-Grâce,  9,  à  Paru. 

1888.     MIKIIOPADBYAY  (Asutosh),  professeur  de  Mathématiques,  Russa  Road,  77,  North  Rho- 
wa  ni  pore,  à  Calcutta  (Inde). 

1885.  NEl'BERC,  professeur  à  l'Université,  rue  Sclossin,  6,  à  Liège  (Belgique). 

1882.  OCAttNE  (d*),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 

rue  de  Vienne,  5,  à  Paris. 

1873.  0VIDI0  (Enrico  d'),  professeur  à  l'Université,  Corso-Oporto,  îo,  à  Turin  (Italie). 

1893.     PAIKLEVE,  maître    de   conférences  à   la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  Rennes,  99,  à 
Paris. 

1888.     PAPELIER  (Georges),  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée,  rue  de  Re- 
couvra nce,  20,  à  Orléans  (Loiret). 

1884.     PARAF,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Toulouse. 

1872.     PARMENTIER,  général  du  génie  en  retraite,  rue  du  Cirque,  5,  à  Paris. 

1872.  PARRAN,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  des  Saints-Pères,  56,  à  Paris. 

1884.     PAUTO.WIER  (l'abbé),  professeur  au  collège  Stanislas,  rue  Notre-Dame-des-Champs, 
19,  à  Paris. 

1881.     PELLET,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Rallainvilliers,  7,  à  Clermont-Ferrand 
(Puy-de-Dôme). 

1883.  PKLLETREAI',  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  à  Conslantine  (Algérie). 

1871.  PERCIN,  lieutenant-colonel  d'artillerie,  inspecteur  des  manufactures  d'armes,  rue  de 

Vaugirard,  20,  à  Paris. 

1881.  PEROTT  (Joseph),  Université  Clark,  à  Worcester  (Massachusetts). 

1873.  PERRIN,  ingénieur  en  chef  des  raines,  rue  Joinville,  2,  au  Mans  (Sarthe). 
1892.     PERRIN  (Élie),  professeur  de  mathématiques,  rue  La  mandé,  7,  à  Paris. 

1887.     PEZZO  (del),  professeur  à  l'Université,  via  Gennaro  Serra,  75,  à  Naples  (Italie). 

1879.     PICARD  (Emile),   membre  de  l'Institut,  professeur  à   la   Faculté   des  Sciences,  rue 
Soufflot,  i3,   à  Paris. 

t 

1872.  PICQUET,  chef  de  bataillon   du  génie,  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytech- 

nique, rue  de  Coudé,  2'j,  à  Paris. 

9 

1882.  POINCARE,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  mines,  professeur  à  la  Fa- 

culté des  Sciences,  rue  Claude-Bernard,  63,  à  Paris. 

1882.  P0K0RNY  (Martin),  directeur  du  lycée  communal,  à  Prague  (Bohême). 

1872.  POMGtfAC (prince  C.  de),  villa  Jessie,  à  Cannes  (Alpes-Maritimes). 

1877.  POISSET,  professeur  au  lycée,  a  Poitiers  (  Vienne). 

1877.  PRËSLE  (di;),  sous  intendant  militaire  en  retraite,  rue  Mongc,  ^2,  à  Paris. 
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1872.     PITZ,  général  d'artillorie  en  retraite,  rue  Saint-Merry,  98,  à  Fontainebleau  (Seine-et- 
Marne). 

1872.     RARAU,  rue  de  Touruon,  12,  à  Paris. 

1883.     RAFFY,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  et  à  l'École  Normale  supé- 
rieure, rue  Nicole,  7,  à  Paris. 

1893.     Il  V  ERE  AU  (l'abbé),  professeur  à  l'Institut  catholique,  à  Angers  (Maine-et-Loire). 

1888.  RORIX  (Gustave),  docteur  es  sciences  mathématiques,  rue  Cbanoinesse,  a,  à  Paris. 

1872.     ROI  ART,  ingénieur  civil,  boulevard  Voltaire,  i3;,  à  Paris. 

1872.     ROl'CUE  (Eugène),  professeur  nu  Conservatoire  des  arts  et  métiers,  examinateur  des 
élèves  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  2i3,  à  Paris. 

1885.     ROl'QLET,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée,  place  de  l'École-d'Artille- 
rie,  2, à   Toulouse   (Haute-Garonne). 

1881.     SAINT-rWlIi  (Dicur  de),  lieutenant-colonel  d'artillerie  en  retraite,  rue  Saint-Sauveur, 
i3,  à  Perpignan  (Pyrénées-Orientales). 

1889.  SARAZ,  professeur  de  mathématiques,  rue  Saint-Jacques,  220,  à  Paris. 

1872.     SARRAD,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  poudres,  professeur  à  l'École 
Polytechnique,  avenue  Daumesuil,  9  bis>  à  Saint-Maudé  (Seine). 

1872.  SARTIADX,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  chef  de  l'exploitation  à  la  Com- 

pagnie du   chemin   de  fer  du  Nord,  à  Paris. 

1885.     SAUVAGE,  professeur  a  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille  (Bouches-du-Rhône). 

1881.     SCHLEGEL  (Dr  Victor),  professeur  à  l'École  technique,  Volmestrasse,  6a,  à  Hagen  (Alle- 
magne). 

1881.  SCBOITK,  professeur  à  lTniversité,  à  Groninguc  (Hollande). 

1882.  SÉlIVANOFr  (Démétrius),  attaché  à  l'Université,  Fonlauka,  1 16,  log.  16,  à  Saint-Péters- 

bourg (  Russie). 

1883.  SU  ART,   lieutenant  de  va isfcea  11,  répétiteur    à    l'Ecole    Polytechnique,     examinateur 

d'admission   à  l'École  navale,  place  Possoz,  5,  à  Paris. 

1881.  STARROPF  (Alexis),  professeur  à  l'École  de  commerce,  Deribasowskaja,  6,  à  Odessa 

(Russie). 

1879.  STEPHANOS  (Dr  Cyparissos),  professeur  à  l'Université,  à  Athènes  (Grèce). 

1873.  STUDNICKA,  professeur  à  l'Université,  à  Prague  (Bohème). 
1872.     SHOW,  professeur  à  l'Université,  à  Frederikshald  (Norwège). 

1872.  TANliERY  (Paul),  directeur  des  manufactures  de  l'État,  square  du  Roule,  2,  Paris. 

1875.  TANXERY  (Jules),  sous-directeur  à  l'École  Normale  supérieure,  rue  d'Ulm,  45,  à  Paris. 

1882.  TARRY  (Gaston),  inspecteur  des  Contributions  diverses,  à  Kouba,  près  Alger. 
1872.  TERRIER,  professeur  au  collège  Chaptal,  rue  Larribe,  3,  à  Paris. 

1872.  TISSERAND,  membre  de  l'Institut,  directeur  de  l'Observatoire,  à  Paris. 

1873.  TISSOT,  ancien  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Voreppe  (Isère). 

1893.     TOUCHE,  lieutenant-colonel  d'artillerie  territoriale,  rue  de  Téhéran,  2/j,  à  Paris. 

1872.     TRESCA,   ingénieur    en   chef  des   ponts  et  chaussées,  boulevard   Inkermtnn,    27,    à 
Neuilly-sur-Seine  (Seine). 

1893.     YALLÉE-POUSSI\'  (C11.-J.  de  la),  professeur  à  l'Université,  rue  de  Namur,  190,  à  Lou- 
vain  (Belgique). 

1880.  VANECEk  (J.-S.),  professeur  au  lycée,  à  Jicin  (Bohême). 

1890.  Y  ASCII  Y,  répétiteur    et   examinateur   d'admission  à   l'École   Polytechnique,    avenue 

Bosquet,  68,  à  Paris. 

1876.  VICAIRE,  inspecteur  générai  des  mines,  rue  Gay-Lussac,  3o,  à  Paris. 
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1888.     VITO   VOLTERRA,  professeur  à  l'Université,  à  Pise  (Italie). 

1893.     WAGNER,  professeur  à  l'École  J.-H.  Sny.  rue  Pierre  Charron,  i,  à  Paris. 

1880.  WHCKESAKR,  ingénieur  des  mines,  boulevard  Saint-Gcrdiain,  ai8,  à  Paris. 

1879.     WEILL,  professeur  au  collège  Chaplal,  19,  rue  Thiers,  au  Vésinet  (Seîne-et-Oise). 

1873.     WEYR  (Dr  Edouard),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Prague  (Bohème;. 

1878.     W0R1S  DE  RONILLY,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  Balzac,  7,  à  Paris. 

1382.     ZAROUDSkl,  membre  du  Comité  d'artillerie  et  professeur  à  l'Académie  d'Artillerie,  à 
Saint-Pelersbourg  (Russie). 

1890.     ZARBHRA,  docteur  es  sciences  mathématiques,  professeur  au  lycée,   rue  des  Fours  à 
chaux,  a5,  à  Mines  (Gard). 

1881.  ZKUTHE3,  professeur  à  l'Université,  Oslersogade,  10,  a  Copenhague  (Danemark). 


XV    — 


Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 


Amsterdam 
Amsterdam 
Amstrrdam, 


Baltimore 


Berlin. 
Berlin. 

Berlin. 


Berlin, 


Bologne. . 
Bordeaux. 
Bruxelles. 


Bruxelles.. 

Cambridge. 

Christiania, 


Coïmbre. 


Copenhague, 


Cracovie. 
Delft.... 
Dresde. . 


Edimbourg. 
Edimbourg. 


Gand 


Goettingue. 
Hambourg. 
Harlem.. . . 
Ile  1  si  og  fors 

Rasait 

kharkov.. . 


Académie  Royale  des  Sciences  d'Amsterdam. 

Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Revue  semestrielle  des  publications  mathéma- 
tiques (rédacteur  M.  Coelingh,  Studhou- 
derskade,  4#)- 

American  Journal  of  Mathematics,  publié 
par  l'Université  John  Hopkius  (rédacteur 
M.  Thomas  Craig). 

Académie  des  Sciences  de  Berlin. 

Archiv  fur  Mathematik  und  Physik  ( rédac- 
teur Dr  Hoppe,  Prinzenstrasse,  69.  S.  W.) 

J ah  r  bue  h  iiber  die  Fortschritte  der  Mathe- 
matik (rédacteur  Dr  Lampe,  Kurfûrsten- 
slrasse,  i3<)). 

Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Ma- 
thematik (rédacteur  M.  Fuchs,  Kronprin- 
zen  Ufer,  i!\  ). 

Académie  des  Sciences  de  l'Institut  de  Bo- 
logne. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles 
de  Bordeaux. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et 
des  Beaux-Arts  de  Belgique. 

Société  scie ntili que  de  Bruxelles. 

Société  philosophique  de  Cambridge. 

Archiv  for  Mathematik  og  Satnrvidenskab, 
chez  M.  Gammenneyer,  libraire,  Cari 
Johans  Gade,  33,  à  Christiania. 

J  ornai  de  Sciencias  matematicas  e  astrono- 
mie as  (rédacteur  M.   Gomcs  Teixeira). 

IVj't  Tidsskrift  for  Mathematik  (rédacteurs 
MM.  Foldberg  et  Juel). 

Académie  des  Sciences  de  Cracovie. 

Kcole  Polytechnique  de  Delft. 

Zeitschrift  fur  Mathematik  und  Physik  (ré- 
dacteur D'  Oscar  Schlomilch). 

Société  Royale  d'Edimbourg. 

Société  mathématique  d'Edimbourg. 

Mathesis  (rédacteurs  MM.  Mansion,  à  Gand, 
et  Neuberg,  à  Liège). 

Société  Royale  des  Sciences  de  Goettingue. 

Société  mathématique  de  Hambourg. 

Société  hollandaise  des  Sciences. 

Société  des  Sciences  de  Finlande. 

Société  physico-mathématique. 

Annales  de  l'Université. 


Hollande. 
Hollande. 


Hollande. 

États-Unis 

d'Amérique. 

Allemagne. 

Allemagne. 


Allemagne. 

Allemagne. 
Italie. 

France. 

Belgique. 

Belgique. 

Grande-Bretagne. 

Norvège . 

Portugal . 

Danemark. 
Autriche. 
Hollande. 

Allemagne. 
Grande-Bretagne, 
Grande-Bretagne . 

Belgique. 
Allemxgne. 
Allemagne. 
Hollande. 

Russie. 

Russie. 

Russie. 
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Kharkov. 
Leipzig.. 
Leipzig.. 


Londres. 
Londres. 
Londres. 

Luxembourg 
Marseille. . . . 

Mexico 

Milan 

Moscou , 

Munich 

M  a  pie* 


New-Haven 


Odessa.  , 
Palerme. 

Paris 

Paris 


Paris. 
Paris. 

Paris. 
Paris. 

Paris. 


Paris.. 

Pise.. . 

Pine... 

Pise... 

Prague, 

Prague 


Prague 

Rome 

Suint-  Péterahourg. 

Stockholm 

Toulouse 


Upsal. 
Venise, 


Vienne. 
Vienne. 


Zurich 


]  Société  mathématique  de  Kharkov. 
I  Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe. 

;  Mathematische  Anna/en   'rédacteur  M.Félix 

! 

Klein,  à  Goettingue). 

Société  astronomique  de  Londres. 

Société  mathématique  de  Londres. 

Société  Royale  de  Londres. 

Institut  Royal  de  Luxembourg. 

Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 

Sociedad  cientifica  Antonio  Alzate. 

Institut  Royal  lombard desSciencesel Lettres. 

Société  mathématique  de  Mohcoii. 

Académie  des  Sciences  de  Munich. 

Académie  Royale  des  Sciences  physiques  et 
mathématiques  de  Naples. 

Académie  des  Sciences  et   Arts  du  Connec- 
ticut. 

Société  mathématique  d'Odessa. 

Bendiconti  del  Cirvolo  malematico. 

Académie  des  Sciences  de  Paris. 

Association  française  pour  l'avancement  des 
Sciences,  à  Paris. 

Société  philonialhique  de  Paris. 

Bulletin    des  Sciences    mathématiques   (ré- 
dacteurs MM.  Darboux  et  J.  Tannery). 

Journal  de  l'Ecole  Polytechnique. 

Journal  de   Mathématiques  élémentaires (ré- 
dacteur M.  G.  de  Longchamps). 

Journal  de  Mathématiques  spéciales  (rédac- 
teur M.  G.  de  Longchamps). 

Institut  des  Actuaires  français. 

École  Royale  Normale  supérieure  de  Pise. 

Université  Royale  de  Pise. 
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PRESIDENCE    l>E   Al.   (JOIRSVT. 

La  Société,  réunie  en  assemblée  générale,  procède  au  renou- 
vellement de  son  bureau  el  à  lYleclion  de  membres  du  Conseil. 

Communications  : 

M.  Raffv  :  Sur  deux  classes  de  surfaces  analogues  aux  sur- 
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faces  té iraéd raies, 

M.  Kœnigs  :  Sur  les  invariants  intégraux. 

M.  Kouket  présente,  au  nom  des  Comités  des  Compagnies 
d'assurances  sur  la  vie,  des  Tables  de  mortalité. 

SÉANCE  DU  22  JANVIER  1RÏM5. 

PRESIDENCE    DE   M.    KUENKiS. 

Communications  : 

M.  Lecornu  :  Sur  l'équilibre  dune  enveloppe  ellipsoïdale 
soumise  à  une  pression  intérieure  constante. 

M.  L.  Lv\y  :  Sur  les  familles  de  surfaces  triplement  ortho- 
gonales à  trajectoires  sphériques  pour  une  famille. 

M.  Duporcq  :  Sur  la  construction  du  huitième  point  commun 
aux  quadriques  qui  passent  par  sept  points. 
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M.  Zaremba  adresse  une  Contribution  à  la  théorie  de  la 
fonction  de  Green. 

M.  d'Ocagne  présente  un  opuscule  de  M.  Frédéric  Rîlter  sur 
la  vie  et  les  œuvres  de  Vièle. 

A  la  suite  de  cette  Communication,  la  Société  émet  à  l'unani- 
mité le  vœu  que  le  Gouvernement  ordonne  la  publication  des 
Œuvres  de  Viète,  réunies  par  M.  Frédéric  Ritter. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  DEUX  CLASSES  DE  SURFACES  ANALOGUES  AUX  SURFACES 

TÉTRAÉDRALES  ; 

Par  M.  L.  Raffy. 

On  appelle  sur/aces  tétraédrales  les  surfaces  représentées  en 
coordonnées  cartésiennes  par  les  formules 

x  =  X(u  —  a)m(v  —  a)my 
y—  B(a  —  b)m(v  —  b)m, 
z  =  C(a  —  c)'n(v  —  c)'", 

dans  lesquelles  u  et  v  désignent  deux  paramètres  variables,  les 
autres  lettres  des  constantes.  Il  est  bien  connu  que  les  courbes 
u  =  const.  et  les  courbes  v  =  const.  tracent  sur  ces  surfaces  un 
réseau  conjugué. 

I. 

1.  Je  considère  les  surfaces  représentées  par  les  formules  plus 
générales 

(i)       *  =  U,(iOV,(i>),        y=  U,(iOV,(i'),        5  =  Ul(a)VI(f), 

les  fonctions  U/  et  V/  étant  telles  que  les  courbes  //  =  const.  et 
les  courbes  v  =  const.  forment  un  réseau  conjugué. 

Je  vais  déterminer  toutes  les  surfaces  ainsi  définies  et  je  mon- 
trerai que,  pour  chacune  d'elles,  les  lignes  asymplotiques  sont 
déterminées  par  deux  quadratures. 
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2.  Une  surface  étant  rapportée  à  des  coordonnées  curvilignes 
//,  y,  pour  que  Jes  courbes  coordonnées  forment  un  réseau  con- 
jugué, il  faut  et  il  suffit,  comme  on  sait,  que  le  déterminant 


D'  = 


uv 


a 


y  uv  y  u   y\ 


,- 

'uv 


I 


I 

f 
'V 


soit  identi(|iiement  nul.  Si   nous  désignons  les  dérivées  par  des 
accents,  cette  condition  deviendra,  pour  les  surfaces  considérées, 


(*) 


iv  = 


u't  v; 
u;v; 


u;  v, 

u;vf 

u'3  v, 


Uiv; 


o. 


Débarrassons-nous  d'abord  d'un  cas  particulier,  celui  où  Tune 
des  six  dérivées  qui  figurent  dans  cette  équation  se  réduirait  à 
zéro.  Soit,  par  exemple,  U,  =  o.  Si  Ton  écarte  l'hypothèse 
U3  V'3  =  o,  qui  ne  donnerait  que  le  plan,  il  reste 

u;u'1(V'1vî-v,v2)  =  o. 

Si  Ton  égale  à  zéro  Tune  des  fonctions  V,  on  trouve  un  plan  ; 
si  l'une  des  dérivées  U',,  IV.À  est  nulle,  la  surface  est  un  cylindre. 
La  supposition 

v;  _  y; 

v;  ~  v, 

conduit  aux  surfaces 


(3) 


*-U|V„       ^=U1V„        5^V„ 


qui  sont  bien  connues.  Petcrson  a  donné  dés  1 866,  dans  le  Journal 
de  la  Société  mathématique  de  Moscou,  des  déformations  à  un 
paramètre  pour  toutes  ces  surfaces.  Plus  récemment,  M.  Jamet 
{Annales  de  l'Ecole  Normale  supérieure,  année  188^)  a  étudié 
des  surfaces  qui  ne  diffèrent  de  celles-là  que  par  une  transforma- 
tion projective  et  montré  que  leurs  lignes  asjmptoliques  sont  dé- 
terminées par  deux  quadratures.  En  effet,  les  équations  (3) 
peuvent  être  remplacées  par  les  suivantes 


(\) 


v 

•  -  -  u, 

X 


jr  ---  — 


./<* 


(  u  ) 
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d'où  Ton  déduit,  pour  les  asymptoliques,  l'équation  différentielle 

3.  Nous  pouvons  maintenant  supposer  qu'aucune  des  six  déri- 
vées U'|t  . . .,  V,  ne  se  réduit  à  zéro,  ce  qui  permet  d'écrire  ainsi 
l'équation  du  problème 


(6) 


v, 

u, 

v, 

Ui 

v, 

v; 

II 

v, 
v, 

1)3 

o. 


Le  premier  membre  de  cette  équation  est  une  somme  de  trois 
termes  de  la  forme  UV.  En  le  différentiant  deux  fois  par  rapport 
à  m,  on  obtient  deux  équations  qui,  jointes  à  la  première,  per- 
mettent d'éliminer  les  trois  fonctions  V.  On  arrive  ainsi  à  la  rela- 
tion qui  exprime  que  les  trois  fonctions  U  sont  solutions  d'une 
même  équation  différentielle  linéaire,  homogène  et  du  second 
ordre.  On  a  donc  nécessairement 


(7) 


L, 


ui 


-  =«l/(«)  +  2/?(«) 


(f  =  1,2,3) 


et,  pour  les  mêmes  raisons, 


(») 


•y 

v  1 


(*  =  1,2,3), 


les  lettres  a  et  b,  a  et  fi  désignant  des  constantes,  les  symboles/, 
©,  /et  X  des  fonctions  arbitraires. 

D'après  cela,  trois  cas  peuvent  se  présenter  et  trois  seulement  : 
i°  les  trois  fonctions  (7)  sont  proportionnelles  entre  elles,  ainsi 
que  les  trois  fonctions  (8);  a"  les  trois  fonctions  (7)  sont  propor- 
tionnelles entre  elles,  mais  les  trois  fonctions  (8)  ne  le  sont  point; 
3°  ni  les  fonctions  (-),  ni  les  fonctions  (8)  ne  sont  proportion- 
nelles entre  elles. 


s  — 


4.   Premier  cas.  —  Nous  supposons  qu'on  ait  à  In.  fois 


u,      u 

v  1                  *  i 

V,         V 

—    "3  TrT   -  rn> 

(9) 
(10) 


les  lettres  m  et  /i  désignant  des  constantes,  U  une  fonction  de  */, 
et  V  une  fonction  de  r.  De  ces  relations  on  déduit,  en  négligeant 
des  facteurs  de  proportionnalité  qui  sont  sans  influence, 

x  —  L'"i  V"i,         y  =  U'"*  Y"*,        z  =  lî"1'  \"i. 

A  la  vérité,  les  exposants  ///  et  n  ne  sont  pas  entièrement  arbi- 
traires, car  la  substitution  des  expressions  (g)  et  (io)  dans  l'équa- 
tion (6)  conduit  à  une  relation  quadratique  et  homogène  enlre 
les  inverses  de  ces  exposants.  Mais,  comme  il  existe  toujours 
trois  nombres  a,  [3,  y  satisfaisant  aux  relations 

a//i|  -f-  pm,  -+-  Y/h,  =  o, 
a/it   h-  $nt  -f-  v/is  =  o, 

les  surfaces  que  nous  venons  d'obtenir  auront  pour  équation 

x*y$z*(  =  coust. 

Ainsi,  elles  rentrent  visiblement  dans  le  type  (4)  précédem- 
ment obtenu,  ce  qui  nous  dispense  d'insister  davantage. 


5.   Second  cas.  —   Nous  supposons  qu'on  ait  encore 


(9) 


i 


u, 


u, 


""  \yt  =  ""  U;  =  m*  W3  * 


mais  qu'aucun  des  rapports  des  trois  fonctions  (8),  prises  deux  à 
deux,  ne  soit  constant. 

En  vertu  de  l'hvpollièse  actuelle  et  des  formules  générales  (8), 
l'équation  (G)  devient 


i 
mx 

i 
1 


btt(v) 
b%liv) 

M(«') 


=  o. 
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C'est  là  une  relation  linéaire  et  homogène  à  coefficients  con- 
stants entre  les  deux  fonctions  l(v)  el"k(v).  Puisque  l*uir  rapport 
n'est  pas  constant,  il  faut  que  le  coefficient  de  /(c)  et  celui 
de  'k(v)  soient  séparément  nuls;  d'où 


i     — 


i 

«i 

i 

m, 

i 
m3 


b* 
b> 


=  o 


i 

1 

i 
"H 


=  o. 


Ces  équations  donnent 


o\— hc,  bt  = hc, 


*«£-*. 


*  =  £-*• 


61=  — 

/W3 


*=£-*• 


les  lettres  6,  c,  [3,  y  désignant  des  arbitraires  (*).  Il  vient  alors 

_  =  <*/(*>) -+-YX(r)H ^^ -j 


ce  qu'on  peut  écrire 


en  représentant  par»i(^)  et  y(^)  deux  nouvelles  fonction*  arbi 
traires.  On  déduit  de  là 


m  1  <Yv' 


♦<->[-*ësi 


Mais  on  peut  prendre  pour  variable  le  rapport  y  :  A,  qui,  en 
vertu  de  notre  hypothèse,  ne  se  réduit  certainement  pas  à  une 
constante;  si  nous  l'appelons  encore  i»,  nous  trouverons 


(.0) 


*  g>>rf- 


(')    Nous   nYcarlons  ainsi    (juc    la   solution    m,  —  ni.  —  m,,    qui    conduirait    à 
des  cônes. 
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Les  expressions  des  fonctions  V2  et  V3  ne  différeront  de  celle-là 
que  par  l'indice  de  m  et,  comme  les  relations  (9)  donnent 

nous  obtenons  finalement  les  formules 


m,  I  - 

v..,     ~  —  ~    -~  •*+"»i>       y  =  um*e     •'»'-+-"»* 


mt  ë   — — 

5  =  a'rt»e     ^  ♦'+",i, 


qui  dépendent  d'une  seule  fonction  arbitraire  g(v)  et  de  trois 
constantes  arbitraires  m,,  //i2,  m3  ;  car  nous  avons  pu,  sans  res- 
treindre la  généralité,  remplacer  U  par  la  variable  1/. 

Les  surfaces  que  nous  venons  d'obtenir  n'ont  pas  encore  été 
signalées,  que  je  sache. 

Proposons-nous  d'obtenir  leurs  lignes  asymptotiques.  A  cet 
effet,  nous  formerons  les  deux  déterminants 


D  = 


xtt* 

*',. 

y** 

y* 

y. 

,      n-  = 

■*» 

k 

X v\ 


X 


=   y*  yu  y, 


m" 


'u 


Le  calcul,  effectué  au  moyen  des  formules  (1 1),  donne 


D 
D' 


mxmtm%xyzç(v)  Vi  . 

mimIm<ay^<y«(p)[<;^(<;)-n]  ^ 

—  ■ — ; r^ r-; ri     7    ïYl\ïYl\\m\ — m*), 


Comme  le  déterminant  D'  est  nul,   les  courbes  coordonnées 
étant  conjuguées,  l'équation  différentielle  des  asymptotiques 


(ia) 

se  réduit  ici  à 


Ddu*-h  D'dv*  =  o 


du* 


w 


A'(v)\vA'(v)  -+-  '1  dv* 


=  o. 


On  voit  qu'elle  est  de  la  forme 

V(u  )  du*  —  <t>(  v  )  dv*  =  o. 

En  conséquence,  les  lignes  asymptotiques  des  surfaces  (11) 
sont  déterminées  par  deux  quadratures. 
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6.  Troisième  cas.  —  Nous  supposons  que  les  fonctions  UilUJ 
ne  sont  point  proportionnelles  entre  elles,  non  plus  que  les  fonc- 
tions V4  :  V)-.  Par  suite,  les  fonctions  f{u)  et  <p(f/),  qui  figurent 
dans  les  formules  (7)  ne  sont  pas  dans  un  rapport  constant,  non 
plus  que  les  fonctions  l(v)  et  /(e)  des  formules  (8).  Or,  si  l'on 
substitue  les  expressions  (7)  et  (8)  dans  l'équation  (()),  on  trouve 


1  MO') 
1  btl(v) 
1      bzliy) 


Pi>(^>  «i/(a) 
p,X(")  ajf(u) 
?.*0')     a3/(u) 


a3cp(a) 


=  o. 


Le  premier  membre  de  cette  identité  étant  linéaire  et  homo- 
gène en /(//.)  et  'f(w),  il  faut  que  le  coefficient  de/(f/)  et  celui 
de  '3(11)  soient  nuls,  sans  quoi  le  rapport  f\v  serait  constant. 
Mais  chacun  de  ces  coefficients  est  lui-même  linéaire  et  homo- 
gène en  t(v)  et  <p(i>);  il  doit  donc,  pour  que  le  rapport/:  \  ne  se 
réduise  pas  à  une  constante,  être  identiquement  nul.  En  d'autres 
termes,  on  doit  supposer  nuls  les  quatre  déterminants  en  lesquels 
se  décompose  le  précédent.  Si  Ton  n'écrit,  pour  abréger,  qu'une 
ligne  de  chacun  d'eux,  on  aura  les  quatre  équations 


<i3) 


(  ||  1     a,     bi  ||  =  o,         ||   1     a,     p,  ||   =  o,  / 
(  Il    1      «/     fy  II   =0,         ||    1     a,     bi  ||   =  o.   j 


04) 


Il  est  aisé  de  voir  qu'on  satisfait  de  la  manière  la  plus  générale 
possible  aux  équations  (i3)  en  prenant 


<"V 


i  ai  —  a  -f-  fi'/*/, 
}  %i  =  a  -h  a'x/, 


hi=ib  +  h'ki 


(t  =  i,  2,  3), 
(/=  I,'i,  3), 


toutes  les  lettres  nouvelles  désignant  des  constantes  arbitraires. 
Si  l'on  substitue  ces  expressions  des  douze  paramètres  m,  &/,  a,-,  j3/ 
dans  les  équations  (1  .{)>  on  trouve 


il/ 


|   r/'fi'   |;      1      X,      x,   H   =0, 
\   %'b'   H      1      x,     X,    H   =0, 


Si  le  déterminant  qui  figure  dans  ces  deux  équations  n'est  pas 
nul,  on  devra  supposer  soit  a'  =  o  et  a'=  o,  ce  qui  entraînerait 
Tidentité  des  trois  fonctions  U,  :  L^-,  soit  a'  =  o  et  jï'=o.  Dans 


—  9  — 
ce  dernier  cas,  les  relations  (i3)'  donnent 

di  =  a-t-a'ki,        bi  =  bt-\-  b' lit, 
%i  =  a,  p/  =  p  ; 

les  formules  (7)  et  (8)  deviennenl 

-/  =  (a  -h  a'ki)f(u)-^  aç(w), 

On  en  déduit 

rfU,  __ </m 

~C7  ""  a/(  u)  -+-  ao(  u )  -t-  X/a'/(  a) ' 

rfV/ tfV 

Y,   ~~  bl{v)  +  $\(v)+  A'ib'Mv)' 

Comme  on  a  nécessairement  ici  a' b'^é  o,  on  pourra  écrire 

dVi  _  1  du 


V,  ///(y)-hpX(p)    ,    ,      6'X(i>) 

— zôôô —      ' 

Il  suffira,  dès  lors,  de  prendre  comme  nouvelles  variables 

,  _  af(u)  +  **(u)  ,  _  bl(v)  +  jSXfi») 

"~  «'/(«)         '  V~  b"k(v)         ' 

pour  trouver 

dVj  _  F(iï)dit'  d\rj  _  G(t>')gV 

et,  finalement,  en  supprimant  les  accents, 

,  ^  .  rv(u)du      rG(v)dv 

(U)  IOL' J-  —    I    ; h   /    7—  » 

ainsi  que  deux    formules   analogues   avec   Â'2  et   /%-3    pour    logj/* 
et  logs. 

Egalons   maintenant  à   zéro  le  déterminant   (i4/«    Toutes  les 


d 
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solutions  de  l'équation  ainsi  obtenue 

||  i     ki    x/ 1|  =  o 

sont  représentées  parles  formules 

ki=  m -h  nrif         x/  =  jjl  h-  v r,-,  (t  =  i,î,  3) 

d'où  l'on  déduit,  en  vertu  des  relations  (i3)', 

at  =  a  -+-  ma -h  nart,         bi  =  b  -+-  mb'-h  nb'ri. 

Par  suite  les  expressions  (7)  et  (8)  deviennent 

y7  =(a  +  /na')/(i«)  +  (a  +  |n')*(«)-»-',/[',a7,(tt)+vîl'?(M)l' 

En  répétant  le  raisonnement  qui  vient  d'être  fait,  on  arrivera 
exactement  aux  mêmes  conclusions  que  dans  l'hypothèse  précé- 
dente. En  résumé,  dans  le  troisième  cas,  on  n'obtient  pas  d'autres 
surfaces  que  celles  qui  sont  représentées  par  les  formules 


r  u  du        r  v  dv 

J    m  H-  a       J   v  -ha 


J    u  -h  b        j    v  -+■  b 
'  Vdn  r  Xfiv 


r   Vdn  r  Xfiv 

lofT  Z  —   I h     /    » 

J     u  -+-  C        J     V  -h  c 


où  U  et  V  sont  deux  fonctions  arbitraires,  Tune  de  u,  l'autre  de  r, 
«,  6,  c  trois  constantes  quelconques. 

M.  Sophus  Lie,  qui  a  le  premier  considéré  ces  surfaces,  a 
indiqué  (Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  CXIV, 
p.  335)  qu'on  peut  déterminer  leurs  lignes  asympto tiques.  Pour 
le  vérifier,  il  suffit  de  calculer,  au  moyen  des  formules  (16),  les 
fonctions  D  et  D".  On  trouve  ainsi 

D  =  0  U(U-i)  ^         D.  =  .  V(V-0 

^  (m  -h  a)(u  -f-  b)(u  -h  c)'  **  \v-ha)(v  +  b)(v -t-c)' 


t 


—  il  — 

le  fadeur  commun  p  représentant  l'expression 

xyzUXju  —  v)*  Zab(a  —  b) 

On  voit  que  l'équation  (12)  des  asymptotiques  est  de  la  forme 

F(u)du*—  <t>(v)dv*  =  o, 

ce  qui  démontre  le  théorème*.  \ 

7.  Remarque.  —  Il  peut  être  avantageux,  dans  certains  cas,  de 
faire  disparaître  le  signe  d'intégration  à  la  fois  des  trois  fonctions 

r¥{u)du  rF(u)du  rF(u)du 

J     u-h  a  J     u  ■+-  à  J      a  -+-  c 

Il  suffit  à  cet  effet  de  poser 

F(«)  =  (a4-fl)(«  +  6)(a  +  c)f(a) 
et  d'intégrer  par  parties;  on  trouve  ainsi 
F(u)du 


s 


=  («  +  i)(«  +  c)ç"(M)-  (iu  +  b  -+-  c)  q' (u)  -+-  iq(u)i 


u  -h  a 

la  fonction  çp (u)  étant  laissée  arbitraire. 

Celte  remarque  permet  d'éliminer  les  paramètres  u  et  v  entre 
les  relations  (i  i)  qui  définissent  les  surfaces  trouvées  au  n°  5,  et 
que  Ton  peut,  en  remplaçant  m,,  //?2,  /??3  par  a,  6,  c,  écrire  de  la 
façon  suivante  : 

logar"  =  Ioga  -+-  c^ep"  —  nvy  h-  2ç-f-(i  +  c)(vo*  —  2<p')  -h  bey", 
t 

\oçy"  =  IogM  -f-  ^2o" —  st'cp'  -+-  2 cp  -h  ( c  -h  a)(i*o'  —  '2o')+  ca</, 

i 
log  5*'  =  log  m  H-  ^,Cp*  —  ?.PCp'  -»-  20  -h  (a -h  b)(v&" —  2s')-f-  abv". 

Le  symbole  çp  désigne  une  fonction  arbitraire  de  v,  dont  les  dé- 
rivées sont  représentées  par  <p' et  <p".  Des  équations  ci-dessus,  on 
déduit,  par  des  combinaisons  évidentes, 

h  —  r     c  —  a     a  —  h 

\oçx~^~  y~~  z    «"     =  <p"£&c(£  —  c), 
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Comme  vz>" —  as'  est  une  fonction  de  s",  nous  éliminerons  v 
en  écrivant 


h  —  c     c  —  ti     a  — h 


(n/  x  "  y  h    z  c     =  *(.*•*-* yc~a zn~h), 

le  symbole  4>  désignant  une  fonction  arbitraire  de  son  argument. 
Nous  avons  donc  ce  théorème  :  Les  lignes  asympto tiques  des 
surfaces  que  représente  l'équation  (11)'  peuvent  être  déter- 
minées par  deux  quadratures,  quelles  que  soient  les  indéter- 
minées a,  b,  c,  et  la  fonction  arbitraire  4>. 


II. 

8.  Les  surfaces  (4)  que  nous  avons  obtenues  tout  d'abord  (n°  2) 
sont  des  transformées  homograpliiques  de  celles  que  représente 
l'équation 

(17)  /i(L,M)=/f(N,P)f 

où  L,  M,  N,  P  sont  quatre  fonctions  linéaires  de x,y,  z;  f\,fi  des 
fonctions  homogènes  el  du  même  degré  de  leurs  arguments  res- 
pectifs. M.  Jamet  (loc.  cit.)  a  fait  connaître  une  propriété  carac- 
téristique des  surfaces  (17)  :  Tous  les  plans  tangents  menés  aux 
divers  points  d'une  section  faite  par  un  plan  contenant  la 
droite  IN  =  o,  P  =  o,  coupent  en  un  même  point  la  droite 
L  =  o,  M  =  o. 

Pour  les  transformées  homographiques  que  nous  avons  consi- 
dérées et  qu'on  peut  représenter  par  l'équation 


cette  propriété  s'énonce  ainsi  :  Les  plans  tangents  menés  aux 
divers  points  d'une  section  faite  par  un  plan  contenant  V axe 
des  x  enveloppent  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  pa- 
rallèles au  plan  des  yz. 

11  n'est  pas  sans  intérêt  de  rechercher  toutes  les  surfaces  qui 
possèdent  la  propriété   réciproque  :  Les  courbes  de  contact  des 
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cylindres  circonscrits  parallèlement  à  un  plan  fixe  sont  des 
courbes  planes  dont  les  plans  passent  par  une  droite  fixe. 

9.  A  cet  effet,  déterminons  d'abord  toutes  les  surfaces  telles 
que  les  courbes  de  contact  des  cylindres  circonscrits  parallèle- 
ment au  plan  des  yz  soient  des  courbes  planes. 

Toute  surface,  pouvant  être  considérée  comme  l'enveloppe  des 
cylindres  qui  lui  sont  circonscrits  parallèlement  au  plan  des  r5, 
peut  être  représentée  par  l'équation 


08) 


z-*c-ay  =  f(x,a) 


qui  est  celle  d'un  pareil  cylindre  et  par  l'équation  dérivée 


('9) 


y  =  yy  *•»«)• 


Les  courbes  de  contacl  des  c\lindres  sont  les  courbes  a  =  const. 
Écrivons  que  leur  torsion  est  nulle.  Il  faut  et  il  suffit  pour  cela 
qu'on  ait,  pour  tonte  valeur  de  a, 

x'    x0    xm 

y  y  y 


-i       „/r        mm 


=  o, 


les  dérivées  étant  prises  par  rapport  à  x.  Cette  équation  se  réduit  à 


y"zm  —  z'f"  =  o 

et  montre  que  le  rapport  z"  :  y  est  une  fonction  de  a. 
poserons 

Mais,  comme  les  équations  de  la  surface  donnent 


Nous 


il  vient 


ou  encore 


Xr"  —  fa  x •«  j  Z%  ~  Jj*         afa  »  '  y 


fU  = 


|0<y   f      == 

da     *Jx*        A 


On  déduit  de  là  d'abord 


/*«  =  ÀX', 
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X  désignant  une  fonction  arbitraire  de  x\  puis 

/=  AX  -+-  Axx  ■+-  Aît 

les  lettres  A,  A,,  A2  désignant  trois  fonctions  arbitraires  de  a. 
Les  solutions  qu'on  obtiendrait  en  supposant  nulle  soit  la  dé- 
rivée y,  soit  la  dérivée  y ,  rentrent  dans  celle-là.  Ainsi,  les  sur- 
faces cherchées  sont  les  enveloppes  des  cylindres  (') 

(20)  5  +  a/  =  AX  + Ajj+Aj. 

Effectivement,  on  obtient  les  caractéristiques  de  ces  cylindres  en 
adjoignant  à  cette  équation  l'équation  dérivée 

(21)  y  =  A'X-h  A>+  A't, 

et  il  est  visible  que  ces  courbes  sont  situées  dans  le  plan  variable 

(22)  A' s  -h  ( A'a  —  \)y  -+-  ( AA't  —  A' A, )r  -+-  AA't  —  A' A,  =  o. 

Nous  allons  maintenant  exprimer  que  ce  plan  passe  par  une 
droite  fixe.  Il  y  a  deux  cas  à  distinguer  suivant  que  la  dérivée  A' 
est  nulle  ou  différente  de  zéro. 

• 

10.  Premier  cas.  —  Soit  A'  =  o  ;  par  suite,  A  =  const.  =  m. 
Le  plan  de  la  courbe  de  contact  du  cylindre  circonscrit  a  pour 
équation 

(21)'  /  =  A',j  +  A,; 

il  ne  peut  contenir  d'autre  droite  fixe,  située  à  distance  finie, 
qu'une  parallèle  à  l'axe  des  z.  Cette  droite  étant  prise  pour  axe 
des  z%  on  aura  A'2  =  o;  c'est-à-dire  que  A2  est  une  constante.  En 
la  négligeant,  ce  qui  est  permis,  on  obtient  les  sur'aecs  enve- 
loppes des  cylindres 

(  -23  )  z  -+•  a  y  =  /(  x,  a  )  =  m  X  -4-  A  Â  x, 

pour  lesquels  X  et  A«  sont  deux  fonctions  arbitraires. 


(')  Si  l'on  suppose  A,  proportionnel  à  A,  on  obtient  une  classe  remarquable 
de  surfaces,  dont  chacune  admet  une  série  de  déformations  dépendant  d'un  pa- 
ramètre arbitraire,  et  dans  lesquelles  le  réseau  des  courbes  x  --  const.,  a  —  const., 
reste  conjugué.  Voir  le  travail  de  M.  Goursat,  Sur  un  problème  relatif  à  ta 
déformation  des  surfaces  {American  Journal  of  Mat  hématies,  t.  XIV). 
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Si  le  plan  de  la  courbe  de  contact  contient  une  droite  fixe 
rejetée  à  l'infini,  il  est  nécessairement  parallèle  au  plan  y  =  o. 
Alors  A',  =  o;  soit  A,  =  const.  =  n\  les  cylindres  cherchés  ont 
pour  équation 

(  'x\  )  z  -h  ay  —  f( ;r,  a  )  =  m  X  -+-  nx  -h  Aj. 

il.  Second  cas.  —  Soit  A'^  o.  Si  la  droite  fixe  est  rejetée  à 
l'infini,  les  plans  des  courbes  de  contact  sont  parallèles  à  un  plan 
fixe,  (pion  peut  prendre  pour  plan  des  xy.  Alors  on  a 

\'a  —  À  =  o,         A' Ai  —  AA  j  =  o, 

ce  qui  donne,  avec  deux  constantes  arbitraires  m  et  //, 

A  =  ma,         A|  =  m  nu. 

On  arrive  ainsi  aux  cylindres 

(25)  z  -*-ay  =f(x,  a)  =  ma(X  -+-  n)  -+-  Aj. 

Si  la  droite  fixe,  située  à  distance  finie,  n'est  parallèle  aux 
génératrices  d'aucun  des  cylindres  circonscrits,  on  peut  la  prendre 
pour  axe  des  x;  d'où  les  deux  relations 

AA',  —  A'A,  =  u,         AA't  —  A' A,  =  o, 

qui  expriment  que  les  fonctions  Af  et  Aa  ne  différent  de  A  que 
par  des  facteurs  constants.  Dès  lors,  la  fonction /"(a?,  a)  se  réduit 
au  produit  de  A  par  une  fonction  de  x.  Or,  si  l'on  a 

(•iG)  5-f-  av-  \f(x), 

il  en  résulte 

(*7)  y  =  Vf(*)* 

d'où  par  division 

z  A 

-  -+-  a  =  v-  • 
Y  A 

Ainsi,  a  est  une  fonction  du  rapport  z  \y.  Il  en  est  de  même  de 


-   H)  - 
A'  et  l'équation  (27)  prend  la  forme 


<*")' 


+ 


(?) 


strictement  équivalente  à  celle  des  surfaces  (17)'. 

Supposons  enfin  que  la  droite  fixe,  située  à  distance  finie,  soit 
parallèle  aux  génératrices  de  l'un  des  cylindres  circonscrits;  nous 
la  prendrons  pour  axe  des  y.  Ecrivons  que  le  plan  variable  (22) 
contient  cet  axe.  Nous  aurons 

A'<7  —  A  =  o,         A  A , —  A'Aj  =  o, 

d'où  par  intégration 

A  =  ma,         Aj=  mna, 

m  et  n  étant  deux  constantes.  Donc,  les  surfaces  correspondantes 
sont  les  enveloppes  des  cylindres 

(  28  )  z  -h  a  y  =  /(  x,  a  )  =  ma  X  -f-  A ,  x, 

car  on  peut  supprimer  la  constante  n  qui  s'ajouterait  à  la  fonction 
arbitraire  X. 

12.  Si  Ton  rapproche  les  cinq  résultats  que  nous  venons  d'ob- 
tenir, on  arrive  à  la  conclusion  suivante  : 

Les  surfaces  que  leurs  cylindres  circonscrits  parallèlement 
à  un  plan  fixe  touchent  suivant  des  courbes  planes  dont  les 
plans  passent  par  une  droite  fixe  sont  les  enveloppes  des  cy- 
lindres ayant  pour  équation 

(18)  z-^ay=fyx.  a), 

où  la  fonction  f  admet  V une  des  deux  formes  suivantes  : 

\f(x,a)  =  \(a)X(x)y 
(  9.9  )  l 

I  f(r%  a)  =  (ma  -+-  n)\(x)  -f-  (px  -+-  r/)\(a), 

les  deux  fonctions  A,  X  étant  arbitraires  ainsi  que  les  quatre 
constantes  /;/,  /?,/>,  q. 

Nous  allons  voir  que  les  lignes  asymptotiques  de  chacune  de 
ces  surfaces  sont  déterminées  par  deux  quadratures. 
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En  effet,  les  courbes  x  =  const.,  a  =  const.  formant  un  réseau 
conjugué,  l'équation  différentielle  des  asymptotiques  est 

Drf^+D'rfa^o. 

Un  calcul  facile  montre  que,  pour  les  surfaces  enveloppes  des 
cylindres 

*y  =  A*.  a)> 


cette  équation  se  réduit  à 

fi*  dx1 — fa*  da*  =  o, 

et  il  est  visible  que,  quand  la  fonction  y  admet  Tune  ou  l'autre  des 
formes  (29),  cette  équation  rentre  dans  le  type 

¥(x)dx*—  *(a)rfa*  =  o, 

ce  qui  démontre  la  propriété  énoncée. 

13.  Voici,  pour  terminer,  une  propriété  caractéristique  des 
surfaces  (17),  étroitement  liée  à  celle  qu'a  démontrée  M.  Jamet 
et  que  nous  avons  rappelée  au  n°  8.  Je  dis  que  ces  surfaces  pré- 
sentent un  réseau  conjugué  formé  de  deux  familles  de  courbes 
planes,  dont  les  plans  passent  par  deux  droites  fixes . 

Soient  en  effet  (D,)  et  (D2)  les  deux  droites  L  =  M  =  o  et 
N  =  P  =  o.  Menons  un  plan  par  (D4)  et  un  plan  par  (D2).  Ces 
plans  déterminent  dans  la  surface  des  sections  (Ct)  et  (C2).  Con- 
sidérons les  plans  tangents  menés  à  la  surface  le  long  de  (C2)  : 
ils  enveloppent,  d'après  la  proposition  de  M.  Jamet,  un  cône  dont 
le  sommet  est  en  un  certain  point  S|  de  la  droite  (Dt).  En  un 
point  M  commun  à  (C«)  et  à  (C2),  la  tangente  à  (C2),  courbe  de 
contact  du  cône  (S,),  a  pour  conjuguée  la  génératrice  MSj  de  ce 
cône,  qui  est  tangente  à  la  courbe  (C,).  Ainsi  les  sections  telles 
que  (C{)  et  les  sections  telles  que  (C2)  forment  un  réseau  con- 
jugué. 

Pour  établir  que  cette  propriété  caractérise  les  surfaces  consi- 
dérées, on  peut  montrer  qu'elle  entraîne  la  proposition  de 
M.  Jamet.  A  cet  effet,  supposons  qu'il  existe  un  réseau  conjugué 
formé  de  deux  familles  de  courbes  planes  dont  les  plans  passent, 
pour  les  courbes  d'une  famille,  par  une  droite  (Dj),  pour  celles 

XXIV.  À 
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de  l'autre  famille,  par  une  droite  (Da).  Considérons  une  section 
plane  (Cf  )  dont  le  plan  passe  par  (Df  ).  Soit  M  un  point  de  (C<  ). 
Celle  des  courbes  conjuguées  de  l'autre  famille  qui  passe  par  M 
est,  d'après  un  théorème  de  M.  Kœnigs,  la  courbe  de  contact 
du  cône  circonscrit  qui  a  pour  sommet  le  point  Sly  où  la  tan- 
gente en  M  à  la  section  (C<)  rencontre  la  droite  (D<).  Mais, 
par  hypothèse,  cette  courbe  (C2)  est  plane  et  son  plan  passe 
par  (D2).  Donc  les  plans  tangents  menés  le  long  de  la  section 
plane  (Ca),  dont  le  plan  contient  (Da),  vont  tous  passer  au 
point  Sf  de  la  droite  (Df)  :  c'est  la  proposition  de  M.  Jamet. 
On  peut  aussi  établir  cette  réciproque  par  un  calcul  direct. 
Prenons  pour  plan  des  xy  un  plan  parallèle  aux  deux  droites  fixes, 
également  distant  de  chacune  d'elles;  pour  axe  des  s,  une  droite 
qui  les  rencontre.  Deux  plans,  passant  respectivement  par  ces 
deux  droites,  seront  représentés  par  les  équations 

(3o)  x=  u(z  +  c)>        jr=:v(z  —  c), 

où  c  est  une  constante.  Pour  qu'un  point  de  la  droite  ainsi  définie 
engendre  une  surface  dont  les  sections  planes  u  =  const.  et 
v  =  const.  forment  un  réseau  conjugué,  il  faut  et  il  suffit  que  z 
soit  une  fonction  de  u  et  t>,  telle  que  le  déterminant  D'  soit  iden- 
tiquement nul.  On  a  ainsi  l'équation 

uz*uo  -+-  z'„    uz'u  -f-s  +  c    uz' 


UV  ^^  ~V        •*<•!*  -T-  «•  -r-  w        w*v 

VZ"UV  -h  Z'u      VZ'U  VZ'V  -h  Z  —  C 

Zuv  Zu  Zv 


=  0, 


[ui  se  réduit  à 


ce  qui  n'est  autre  chose  que  le  développement  de  la  condition 


d»     .       Z  —  c 


àudv 

En  conséquence,  l'intégrale  générale  est 
(30  i^£=/lfil, 

V       '  Z-hC  Cp(i>) 

avec  deux  fonctions  arbitraires.  Mais  si  l'on  tient  compte  des  équa- 
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tions  (3o),  cette  relation  prend  la  forme 

(J—,T(-i.).  (.  +  .,/(_£_), 

qui  rentre  visiblement  dans  le  type  (17).  La  propriété  est  donc 
caractéristique  de  cette  classe  de  surfaces. 


CONTRIBUTION  A  LA  THÉORIE  DE  LA  FONCTION  DE  GREEN; 

par  M.  Zaremba. 

i.  La  lecture  du  beau  Mémoire  de  M.  Picard  (Journal  de 
Liou ville,  t.  VI,  4e  série)  fait  immédiatement  naître  l'idée  qu'un 
grand  nombre  de  résultats,  établis  par  réminent  géomètre  pour 
les  équations  aux  dérivées  partielles  à  deux  variables  indépen- 
dantes, doivent  pouvoir  s'étendre  au  cas  de  plusieurs  variables 
indépendantes.  On  reconnaît  immédiatement  que  la  chose  se  ra- 
mène à  la  démonstration  d'une  propriété  de  la  fonction  de  Green, 
facile  à  établir  dans  le  plan  par  la  représentation  conforme,  mais 
beaucoup  moins  immédiate  dans  les  autres  cas.  C'est  cette  pro- 
priété qui  fera  l'objet  du  présent  travail.  Nous  nous  bornerons  à 
trois  variables  indépendantes,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  intéressant, 
mais  on  verra  que  la  méthode  suivie  pourrait  s'appliquer  au  cas 
général. 

2.  Voici  l'énoncé  de  la  propriété  dont  il  vient  d'être  question. 

Soit  G(x,  y,  z;  ^,y}  z')  la  fonction  de  Green  relative  à  un 
domaine  D  limité  par  une  surface  convexe  S  admettant  en  chacun 
de  ses  points  des  rayons  de  courbure  déterminés.  Désignons  par  d 
la  plus  grande  distance  de  deux  points  pris  sur  la  surface  S  et 
par  a  la  limite  inférieure  des  rayons  de  courbure  de  la  surface  S 
en  un  point  variable.  Je  dis  que  l'intégrale 

(,)  imfff\£\**'*f' 

étendue  à  tout  le  domaine  D,  est  inférieure  à  un  nombre  N  jouis- 
sant des  propriétés  suivantes  : 

a.  Le  nombre  N  dépend  uniquement  de  la  surface  S. 


—  20  - 
b.  Le  nombre  N  tend  vers  zéro  lorsque  la  surface  S  varie  de 

façon  que  d  tende  vers  zéro,  le  rapport-  ne  dépassant  jamais  un 

nombre  fixe  M. 
En  posant 

on  peut  écrire 

(2)  G(*,y,  z  ;  x\  y\  *')  =  !  —  v(x,  y,*;*', y,  *')> 

r 

le  second  terme  du  second  membre  étant  une  fonction  qui  admet 
des  dérivées  finies  et  continues  dans  tout  le  domaine  D  et  sur  la 
frontière  S  de  ce  domaine. 

La  fonction  G  étant  positive  à  l'intérieur  de  la  surface  S,  la 
fonction  u,  définie  sur  cette  surface  par  l'équation 

__  d  ^       dv 
dn  p       dn 

où  chaque  terme  du  second  membre  représente  suivant  l'usage 
une  dérivée  prise  suivant  la  normale  intérieure  élevée  en  un 
point  P  de  la  surface,  ne  deviendra  négative  pour  aucune  position 
du  point  P. 

D'ailleurs,  en  appelant  do)  l'élément  de  la  surface  S  à  l'inté- 
rieur duquel  se  trouve  le  point  P  et  en  désignant  par  r  la  distance 
du  point  Pau  point  défini  par  les  coordonnées  x,  y,  z,  on  vérifie 
tout  de  suite  que  la  fonction 

(3)  w(x,y,z)—l^-^-> 

où  l'intégration  doit  être  étendue  à  toute  la  surface  S,  coïncide,  à 
l'intérieur  de  cette  surface,  avec  la  fonction  v  et,  à  l'extérieur, 

avec  la  fonction  -• 

P 

3.  Proposons-nous  de  former  une  fonction  qui,  à  l'intérieur  de 
la  surface  S,  ne  soit  jamais  inférieure  à  la  fonction  f  définie  par 
l'équation 

/,%  r      fàw\*       /dw\*       /dw\* 
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Désignons,  à  cet  effet,  par  A  le  point  (supposé  intérieur  à  la 
surface  S)  dont  les  coordonnées  sont  x,  yet  z  et  soit  A0  un  point 
de  la  surface  S  (qui,  en  général,  sera  unique)  dont  la  distance  au 
point  A  ne  soit  supérieure  à  celle  d'aucun  autre  point  de  la 
surface. 

Considérons,  en  outre,  le  point  Af  symétrique  du  point  A  par 
rapport  au  point  A0,  et  posons 


/•  =  AP,        r!  =  A,P,        6  =  AA0; 

soit  enfin  R  une  longueur  égale  à  la  plus  grande  des  longueurs  a 
et  b.  On  aura 

(5)  b<K, 

et  en  même  temps 

(6)  -ÉTrns» 

quelle  que  soit  la  position  du  point  P  sur  la  surface  S. 

4.  Regardons  la  droite  indéfinie  AAf  comme  un  axe  Ç  dirigé 

du  point  A  vers  le  point  A<  et  rapportons  cet  axe  au  point  A.  Cela 

posé,  cherchons  une  limite  supérieure  de  la  valeur  absolue  de  la 

dérivée 

(dw\       _   f  u  cos(AP,  £)rfci> 


-)    =f 


et,  dans  ce  but,  comparons-la  avec 

La  surface  S  étant  convexe,  on  aura 

cos(AtP,  £)  <o, 
|cos(AP,  È)|<|co§(A|Pf  Ç)|. 

Il  vient  d'ailleurs,  à  raison  des  inégalités  (5)  et  (6), 

r        r, 

Par  conséquent,  en  se  rappelant  que  u  n'est  jamais  négatif,  on 
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trouve 


1(5)  J  <9l(î)^ 


Soit  A'  le  point  dont  les  coordonnées  sont  x\  y  et  zf.  On  aura, 
à  cause  des  propriétés  de  w  à  l'extérieur  de  la  surface  S, 


K 


— )     \<— — , 


et  comme  on  a,  par  suite  de  la  convexité  de  la  surface  S, 


A'A<A'A„ 
il  viendra 

Kw),.l<^- 

5.  Menons  par  le  point  À  un  axe  quelconque  7)  perpendiculaire 
à  l'axe  ÀÀ|,  rapportons  cet  axe  au  poinl  A  et  cherchons  une 
limite  supérieure  de  la  valeur  absolue  de  la  dérivée 

/dw\       _  f  itcosfAP,  ri)dta 


-)    =f 


Menons  pour  cela  par  le  poinl  A4  un  axe  y\4  de  même  sens  que 
l'axe  7),  rapportons  cet  axe  au  point  A,  et  envisageons  la  dérivée 


8  '? 


(àw\         _   C  u  cos(A|P,  rtl)d<a 

En  posant 

X  =  rcos(AP,  >))  =  rx  cos(A|P,  r)t), 

on  aura 

En  tenant  compte  de  l'identité 


r%rt 


et  en  observant  que 
on  trouve 

19;  H        rf"r»\r        rj 
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Or,  les  inégalités  (5)  et  (6)  nous  donnent 

et  comme 

b%ru 
il  vient 

Par  conséquent,  en  tenant  compte  des  inégalités  (g)  et  (io)  et 
en  remarquant  que 

IM<rf 

on  déduit  de  la  relation  (8) 


àw\       __/^\         I        6^  /"il. 

<^/TJ=0  \<fyl/Ti,=©|  &J 


ou  bien,  eu  égard  à  la  définition  de  w, 


(,,)         I(£)J<I(£LJ-,-tê 


La  lettre  A!  désignant  toujours  le  point  (x',  y3 ,  zf),  on  aura 


\&  u- 


^i/i,^  r  A/At  « 

et,  par  conséquent,  a  fortiori, 


l(£)J<  ' 


=•■       A'A 
Le  point  A  étant  intérieur  à  la  surface  S 


4,,<FÂ' 


on  aura  donc  à  plus  forte  raison,  en  se  rappelant  que  d  désigne  la 
plus  grande  distance  de  deux  points  variables  sur  la  surface  S, 


d 

(i3)  w< 


A'A 


—  Î4  - 
On  peut  donc  conclure  des  inégalités  (i  i),  (12)  et  (i3) 


l(îï)J  <("-")*?•* 


d'où,  puisque  a  désigne  une  limite  inférieure  de  la  longueur  R, 


04) 


•  I  (£)„=.  K1-^)^ 


6.  On  déduit  immédiatement  des  inégalités  (7)  et  (1 4 ) 


ou  bien 


en  posant 


/<2 

7       P* 


Q«=8i  +  a(i+^Y,         Â'A  =  ç 


7.  Il  vient,  en  rapprochant  cette  inégalité  de  l'équation  (2), 


àG 

Ox 


Par  conséquent,  l'intégrale  I,  définie  par  l'équation  (i),  satisfait 
à  l'inégalité 

où  l'intégration  est  étendue  à  une   sphère  de  centre   A   et  de 
rayon  d.  Il  en  résulte 

J<4*(i-+-Q)rf, 

inégalité  qui  démontre  notre  théorème. 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU  5  FÉVRIER  189G. 

PRÉSIDENCE  DE  M.  KOENIGS. 


Élections  : 


Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  : 
MM.  Pctrovitch  et  de  Séguicr,  présentés  par  MM.  Picard  et 
Goursat;  M.  Dennery,  présenté  par  MM.  Vaschy  et  Duporcq; 
MM.  Grévy  et  Bourlel,  présentés  par  MM.  Goursat  et  Kœnigs ; 
MM.  Cosserat  et  Henry  Bourget,  présentés  par  MM.  Darboux  et 
Kœnigs  ;  M.  Leau,  présenté  par  MM.  Kœnigs  et  Rafly;  M.  Le  Va- 
vasseur,  présenté  par  MM.  Picard  et  Kœnigs;  M.  Charve,  pré- 
senté par  MM.  Appel!  et  ïannery;  MM.  Leroux  et  Lebel,  pré- 
sentés par  MM.  Appell  et  Kœnigs;  M.  Tissot,  présenté  par 
MM.  Guyou  et  Kœnigs;  M.  Albert  Gauthier-Villars,  présenté  par 
MM.   Fouret  et  Carvallo;    MM.   Gels  et  Dumas,    présentés  par 

MM.  Goursat  et  RaflTv. 

••  • 

Communications  : 

M.  d'Ocagne  :  Abaque  général  des  marées. 

M.  Painlcvé  :  Propriété  générale  de  l'équation  différentielle 
du  premier  ordre. 

M.  Dennery  :  Intersection  d'une  droite  avec  une  quadrique 
définie  par  neuf  points. 

M.  Painlevé  communique  nne  démonstration  de  M.  Bendixon 
Sur  V existence  de  l'intégrale  d'une  équation  aux  dérivées 
partielles  linéaire. 

SÉANCE  DU  19  FÉVRIER  1896, 

PRÉSIDENCE  DE  M.   VICAIRE. 

Coin  m  u  n  ica  t  ion  s  : 

M.  Carvallo  :  Sur  l'impossibilité  de  satisfaire  par  des  points 
réels  aux  conditions  de  la  configuration  formée  par  les  neuf 
points  d'inflexion  d'une  cubique  plane. 

xxiv.  3 
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M.  Vicaire  expose  les  résultats  auxquels  il  est  arrivé  dans 
deux  Mémoires  intitulés,  l'un  Sur  la  réalité  de  l'espace  et  le 
mouvement  absolu,  l'autre  Sur  la  nature  et  sur  les  principes 
de  la  Mécanique  rationnelle. 


SÉANCE  DU   4  MARS  1896. 

PRB8IDKNCR   DE  M.    KOENIGS. 

Élections  : 

Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  W.  de 
Tannenberg,  présenté  par  MM.  Darboux  et  Kœnigs;  M.  Alfred 
Tresca,  présenté  par  MM.  Tresca  et  Carvallo;  M.  Duport,  pré- 
senté par  MM.  Appell  et  Painlevé;  M.  Cartan,  présenté  par 
MM.  Picard  èl  Kœnigs;  M.  Griess,  présenté  par  MM.  Appell  et 
Kœnigs;  M.  Piéron,  présenté  par  MM.  Darboux  et  Tannery; 
M.  Torrès,  présenté  par  MM.  Poincaré  et  d'Ocagne;  M.  Quiquet, 
présenté  par  MM.  Fouret  et  RafTy. 

Communications  : 

M.  d'Ocagne  :  Sur  une  machine  à  résoudre  les  équations, 
inventée  par  M.  Torrès. 

M.  Michel  adresse  la  Note  suivante  : 

Courbe  d'ombre  sur  une  surface  particulière  du  quatrième  ordre. 

Considérons  une  surface  S,  un  point  O  de  la  surface  et  la  nor- 
male ON  en  ce  point.  Si  Ton  imagine  toutes  les  sections  planes 
de  la  surface,  qui  passent  en  O,  et  si  Ton  prend  en  ce  point  les 
centres  de  courbure  de  ces  sections,  le  lieu  des  points  ainsi  ob- 
tenus est  une  surface  S  du  quatrième  ordre. 

Cette  surface  2  peut  être  engendrée  par  un  cercle  passant  en  O, 
ayant  son  centre  sur  ON,  dont  le  plan  tourne  autour  de  cette 
droite  et  dont  le  diamètre  d  varie  suivant  la  relation  d'Euler  : 

i         cos!o    ,    sin2o 

—    — L    -4-     !  , 

d       r,    -    a, 

Ri  et  R2  étant  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la  surface  S 
au  point  O,  et  o  l'angle  du  plan  du  cercle  considéré  avec  l'un  des 
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plans  principaux  de  courbure  (voir  Comptes  rendus  de  l'Asso- 
ciation française  pour  l'avancement  des  Sciences,  Congrès 
de  1893). 

J'ai  démontré  géométriquement  (loc.  cit.)  que  si  l'on  prend  le 
point  O  pour  pôle  de  transformation,  la  surface  inverse  de  2  est 
un  conoïde  de  Pliicker,  propriété  qui  constitue  une  extension  à 
l'espace  de  celle  qui  a  été  signalée  par  M.  Laisant  Tannée  der- 
nière dans  le  Bulletin,  relativement  à  la  transformation  inverse  du 
cercle  de  courbure  en  un  point  d'une  courbe  plane,  par  rapport 
à  ce  point. 

La  présente  Note  a  pour  but  de  faire  seulement  quelques  re- 
marques au  sujet  de  la  détermination  de  la  ligné  d'ombre  de  la 
surface  2  éclairée  par  un  point  lumineux  de  la  droite  ON. 

Soit  A  le  point  lumineux;  tout  plan  passant  par  ON  coupe  la 
surface  2  suivant  un  cercle,  et  Ton  obtient  deux  points  de  la  ligne 
d'ombre  en  menant  dans  ce  plan  à  ce  cercle  les  deux  tangentes 
issues  du  point  A. 

Si  l'on  amène,  par  rotation  autour  de  ON,  tous  ces  plans  en 
coïncidence  avec  l'un  des  plans  de  courbure  principaux  de  la 
surface  S,  les  sections,  déterminées  dans  2  par  chacun  d'eux,  se 
rabattront  sur  ce  plan  suivant  des  cercles  passant  en  O  et  dont 
les  centres  sont  sur  ON. 

Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  issues  de  A  à  cette 
série  de  cercles  est  une  strophoïde  droite  dont  le  point  double  est 
en  O  et  le  sommet  en  A. 

On  voit,  par  conséquent,  que  la  courbe  d'ombre  est  V intersec- 
tion de  la  surface  2  et  d'une  surface  de  révolution  engendrée 
par  une  strophoïde  tournant  autour  de  ON. 

11  est  ù  remarquer  que  la  strophoïde,  et  par  suite  la  surface  de 
révolution  qu'elle  engendre,  ne  dépendent  que  de  la  distance  OA; 
cette  surface  est  donc  la  même,  quelle  que  soit  la  surface  S  et  par 
suite  la  surface  2.  On  en  conclut  que  : 

Le  lieu  des  courbes  d'ombre  déterminées  sur  toutes  les  sur- 
faces 2  passant  en  O  et  ayant  ON  pour  droite  double,  par  un 
point  A  lumineux  de  cette  droite,  est  une  surface  de  révolution 
autour  de  ON,  dont  la  méridienne  est  une  strophoïde  droite. 

Je  me  propose  d'étudier  prochainement  la  courbe  d'ombre  dans 
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le  cas  le  plus  général;  je  tenais  à  faire  d'abord   ces  quelques  re- 
marques sur  un  cas  particulier. 


SÉANCE  DU  18  MARS  1896. 

PRKSIDBNCE   DB  M.   KCENIG8. 

Communications  : 

M.  Touche  :  Calcul  de  la  résistance  des  fluides  à  un  disque 
mince. 

M.  Fleury  :  Sur  un  développement  en  série. 
M.  Carvallo  :  Sur  le  planimètre  de  Petersen. 

M.  Goobsat  adresse  un  Mémoire  Sur  les  lignes  asympto- 
tiques. 

M.  Petrovitch  adresse  des  Remarques  algébriques  sur  les 
fonctions  définies  par  les  équations  différentielles  du  premier 
ordre. 

M.  Cartàn  adresse  un  Mémoire  intitulé  :  Le  principe  de  dua- 
lité et  certaines  intégrales  multiples  de  V espace  tangentiel  et 
de  V espace  réglé. 

MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  UN  PROBLÈME  DE  DÉFORMATION; 
Par   M.    Paul  Adam. 

M.  Goursat  a  posé  et  résolu  ( f  )  le  problème  suivant  : 

Trouver  la  surface  la  plus  générale  (S)  susceptible  de  se 
déformer  de  façon  qiCune  série  de  sections  planes  dont  les 
plans  sont  parallèles  se  change  en  une  série  de  sections  planes 
dont  les  plans  soient  parallèles. 

Il  a  obtenu,  pour  les  équations  de  cette  surface, 

\  J'=/(*)Mtt)  +  r<1(a), 
(I)  U=/(*)0  (a).4-7)  (a); 


(*)  American  Journal  of  Mathematics.  Vol.  XIV. 
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/est  une  fonction  arbitraire  et,  des  quatre  fonctions  6,  fjf,  rn  rUj 
deux  seulement  sont  arbitraires  (elles  sont  liées  par  deux  rela- 
tions). 

Il  a  donné  un  mode  de  génération  élégant  de  cette  surface. 

Il  a  montré  enfin  que  les  surfaces  (S')  applicables  sur  la  sur- 
face (S)  de  manière  à  satisfaire  à  l'énoncé  du  problème  ont  comme 
équations 

(  X  =  f)/\  +  nf">(x)  dx, 
(2)  J 

Z  =  f(x)Q  (a)-hll  (a); 

n  est  une  constante  arbitraire  et  les  quatre  fonctions  0,  0< ,  H,  Hf , 
se  calculent  au  moyen  des  quatre  fonctions  0,  0M  r4,  rH. 

Sur  les  surfaces  (S)  et  (S'),  les  courbes  (x)  sont  les  courbes 
correspondantes  situées  dans  des  plans  parallèles. 

Ainsi  que  l'a  fait  remarquer  M.  Goursat,  ces  surfaces  sont  des 
sortes  de  moulures  dont  le  profil  variable  est  représenté  par  les 
courbes  (a),  lesquelles  sont  planes  et  dans  des  plans  parallèles  à 
Taxe  des  x. 

Il  est  facile  de  s'assurer,  au  moyen  du  travail  de  M.  Goursat, 
que  le  calcul  des  quatre  fonctions  0,  0,,  H,  H,  à  l'aide  des 
fonctions  8,  9,,  ?),  rn,  n'introduit  pas  de  constantes  arbitraires 
propres  à  faire  varier  la  forme  ou  la  grandeur  des  surfaces  (S'); 
ces  surfaces  dépendent  donc  au  fond  du  seul  paramètre  arbi- 
traire n  quand  (S)  est  donnée  :  c'est  dire  que  la  surface  (S)  se 
transforme  en  les  surfaces  (S')  par  une  déformation  continue,  au 
moins  au  point  de  vue  analytique,  et  parfaitement  déterminée. 
Gette  remarque  était  nécessaire  pour  donner  de  la  précision  à  ce 
qui  va  suivre. 

La  déformation  subie  par  la  surface  (S)  pour  passer  aux  sur- 
faces (S')  présente  un  caractère  intéressant  qu'il  est  facile  de 
mettre  en  évidence. 

C'est  l'objet  de  cette  Note. 

Pour  simplifier  le  langage,  disons  que  les  surfaces  (S')  sont 
associées  à  la  surface  (S),  et  appelons  profils  et  directrices  de 
ces  surfaces  les  courbes  (a)  et  (x). 

Etant  donnée  une  surface  (S)  et  ses  associées  (S'),  supposons 
que  Ton  conserve  les  fonctions  6,  9,,  y,,  y,,,  mais  qu'on  remplace 
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la  fonction /(#)  par  une  autre /,(#);  à  (S)  et  (S')  se  substitue- 
ront d'autres  surfaces  (S|)  et  (S',);  les  valeurs  x  et  x%  (te  l'ab- 
scisse x  satisfaisant  à  l'équation 

correspondent,  sur  (S)  et  (Sf),  d'une. part,  et  sur  (S')  et  (S',), 
d'autre  part,  à  deux  directrices  égales  dont  la  seconde  (et  ce 
point  nous  sera  utile  plus  loin)  s'obtient  en  donnant  à  la  pre- 
mière une  certaine  translation  parallèle  à  l'axe  des  x;  en 
d'autres  ternies,  les  nouvelles  surfaces  (Si)  et  (S',)  ont  des  direc- 
trices (x)  égales  respectivement  à  celles  des  premières  (S)  et  (S'), 
mais  distribuées  suivant  une  autre  loi,  c'est-à-dire  appuyées  sur 
d'autres  profils  (a)  (!).  Par  conséquent  : 

En  passant  de  la  sur/ace  (S)  à  ses  associées  (S'),  les  direc- 
trices prennent  la  même  succession  de  /ormes  quand  on 
change  les  profils  de  la  surface  (S). 

Supposons  au  contraire  que,  la  fonction  f{x)  étant  conservée, 
ce  soient  les  fonctions  0,  0t,  rn  r^  qui  soient  remplacées  par 
d'autres;  on  aura  encore  de  nouvelles  surfaces  (St)  et  (S',). 

Un  profil  quelconque  (a)  de  la  surface  (S)  a  comme  équations, 
en  le  transportant  parallèlement  au  plan  des  y  s, 

r=/O)Gi(<0, 

5=/(r)0  (a), 
cl,  si  r't  est  l'ordonnée  de  ce  profil  dans  son  plan,  on  a 


0i     °  /éf-+-6« 

de  sorte  que  le  profil  considéré  a  pour  équation  dans  son  plan 

r=f(T)s/0]  +  0*. 

La  forme  de  cette  équation  montre,  en  raisonnant  comme  nous 
l'avons  fait  pour  les  directrices,  que  les  profils  des  surfaces  (S)  et 
de  même  ceux  des  surfaces  (S')  sont  respectivement  égaux  aux 
profils  des  surfaces  (Sf)  et  (S'f),  mais  qu'ils  sont  distribués  sui- 


(')  Ce  fait  résulte  aussi  du  mode  de  génération  indique  par  M.  Goursat  pour 
la  surface  (S). 
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vanl  une  au  ire  loi,  c'est-à-dire  appuyés  sur  d'autres  directrices. 
Donc  : 

En  passant  de  la  surface  (S)  à  ses  associées  (S'),  les  profils 
prennent  la  même  succession  de  formes  quand  on  change  les 
directrices  de  la  surface  (S). 

La  surface  (S)  peut  être  une  surface  moulure  de  Monge  ou  une 
surface  de  translation  à  génératrices  planes. 

Dans  le  cas  où  (S)  est  une  surface  moulure  de  Monge,  les  sur- 
faces (S')  sont  aussi  des  surfaces  moulures  de  Monge;  on  peut, 
en  conservant  le  profil  de  (S),  prendre  des  cercles  comme  direc- 
trices de  cette  surface  qui  est  ainsi  remplacée  par  une  surface  de 
révolution;  les  surfaces  (S')  deviennent  aussi  des  surfaces  de  révo- 
lution, et  Ton  a  les  théorèmes  ci-après  que  j'ai  énoncés  en  1891 
dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  : 

Pour  toutes  les  surfaces  moulures  de  Monge  ayant  le  même 
profil  qui  se  déforment  en  restant  des  moulures  de  Monge,  le 
profil  passe  par  la  même  succession  de  formes  que  s'il  était  te 
méridien  d'une  surface  de  révolution  d'axe  perpendiculaire 
aux  plans  des  directrices  des  moulures  qui  se  déformât  en  res- 
tant de  révolution. 

Plus  particulièrement  : 

Le  méridien  d'une  surface  de  révolution  qui  se  déforme  en 
restant  de  révolution  passe  par  la  même  succession  de  formes 
quand  on  remplace  l'axe  de  la  surface  par  un  autre  pa- 
rallèle au  premier  {et  situé  bien  entendu  dans  le  plan  du 
méridien). 

Par  exemple,  dans  ces  conditions  : 

Le  méridien  d'une  sphère  passe  par  la  même  succession  de 
formes  que  celui  d'un  tore. 

Dans  le  cas  où  (S)  est  une  surface  de  translation  à  génératrices 
planes,  les  surfaces  (S')  sont  aussi  de  translation  et  à  génératrices 
planes  (*);  les  profils  et  directrices  de  ces  surfaces  sont  justement 

(')  Il  est  à   remarquer  que,  pour  les  surfaces  de  translation  (S)  et  (S')  obte- 
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leurs  deux  systèmes  de  génératrices  planes  et  Ton  a  ce  théorème  : 

Si  une  sur/ace  de  translation  à  génératrices  planes  se  dé- 
forme en  gardant  sa  définition,  les  génératrices  de  l'un  quel- 
conque des  deux  systèmes  passent  par  la  même  série  déformes 
quand  on  change  celles  de  l'autre  système. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  ce  théorème  s'applique  à  une 
surface  de  translation  quelconque  : 

Si  une  surface  de  translation  quelconque  se  déforme  en 
restant  surface  de  translation  avec  conservation  des  para- 
mètres des  deux  systèmes  de  courbes  génératrices,  les  géné- 
ratrices de  Vun  quelconque  de  ces  deux  systèmes  passent  par 
la  même  série  de  formes  quand  on  change  celles  de  Vautre 
système. 

En  effet,  les  coordonnées  de  la  surface  donnée  (S)  et  de  la  sur- 
face déformée  (S')  doivent  être  de  la  forme 

x  =/(")  -+■  ?(*)»       *'=  U  -+-  V, 

u  et  v  étant  les  paramètres  des  deux  systèmes  de  courbes  géné- 
ratrices. 

En  égalant  les  ds2  de  ces  deux  surfaces,  les  coefficients  des 
termes  en  du  dv  conduisent  à  l'équation 


§/'(")?>)-  §  U'V'=o. 


Or  on  sait  qu'une  telle  équation  ne  peut  être  vérifiée  que  par 
des  relations  linéaires  entre  les  fonctions  U'  cl  ff(u),  c'est-à-dire 
U  et  f(u)  d'une  part,  et  entre  les  fonctions  V'et  'f'(t')î  c'est-à-dire 
V  et  <p(t')  d'autre  part;  les  fonctions  U  dépendent  donc  des  fonc- 
tions/(w)  seules  cl  les  fonctions  V  des  fonctions  o(v)  seules,  ce 
qui  était  évident  a  priori. 

Cela  posé,  si  sur  la  surface  (S)  on  change  les  génératrices  (u) 
en  conservant  les  génératrices  (i>),  ce  qui  revient  à  remplacer  les 
fonctions  o(v)   par  d'autres,  les  fonctions  V  seront  modifiées, 

nu«s  par  M.  Goursat,  les  plans  des  deux  familles  de  génératrices  sont  rectangu- 
laires. Ce  fait  devait  nécessairement  se  produire  en  vertu  d'un  théorème  que  j'ai 
démontré  récemment  dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France 
(1895)  :  Démonstration  d'un  théorème  sur  les  surfaces  de  translation. 
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mais  non  les  fonctions  U  ;  par  suite  les  génératrices  (r)  de  la 
surface  (S')  resteront  bien  les  mêmes. 

On  peut  remarquer  que  ce  changement  des  génératrices  (u)  a 
pour  effet  de  donner  aux  génératrices  (v)  des  translations  va- 
riables  en  grandeur  et  en  direction;  tandis  que,  pour  les  sur- 
faces de  M.  Goursat,  le  changement  des  profils  (a)  donne  aux 
directrices  (.r),  ainsi  qu'on  l'a  vu  plus  haut,  des  translations 
variables  en  grandeur,  mais  de  direction  constante  (l'axe 
des  x). 

On  peut  se  proposer  de  résoudre  le  problème  suivant  : 
Soit  une  surface  (S)  venant  coïncider,  dans  une  certaine  défor- 
mation, avec  une  série  de  surfaces  (S');  une  famille  de  courbes  au 
paramètre  v  étant  tracée  sur  (S),  supposons  qu'on  change  la  dis- 
tribution de  ces  courbes  dans  l'espace  en  conservant  leur  forme 
et  leur  grandeur,  et  qu'on  fasse  une  opération  analogue  pour  les 
courbes  correspondantes  tracées  sur  (S;);  (S)  et  (S7)  se  transfor- 
meront en  (S,)  et  (S'f)  : 

Déterminer  la  sur/ace  (S)  de  manière  que  (S')  s' applique 
encore  sur  (S'f)  avec  correspondance  des  courbes  (r). 

On  voit  que  la  surface  (S)  de  M.  Goursat  et  la  surface  de  trans- 
lation quelconque  répondent  à  cette  question  de  deux  manières 
différentes. 

Les  équations  de  ce  problème  sont  faciles  à  poser.  Les  surfaces 
(S)  et  (S')  de  coordonnées  x,y,  z;  x' ', y\  z'  étant  supposées  rap- 
portées aux  courbes  (r)  et  à  une  seconde  famille  de  courbes  (w), 
les  coordonnées  xx ,  yK ,  zs  ;  x\ ,  y\ ,  z\  de  (Si)  et  (S',)  devront  avoir 
des  formes  telles  que 

/  xt  —  a  -h  a.r  -h  $y  -+-  y-,  x\  =  fi'  ■+■  7.'x'~+-  $'  y'  -+•  y'  z\ 

O)       O'i  =-"  b  -+■  a^-4-  $xy+  y,  z,        y\  =  //  -+-  *\x'+  $\y' -+-  y',  z\ 

[  zx  =  c  -f-a2.r-+-  p2ix-+-y25,         z\  =  c'-+-  a'^'-H  \%y'-i-  yi*', 

où  a,  b,  c,  a,  Jï,  y,. .  .,  qui  ont  une  signification  évidente,  sont 
des  fonctions  de  r. 

En  exprimant  que  les  surfaces  (Sl)et(S'l)  s'appliquent  Tune 
sur  l'autre,  les  coefficients  de  du'2  sont  égaux  d'eux-mêmes  parce 
que  les  surfaces  (S)  cl  (S')  sont  applicables  l'une  sur  l'autre; 
les  coefficients  de  dudv  et  de  d\-  fournissent  deux  équations: 
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celles-ci,  joinles  aux  trois  équations  qui  traduisent  l'applicabilité 
de  (S)  sur  (S'),  donnent  cinq  équations  entre  les  six  fonctions  x, 
y,  z,  x\  y,  zf.  Mais,  comme  la  famille  de  courbes  (m)  tracée  sur 
(S)  reste  arbitraire,  on  peut,  sans  diminuer  la  généralité  du  pro- 
blème, imposer  une  condition  à  celte  famille,  par  exemple  d'être 
orthogonale  ou  conjuguée  à  la  famille  (v);  on  introduit  ainsi  une 
sixième  équation  entre  les  six  fonctions  #,  y,  z,  x\  y,  z1. 

La  surface  (S)  n'est  donc  pas  arbitraire;  sa  détermination  dé- 
pend d'ailleurs  du  nouveau  mode  de  distribution  adopté  pour  les 
courbes  (p)  tracées  sur  (S)  et  (S'),  c'est-à-dire  du  choix  des  fonc- 
tions a,  6,  c,  a,  (3,  y,  •  •  •  • 

Imposons-nous,  par  exemple,  la  condition  que  cette  distribu- 
tion se  fasse  à  l'aide  de  translations  parallèles  à  une  même  droite 
que  nous  pourrons  prendre  pour  axe  des  x\  nous  savons  que  les 
surfaces  (S)  et  (S')  de  M.  Goursat  répondent  à  ce  cas  quant  à 
leurs  directrices;  il  est  facile  de  reconnaître  que  ce  sont  les  seules  ; 
on  doit  en  effet  avoir 


X\  =  a  -+-  x, 

x  j  =  a  -+-  x 

yi=y> 

y.  =y, 

*l  =  <*, 

En  égalant  les  ds1  de  ces  deux  surfaces,  on  obtient  les  deux 

équations 

da  dx  _  da   àx' 

dv  Ou        dv    Ou 


(4) 

l—X       fdaàx_  (cia'\ 
\  \dv)   "*"*  dv  dv  -  \dv~J 


da'\*  dix    àx 


dv    dv  ' 

la  première,  intégrée  par  rapport  à  */,  donne 

dit  ,  da' 

V  désignant  une  fonction  arbitraire  de  r. 

L'équation  (5),  dérivée  par  rapport  à  r,  conduit,  en  tenant 
compte  de  la  seconde  des  équations  (4),  à 

,*,  &a  ,  d*a'       /day      (da'\*        v, 

(6)  **dF-a*-3F-U)  -f-(-3P7-a*5ao- 

Les  équations  (5)  et  (6),  qui  ne  contiennent  que  les  deux  coor- 
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données  x  et  #',  montrent  que  ces  deux  coordonnées  dépendent 
de  la  seule  variable  r ;  il  en  résulte  que,  dans  le  cas  que  nous 
considérons,  les  courbes  (r)  tracées  sur  (S)  et  (S')  sont  dans  des 
plans  parallèles  aux  plans  des yz,  ou  encore  que  ces  surfaces  sont 
justement  celles  qu'a  obtenues  M.  Goursat. 

Dans  le  cas  général,  exprimé  par  les  équations  (3),  la  nouvelle 
distribution  des  courbes  (r)  tracées  sur  (S)  et  (S')  se  fait  au 
moyen  de  translations  et  de  rotations  à  la  fois.  Les  surfaces  de 
M.  Goursat  donnent  un  exemple  de  ce  cas  par  leurs  profils. 

Mais  il  est  vraisemblable  qu'elles  ne  sont  pas  les  seules. 


SUR  LES  ÉQUATIONS  HOMOGÈNES; 
Par  M.  E.  Lindelof. 

Je  considère  l'équation  linéaire 

où  Xi,  ...,  X//+,  sont  des  fonctions  homogènes  du  même  degré  m. 
Cette  équation  admet  n  —  1  intégrales  distinctes  qui  sont  homo- 
gènes du  degré  zéro.  En  effet,  cette  condition  se  traduit  par  la 
formule 

Or  on  trouve 

A(X/)-X(A/)  =  (/n-i)X/, 

relation  qui  exprime  que  les  équations  (1)  et  (2)  forment  un  sys- 
tème complet.  Elles  admettent  par  conséquent  n  —  1  intégrales 
communes  distinctes 

qui  sont  précisément  les  intégrales  homogènes  du  degré  zéro  de 
l'équation  (1). 

En  écrivant  que  les  équations  (1)  et  (a)  sont  vérifiées  pour 
y==  3/,  et  en  portant  dans  la  première  des  identités  ainsi  obtenues 
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la  valeur  de  J^*    fourme  par  la  seconde,  on  trouve 

(  /  =  i .  2,  . .  . ,  n  —  i  ). 
Faisons  ici  la  substitution 

En  posant 

\i(xu  MM^+Osaî+iY/f/i,  ...,^«)        («  =  !,*,  .  ..,/i-f-i), 
<?*(^i,  ...,^,h-i)  =  «Mj'i,  •••>r«)        (X-  =  i,2,  ...,  n  — i), 

et  supprimant  le  facteur  x™~f ,  l'identité  précédente  deviendra 

(3)  )(YI-r,Y„+1)^+...+  (Y„_7/(Y/,+1)^=o 
(  (*  =  i,2,  ...,*  — i). 

Cela  posé,  j'établis  entre  yK ,  .. .,  yn  les  /i  —  i  relations  suivantes 

(4)  +i=C|,        <W  =  Gs,        ...,        <Wi-i  =  C/t_!, 

en  désignant  par  C,,C2,  ...,  C«_i  des  constantes  arbitraires.  Il 
s'ensuit  par  différentiation 

tyx  ày*    J  0yn 

et  en  rapprochant  ces  formules  aux  formules  (3),  on  en  conclut 
que  les  variables j'u  ...,  y/n  liées  par  les  relations  (4),  vérifient 
les  équations  différentielles 

dy\  (lyt  dyn 


Y| — y\  Y/j-f-i       Vf— ^|Y«+|  Y„  —  ^«Yn+i 

ou  bien,  en  introduisant  une  variable  auxiliaire  /, 

fi  Y  * 

(5)  -+j  =  Y/— ^/Y»+,  («  =  i,a,  ...,/!). 

Les  relations  (4)  nous  donnent  ainsi  la  solution  générale  du 
système  (5),  et  nous  pouvons  par  suite  énoncer  le  théorème  sui- 
vant : 
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L'intégration  du  système  {$)  revient  à  la  recherche  des  inté- 
grales homogènes  du  degré  zéro  de  l'équation  (  i  ). 

Ce  résultat  est  la  généralisation  d'un  théorème  sur  les  équations 
différentielles  à  deux  variables,  énoncé  par  M.  Darboux  (  *  ). 

Comme  application  de  ce  qui  précède,  je  considère  le  système 
des  équations  différentielles 


(6) 


l  dyi     , 

j  —yi(an+\,\y\  -+-. . .+  an+x%nyn  -t-  an+Xyn+\) 

'  (i  =  i,a,  ...,n), 


qui  est  analogue  à  l'équation  de  Jacobi.  L'équation  (i)  devient 
dans  ce  cas 


(7) 


l  (<*l,i^i  -4-.  •  .-H  ax% ,,-hi Xn+t) 


iL 

dxx 


en  sorte  qu'on  est  ramené  à  l'intégration  d'un  système  linéaire  à 
n  4-  i  variables. 

Considérons  l'équation  en  X 

aiX  —  X         a15         ...  #i,#t-M 


(8) 


a/l-+-l,l  art-M,*         •••        *Zj|+fl,Jl+l — a 


=  o, 


dont  nous  désignerons  les  racines  par  A,,  X2,  ...,  ),w+,.  Dans  le  cas 
où  ces  racines  sont  distinctes,  on  pourra  déterminer  n  -+-  i  fonc- 
tions linéaires 

telles  qu'en  les  choisissant  pour  nouvelles  variables  l'équation  (7) 
prenne  la  forme 


1  àf 

*n-h\  «/i-t-l  T~ =  O, 


qui  s'intègre  immédiatement.  Pour  intégrales  homogènes  du  de- 


(  '  )  Mémoire  sur  les  équations  différentielles  algébriques  du  premier  ordre 
et  du  premier  degré,  Bulletin  des  Sciences  math,  et  astr.,  année  1878,  p.  70. 
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gré  zéro,  on  pourra  choisir  les  suivantes 

et  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée  s'obtient,  par  suite, 
en  égalant  ces  expressions  à  des  constantes  arbitraires,  après  y 
avoir  rétabli  les  variables  primitives  à  la  place  des  u. 

Plaçons-nous  maintenant  dans  le  cas  où  les  racines  de  (8)  ne 
sont  pas  distinctes.  Pour  fixer  les  idées,  nous  supposons  n  =  4t 
A|  =  )x2  =  X,  X3  =  7*4  =  X5  =  jx.  Alors  l'équation  (  7  )  pourra  être 
réduite  à  la  forme 

->      df       ,  ï      v  àf  àf 

les  u  désignant  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  des  x.  Cette 
équation  admet  les  intégrales  suivantes 

<p1=___logWl,         ?,=  _^,         ?ï=__t|0gKï, 
Tt  =  _  _  Ilogu,-  -  _logBl+  Jj-log««,. 
D'autre  part  la  condition 

y       y       «y       '>/       àt 

tftfi  dMi  d*/3  "«V  <>"5 

devient,  en  considérant /comme  fonction  des  o, 

équation  d'où  Ton  tire  immédiatement  les  trois  intégrales  sui- 
vantes qui  seront  homogènes  du  degré  zéro  : 

<h  =  ?<?,  -  a?3 -f-  ^  logcp,  =  £_!_** 

X  —  \i  1  X  —  a  ut        .       iu 

♦1=  —r— ?i—  r1»g?î=  L       -t-log  — , 


>    '  r«3  '«S  >■  \«J. 
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La  solution  générale  du  système  proposé  nous  sera  donc  donnée 
par  les  équations 

où  il  faudra  rétablir  les  variables  primitives. 


CALCUL  DE  LA  RÉSISTANCE  DES  FLUIDES  A  UN  DISQUE  MINCE; 

Par  M.  Touche. 

Nous  avons  établi  (')  que,  dans  des  conditions  particulières  et 
déterminées,  la  courbe  orthogonale  aux  trajectoires  fluides  a  pour 
équation 


x'  étant  l'abscisse  de  la  courbe  orthogonale,  a'  l'angle  d'inclinai- 
son sur  Taxe  des  x  de  la  tangente  à  cette  courbe  et  -~  le  rapport 

à  l'élément  de  trajectoire  mn  ou  ds}  de  l'élément  de  courbe  ortho- 
gonale nr  ou  rf$,,  choisi  de  telle  sorte  que  l'on  ait  en  r  la  même 
pression  qu'en  m.  Cette  équation  est  établie  dans  le  cas  particu- 
lier où  dst  est  constamment  égal  à  ds\,  l'élément  de  courbe  or- 
thogonale ntJ  ou  ds\  étant  de  longueur  telle  que  la  tangente  en  tJ 
à  la  trajectoire  qui  passe  par  ce  point  soit  parallèle  à  la  tangente 
à  la  trajectoire  qui  passe  par  le  point  m. 

Examinons  le  cas  où  le  corps  est  immergé  dans  un  fluide  d'une 
très  grande  étendue  et  où  ce  corps  est  terminé  par  une  surface 
conique  de  dimension  très  grande.  Dans  ce  cas,  l'élément  mr*  ou 
mr  (puisque  mr1  n'est  autre  que  mr),  pour  lequel  les  tangentes 
en  m  et  en  r  aux  trajectoires  qui  passent  par  ces  points  sont  pa- 
rallèles, fera  partie  d'une  droite  passant  par  le  sommet  O  du  cône, 
car  il  n'y  a  aucune  raison  pour  que,  suivant  une  telle  droite,  les 
tangentes  aux  trajectoires  ne  soient  pas  parallèles. 

Menons  par  le  point  m  une  parallèle  à  l'axe  des#.  Nous  voyons 


(')  Comptes  rendus  de  r  Académie  des   Sciences,  t.  CXXI,  n°  3,  i5  juillet 
189.5,  p.  1.17,  Calcul  des  trajectoires  fluides. 


-  40  — 

que  -^7  ou  -^  est  la  tangente  d'un  angle,  somme  de  deux  autres, 

y'  dx' 

l'un  dont  la  tangente  est—,  et  l'autre  dont  la  tangente  est  -j-,,   de 

ds 


telle  sorte  que  -p-  a  pour  valeur 


y    dx 

P  "*•  dy 


dj  y 
1    dy  x' 


Au  lieu  du  cas  général  du  cône  de  grande  dimension,  prenons 
le  cas  particulier  du  disque  de  grande  dimension.  Nous  avons 
calculé,  pour  ce  cas,  la  courbe  orthogonale  aux  trajectoires,  en 
partant  du  disque,  c'est-à-dire  de  la  valeur  900  pour  a',  en  faisant 
décroître  et!  de  dix  en  dix  minutes  jusqu'à  la  valeur  de  6i°3o' 
pour  a',  puis  de  cinq  en  cinq  minutes. 

Nous  avons  trouvé  que  la  courbe  orthogonale  diffère  d'abord 
peu  d'une  parabole,  qu'elle  s'en  éloigne  ensuite,  mais  en  conser- 
vant une  courbure  bien  régulière  et  qu'elle  devient  asymptotique 
à  une  droite  partant  du  centre  O  du  disque  et  inclinée  sur  l'axe 
des  x  de  l'angle  de  56°.  11  suit  de  là  que  l'impulsion  du  disque  ne 
s'étend  pas  à  toute  la  masse  fluide,  car  cette  impulsion  ne  peut  se 
transmettre  que  suivant  les  courbes  orthogonales  aux  trajectoires; 
il  reste  dans  l'intérieur  du  cône,  dont  l'arête  est  inclinée  de  34° 
sur  l'axe  des^,  une  portion  de  cette  masse  qui  n'est  pas  influen- 
cée par  le  mouvement  du  disque,  et  suivant  cette  arête  il  doit  y 
avoir  une  inflexion  brusque  du  fluide. 

Si,  près  de  la  surface  du  disque,  nous  prenons  deux  petites 
longueurs  égales,  l'une  sur  la  courbe  trajectoire,  l'autre  sur  la 
courbe  orthogonale,  la  projection  de  la  première  sur  Taxe  des  x 

ds 
étant  dx  et  celle  de  la  seconde  dx',  et  si  nous  remarquons  que  — 

devient  nul  près  de  la  surface  du  disque,  ainsi  que  le  montre  la 

ds 
valeur  obtenue  plus  haut  pour  -j-^t  l'équation  de  la  courbe  ortho- 
gonale nous  donne 

dx  , 

— r  =  —  «  a  . 
x 
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Cette  dernière  équation  montre  que  la  section  d'une  petite 
nappe  fluide  comprise  entre  le  disque  et  la  tangente  a  la  trajectoire 
inclinée  de  l'angle  rfa'  sur  le  disque  doit  être  constante,  et  par 
suite  que  la  vitesse  doit  être  constante  le  long  du  disque. 

Cette  vitesse  constante  doit  être  celle  qui  existe  après  l'inflexion 
brusque,  c'est-à-dire  celle  qui  existe  avant  l'inflexion  brusque, 
multipliée  par  sin34°,  car  le  produit  de  la  vitesse  par  la  surface 
de  section  doit  être  constant  pour  un  même  filet  fluide. 

La  pression  sur  l'unité  de  surface  du  disque  pour  une  vitesse 
du  disque  égale  à  im  sera 

£(i  —  sin=34°), 

'X 

en  appelant  o  la  densité  divisée  par  la  valeur  g  de  la  pesanteur. 

Appliquons  cette  expression  au  cas  de  l'air. 

A  Paris,  à  (k>  mètres  au-dessus  du  niveau  de  la  mer,  à  la  tem- 
pérature zéro  et  à  la  pression  de  om,^6,  la  densité  de  l'air  est  : 
1,293187;  la  valeur  de  g  est  gm, 80896. 

On  trouve  alors  ok6,o453o(Si  pour  la  pression  sur  l'unité  de 
surface  de  la  partie  antérieure  du  disque,  relative  à  la  vitesse  de 
im,du  fluide  ambiant.  Cette  pression  correspond  à  un  disque  de 
très  grande  étendue;  mais  on  peut  la  considérer  comme  relative 
à  un  disque  de  grandeur  limitée,  sans  commettre  une  grande 
erreur. 

A  l'arrière  d'un  disque  mince,  on  a  une  poupe  fluide  formée  de 
tourbillons.  Au  contact  d'une  poupe  fluide  et  du  fluide  ambiant, 
le  fluide  est  entraîné  comme  Test  le  bois  rifflé  par  le  fer  du  rabot, 
de  manière  à  former  un  tourbillon.  La  considération  de  ce  tour- 
billon détermine  la  dépression  qui  a  lieu  à  l'arrière,  laquelle, 
comme  nous  allons  le  voir,  est  indépendante  du  rayon  du  tour- 
billon. Les  tourbillons  de  la  poupe  fluide  se  déplacent  constam- 
ment par  rapport  au  disque,  sans  que  la  dépression  qu'ils  déter- 
minent change  sensiblement  de  valeur. 

Considérons  donc  un  tourbillon.  En  appelant  ds-  une  surface 
élémentaire  normale  au  rajon  du  tourbillon,  dP  la  différentielle 
de  la  pression  comptée  suivant  ce  ravon,  m  la  masse  du  volume 
xxiv.  4 
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fluide  rfs3,  /•  la  portion  du  tourbillon  comprise  entre  le  centre  elle 
point  considéré  et  v  la  vitesse  avec  laquelle  le  fluide  se  meut  dans 
le  tourbillon  en  décrivant  la  circonférence  de  rayon  /*,  il  nous  vient 


ds*dP=^ 


Or,  m  a  pour  valeur  p  ds*  et  il  vient 


r         r 


la  différentielle  dr  étant  prise  de  longueur  égale  à  ds. 

Or,  v%  étant  la  vitesse  à  l'extrémité  du  rayon  du  tourbillon  et 
r%  la  valeur  de  /•  correspondante,  on  a 


r 


et  par  suite 

</P  =  p  ^  r  dr 


»1 


et  en  intégrant,  depuis  le  centre  du  tourbillon,  jusqu'à  l' extrémité 
du  rayon  r,, 

P-Pi=Ê«>ï, 

P  étant  la  pression  à  l'extérieur  du  tourbillon  et  Pf  la  pression  au 
centre.  Remarquons  que  la  dépression  P — Pt  qui  existe  à  l'ar- 
rière du  disque  est  indépendante  du  rayon  du  tourbillon. 

En  appliquant  au  cas  de  l'air,  nous  trouvons  pour  la  dépression 
okg, 0206 125;  cette  dépression  à  l'arrière  du  disque  s'ajoute  à  la 
pression  de  l'avant  pour  former  un  total  qui  représente  la  résis- 
tance. Elle  est  alors  égale  à  ok6,o65o,i86. 
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SUR  LES  LIGNES  ASYMPTOTIQUES  ; 
Par  M.  E.  Coursât. 


1.  Dans  un  élégant  article  publié  en  1888  dans  le  Bulletin 
des  Sciences  mathématiques  (p.  126),  M.  Lelieuvre  a  montré 
que  les  coordonnées  d'un  point  d'une  surface  rapportée  à  ses 
lignes  asymptotiques  a,  fi  sont  données  par  les  formules 


6i,  82>  ^3  élant  trois  intégrales  particulières  d'une  équation   li 
néaire  à  invariants  égaux  (')* 


(a) 


^XO. 


Il  est  facile  de  déduire  des  formules  de  M.  Lelieuvre  une  infi- 
nité de  surfaces  pour  lesquelles  on  connaît  les  expressions  des 
coordonnées  3%  y,  z  en  fonction  des  paramétres  a,  [3  des  lignes 
asymptotiques,  sans  aucun  signe  de  quadrature.  Il  suffit  pour  cela 
de  partir  d'une  équation  (2)  intégrablepar  la  méthode  de  Laplace. 
Supposons,  par  exemple,  que  l'équation  (2)  soit  de  rang  n  -f- 1, 
de  telle  façon  que  l'intégrale  générale  ait  pour  expression 


(3)     0  =  AF(a)-hA,F'(a)-+-...-+-A/tF"»>(a)-hB<ï»(P) 


B*  *<«>(?), 


A0  A2,  . . .,  Aw,  Bn  B2,  •  •  •,  B„  élant  des  fonctions  déterminées 
de  a  et  de  (3,  F  et  4>  des  fonctions  arbitraires.  On  a  alors 


Oi^A/iW-hA,/'^»)-*-. 

(4)     j  0,^A/,(a)+-Ai/;(a)-»-. 

(  0»r=  A/,(«)-f-A,/i(a)-f-. 


A«/{l-,(«)-»-B?,(?)4-Bltp'l(P) 
An/i-'Wi-BTiW-^Bi^CP) 
Ai./ir-(«)-f  B?l(p)-*-B,o;(P) 


B*«rV}<P). 


(•  )   Voir  aussi  Daiuioux,  Théorie  des  surfaces,  l.  IV,  |».  :?î  et  suiv 
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les  fonctions  f%,  f2y  /i,  fi,  ^2»  ?3  étant  toutes  arbitraires.  Cela 
posé,  je  dis  qu'on  peut  mettre  les  fonctions  arbitraires  sous  une 
forme  telle  que  toutes  les  quadratures  indiquées  par  les  for- 
mules (i)  puissent  être  effectuées.  C'est  ce  qui  se  déduit  aisément 
d'un  théorème  général  employé  par  M.  Darboux  pour  les  équa- 
tions à  invariants  égaux,  et  qui  est  d'un  usage  fréquent  dans 
l'étude  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  (*).  Consi- 
dérons les  fonctions^,  y3  comme  données;  la  première  des  for- 
mules (i)  nous  donnera  pour  x 


x=  fp  da  +  Qd$, 


où  P  et  Q  sont  des  expressions  de  la  forme 

P  =  a/t(fla+«i/i(«)+--.+«*+i/r^^^ 
Q=  c/i(«)  +  C|/i  <«)  +  ■• -+c^,^ 

telles  que  P  rfa  -f-  QrfJ3  soit  une  différentielle  exacte  pour  toutes 
les  formes  possibles  des  fonctions /"2,  Ç2.  En  intégrant  par  parties 
un  nombre  suffisant  de  fois,  on  peut  ne  laisser  que  /a  (a)  dans  le 
coefficient  de  do.  et  ^a(p)  dans  le  coefficient  de  d[3,  de  sorte  que 


x  s'écrira 


x  =  Ç  -+-  Aû/t(«)  H-  V]  da  -f-  [Q'?1  ( P)  -h  V]  <*p, 

Q  et  Q'  ne  contenant  pas  les  fonctions  arbitraires,  W  ne  contenant 
que  <p2(?)  et  ses  dérivées,  et  W  ne  contenant  quey2(a)  et  ses  dé- 
rivées. Enfin  Ç  s'exprime  linéairement  au  moyen  de/i(a),  ©2(j3)  ^t 

de  leurs  dérivées.  Comme  l'expression  sous  le  signe  /  doit  être  une 

différentielle  exacte,  quelles  que  soient  les  fonctions /2(a)>  ^2(^)7 
il  faudra  que  l'on  ait,  pour  toutes  les  formes  possibles  de  ces 

fonctions, 

âû   .  ,    ,       <)W       dQ'      ,ûs       àW 


Les  fonctions  W  et  W  doivent  être  identiquement  nulles;    si 

âW 


par  exemple,  W  u'était  pas  nul,  -^  contiendrait  au  moins  une  dé- 


(')   Théorie  des  surfaces,  t.  Il,  n°  393. 
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rivée  de  'f2(j3),  cl  ce  lermc-là  ne  se  réduirait  pas  avec  un  aulre. 
On  aura  donc  W  =  W  =  o,  et  la  relation  précédente  se  réduit  à 

ce  qui  montre  que  û  ne  dépend  que  de  a,  tandis  que  û' ne  dépend 
que  de  |3.  Si  û  est  nul,  on  a 


fuM*)d*  =  c; 


si  il  n'est  pas  nul,  il  suffira  de  poser  Q/2(a)  =  F'2(a),  F2(a)  étant 
une  nouvelle  fonction  arbitraire,  pour  avoir 

filft(*)d*  =  Ft(*). 
On  aura  de  même 

si  Û'=  o,  et 

y*û'oi(?W?  =  *i(p). 

en  posant  Q'y2(j3)  =  ^âO)  s*  û'  n'est  pas  nul.  On  obtiendra 
de  même  la  valeur  de  y  sans  aucun  signe  de  quadrature  en  rem- 
plaçant, s'il  est  nécessaire,  les  fonctions  arbitraires ^  (a)  et<pf(3) 
par  deux  nouvelles  fondions  arbitraires  Ff  (a)  et  <Î>|  (fi). 

En  remplaçant  maintenant  6,  et  02  par  leurs  valeurs  dans  l'inté- 
grale qui  donne  5,  on  a  une  expression  de  même  forme  que  les 
précédentes,  où  Ton  pourra  considérer  F2(a)  et  <b2($)  comme 
données,  F|(a)  et  4>i(a)  comme  des  fonctions  arbitraires,  et  le 
même  procédé  permettra  de  se  débarrasser  du  signe  de  quadra- 
ture. 

Remarquons  que  la  même  méthode  permet  de  trouver,  sans  au- 
cun signe  de  quadrature,  les  formules  qui  résolvent  le  problème 
de  la  déformation  infiniment  petite  pour  la  surface  représentée 
par  les  équations  (1),  lorsque  l'équation  (2)  est  intégrable  par  la 
méthode  de  Laplace. 

2.   Lorsque  l'équation  («)  se  réduit  à  l'équation  élémentaire 


t)*0 


t)l  rifj 


r    —  O, 
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les  formules  (i)  deviennent 


f\ifïif*  étant  des  fonctions  arbitraires  de  a,  et  ot,  <p*,  sp»  des 
fonctions  arbitraires  de  p.  Pour  faire  disparaître  les  quadratures, 
remarquons  que  l'on  a 

f(A/\  -/./i  )  dx = /,/,  -  *//./;  rf». 


si  l'on  pose 


/t(«)=  7,-7— :>  /»(«)=  7T 


il  ne  reste  plus  qu'un  signe  de  quadrature  dans  l'intégrale 


que  l'on  peut  encore  écrire 


et  il  suffira  de  poser 

pour  n'avoir  plus  aucune  quadrature.    11   restera  trois  fonctions 
arbitraires  /.(a),  F3(a),  ^i(a).    On  opérera  de   la  même  façon 
pour  faire  disparaître  les  autres  quad ratures. 
Prenons,  par  exemple, 

0,  =  -/(a)H-ï'(?).  0i  =  a-     fi,         0,---.; 
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on  trouve  pour  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  correspon- 
dante 

x  =  a  -+-  p, 

y  =  f  (*)  +  *'(?), 

*  =  («-?)[/'(«) +  ?'(?)] -«/(»)  + «?(?)- 

Toutes  ces  surfaces  satisfont  à  l'équation  aux  dérivées  partielles 

rt  —  s*  h-  i  =  o  ; 

les  lignes  asymplotiques  de  chacun  des  systèmes  se  projettent 
sur  le  plan  des  xy  suivant  des  courbes  égales  qui  se  déduisent  de 
Tune  d'elles  par  une  translation. 

3.  On  peut  rattacher  aux  considérations  précédentes  la  solu- 
tion d'un  problème  relatif  aux  lignes  asymptotiques  d'une  surface 
réglée,  dont  M.  Kœnigs  a  déjà  donné  une  solution  élégante  ('). 
Supposons  que  la  surface  représentée  par  les  formules  (i)  soit  une 
surface  réglée,  et  que  les  courbes  a  =  const.  soient  précisément 
les  génératrices  de  cette  surface.  On  déduit  de  ces  formules 

<)z  0,  Oz  0j 

de  sorte  que  Q,,  02,  0:,  sont  proportionnels  aux  cosinus  directeurs 
de  la  normale  à  la  surface.  Lorsque  le  point  (xyy,  z)  décrit  une 
génératrice,  cette  normale  reste  parallèle  à  un  plan  fixe,  et  Ton  a 
entre  0|,  02,  03  une  relation  de  la  forme 

(6)  AOi-t-  BOj-h  C03  =  o, 

les  coefficients  A,  B,  C  ne  dépendant  que  de  la  variable  a.  Il  ré- 
sulte d'une  proposition  générale  que  j'ai  démontrée  récem- 
ment (2)  (jue  l'équation  (s*)  est  nécessairement  du  premier  ou  du 
second  rang.  Laissant  de  côté  le  cas  où  l'équation  (2)  est  du  pre- 
mier rang,  hypothèse  qui  ne  donne  que  des  surfaces  réglées  à 
plan  directeur,  je  considère  une  équation  du  second  rang  de  la 


(')  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  CYI;  1888,  p.  .5 1-54. 
(■)  Sur  tes  équations  linéaires  et  ta  méthode  de  La  place  (Comptes  rendus 
de  V Académie  des  Sciences,  séance  du  27  janvier  1896). 
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forme  (2);  en  choisissant  convenablement  les  variables  a  et  fi, 
on  peut  supposer  que  cette  équation  a  été  ramenée  à  la  forme  ca- 
nonique 

d*0    _     —  26 
(7)  àaàp  ""  (a  —  p)*' 

dont  l'intégrale  générale  est 

Il  résulte  aussi  de  la  proposition  que  je  viens  de  rappeler  que 
8n  82>  83  s'obtiendront  en  prenant  la  fonction  arbitraire  ^(j3)  =  o. 
On  aura  donc 

/n/îî/s  étant  des  fonctions  arbitraires.  Les  formules  (1)  de- 
viennent, toutes  réductions  faites, 

do)  j  r  =  aA^=/iZ»  +f<xrt  -flf\)d*, 

z  =  2^ywiZi  +J{fx/\  -xx)d*; 

on  reconnaît  immédiatement,  sur  ces  formules,  que  la  surface  est 
réglée  et  que  les  courbes  a  =  const.  sont  les  génératrices.  Pour 
faire  disparaître  les  quadratures,  remarquons  qu'on  a,  en  iuté- 
grant  par  parties, 

/(/t/ï  -AT»  )  ^  =  a/i/î  -/i/i  -  ijhfl  d%> 

fixx  -/;/;  )  «fc  =/i/3  -  V1/3  -*-  *ffifï d^ 
f(AA  -XX)  d*  =  a/i/ï  -/;/;  -  *//i/;  <**> 

et  tout  se  réduit  à  mettre  les  fonctions  arbitraires  J\  (a),  /:>(*), 
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/3 (a)  sous  une  forme  telle  que  les  trois  quadratures 

//*/><*«>  ffxT****  //>/:<** 

puissent  être  effectuées.  On  y  arrive  comme  il  suit  :  écrivons 

Fi(a)  etF2(a)  étant  deux  nouvelles  fonctions  arbitraires;  il  vient 
alors 

J/i/^a  =  Fl(«),         y>î/'ï(a)^  =  Fî(«), 
ou,  en  intégrant  encore  une  fois  par  parties, 


et  il  suffira  de 


poser 


'■<■>*[*  »  të)] -*<•> 


pour  n'avoir  plus  aucun  signe  de  quadrature.  Les  fonctions  arbi- 
traires qui  figurent  dans  les  nouvelles  formules  sont 

£i(«),     Fs(«)f    /,(«). 

4.  Si  la  surface  (S)  est  du  second  degré,  l'équation  (a)  est  en- 
core du  rang  deux,  sauf  dans  le  cas  du  paraboloïde,  que  nous 
laisserons  de  côlé,  et  les  trois  intégrales  particulières  8f,  82>  Q» 
doivent  vérifier  deux  relations  de  la  forme 

j  A(«)0,  -4-B(a)6îH-C(a)0J=o, 
j  A1(P)0,-+-B1(P)81H-C|(P)6a  =  o. 

L'équation  (2)  ayant  été  mise  sous  la  forme  normale 

d«0    _     — 2O 
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on  obtiendra  trois  intégrales  Qt,  Ô2,  83  satisfaisant  à  des  relations 

de  la  forme  (i  i)en  prenant,  dans  la  formule  qui  donne  l'intégrale 

générale, 

/i(<x)  =  a,a*  -+-  7.bxa-¥-cu         <?i(P)  =  o? 

/,(a)  =  aja8  -h -ib,*  -+-  Cj,         <?j(P)  =  o, 

/3(a)  =  a3a»  4-  *ô3a  +  c,,         cp3(P)  =  0, 

a^  a2,  a3,  . .  . ,  c3  étant  des  constantes.  On  trouve  ainsi 


(la) 


A           ax  aQ  -+-  bt(a  ■+■  B)  -+-  ci 
°<  =  2 ïZTp ' 

at  a3  -1-  65 ( a  -+-  P  )  -h  Cj 


0,=  2 


«-P 


a3ap -h  6,(a -h  P)-+-c3 
a—  ^ 


On  obtiendrait  les  mêmes  expressions  deQ,,  82,  63  en  prenant 

/1  =  o,        <p,  =  —  f  ax  p*  -h  2  6j  p  -+-  c,  ), 

/l=0,  <?i  =  —  (a,P*-H26,P-4-  C,). 

/»=0,  <p3=  —  (rt3Pî-+-2*jP  -+-<*). 

Les  trois  intégrales  particulières  0M  82,  83  vérifient  donc  les 
deux  relations 


8î,  «ï»1  -+-  '^i*  -+-  c2,     a,a-t-63 
0S,  a3a*-+-  2  £3  a  -+-  c3,     «3a-i-63 


=  o, 


8,,  a,p*-+-  '26,p-t-  c,,     a,p  -+-  bx 
O3,  a3P2n-'2^3p-+-c3,     a3p  -f-  63 


=  0; 


on  en  conclut  aisément  que  le  plan  représenté  par  Tune  ou  l'autre 
de  ces  équations  reste  tangent  à  un  cône  du  second  degré,  comme 
cela  doit  être. 

Les  formules  (10)  deviennent,  en  négligeant  une  constante  que 
l'on  peut  toujours  ajouter  à  x,  r,  z< 


(«.*,  -  aa6,)«?  +  ?*cJ—?*£l  (a  -h  3)  -  £sc3  -  c^3 


*  =  4 


03) 


(«3^1  —  «i»3)*P  H ; -  (a  -+-  p)-f-  b3cl  —  cibi 


y~\ 


z  ■--  1 


f  I       s        /-j  rt|   ('♦    fit  Ci  f  .  , 

(  «i&j  —  «i&i  )ap  -1 " --—  (  a  m    Ji  )  -f-  biC*  —  fj  £/2 

,-r-p- 
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Les  formules  qui  définissent  une  surface  (S<)  correspondant  à 
la  surface  du  second  degré  par  orlhogonalité  des  éléments  de- 
viennent de  môme,  après  réduction, 

4(aipH-ô,)F(30— 4(«,a-+-61)*(p)-9.[atotp-4-6!(a-4-p)-hc1lfFïa)-4»7p)] 
X\  —  — 

04)  (.rt-  — ^ 

_  4(<z,3-h&,)F(aW- 4(a,«-^6,)*(3)— «fa,ap-h6sfa4-p)-+-c,][F'(a>--*ïP3 
*i  ~  — ô 

F(a)  et  $({3)  étant  deux  fonctions  arbitraires. 


SURFACES  RAPPORTÉES  A  UN  RÉSEAU  CONJUGUÉ  AZIMUTAL; 

Par  M.   L.   Raffy. 

1.  Nous  nous  proposons  d'étudier  ici  quelques  applications 
d'un  système  de  coordonnées  curvilignes  qui  peut  servir  dans  bien 
d'autres  cas  et  qui  dérive  d'une  proposition  due  à  M.  Kœnigs  : 
les  sections  faites  dans  une  surface  par  des  plans  contenant 
une  droite  fixe  et  les  courbes  de  contact  des  cônes  circonscrits 
qui  ont  leurs  sommets  sur  cette  droite  forment  un  réseau  con- 
jugué. Pour  rapporter  une  surface  aux  courbes  d'un  tel  réseau, 
qu'on  pourrait  appeler  réseau  conjugué  azimutal,  il  suffît  de 
la  considérer  comme  l'enveloppe  des  cônes  circonscrits 


--t(H 


qui  ont  leur  sommet  sur  l'axe  Oz.  Posons 

y  z  —  v 

la  surface  sera  définie  par  ces  deux  équations,  jointes  à  l'équation 

dérivée 

i 

—  -=©„. 
x 


-  52  - 
On  a  donc,  en  résolvant  ce  système, 

(I)  X  =  -~,  y  =  --y  z-ç—J. 

¥*  ¥*  ?* 

Les  coefficients  de  l'élément  linéaire  ont  par  suite  pour  expres- 
sions 

g  =  (i  +  ««  +  ^)^?;-*. 

On  a  pareillement  pour  les  coefficients  de  la  seconde  forme  fon- 
damentale 

*>  =  -  fi  *U  ?5T4 ,        D'  =  o,        D"  =  ?3  *;-* , 

en  sorte  que  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  (i)  ont  pour 
équation  différentielle 

ce  qui  permettrait  d'indiquer  nombre  de  surfaces  dont  on  déter- 
minerait les  lignes  asymptotiques  par  des  quadratures. 

2.  Sur/aces  de  JoachimsthaL —  Nous  allons  très  simplement 
déterminer  toutes  les  surfaces  admettant  pour  lignes  de  cour- 
bure d'un  système  des  courbes  planes  dont  les  plans  passent 
par  une  droite  fixe.  En  effet,  cette  droite  étant  prise  pour  axe 
des  z,  les  lignes  de  courbure  du  second  système,  devant  former 
avec  les  premières  un  réseau  conjugué,  seront  les  courbes  de  con- 
tact des  cônes  circonscrits  qui  ont  leurs  sommets  sur  Oz.  Pour 
avoir  les  surfaces  cherchées,  il  nous  suffira  donc  d'exprimer  que 
le  système  conjugué  (w,  v)  est  orthogonal,  c'est-à-dire  d'égaler  F 
à  zéro.  Il  n'y  a  pas  lieu  de  s'arrêter  à  la  solution  cp",.  =  o,  car,  d'a- 
près les  formules  (i),  la  surface  se  réduit  alors  à  une  courbe,  ses 
trois  coordonnées  ne  dépendant  que  de  la  seule  variable  u.  Soit 
donc 

CS»  I  -h  M2  -I-  o* 

Les  deux  membres  de  cette  équation  étant  des  (Privées  logarilh- 
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iniques,  on  en  tire 


v  =  {—*— 

J  \I  I  -h  tt*  -h  ©* 


en  désignant  par  V  une  fonction  arbitraire  de  i\  Effectuons  main- 
tenant la  quadrature  indiquée  et  soit  U  une  fonction  arbitraire 
de  u;  nous  aurons 


©  —  ^I  -+-  |/* 


,v-u „u-v 


'2 


Pour  abréger,  posons  suivant  l'usage 

=  Sho),         =  Cho), 

les  seconds  membres  étant  les  sinus  et  cosinus  hyperboliques 
de  w.  Les  surfaces  de  Joachimsthal  seront  représentées  par  les 
formules 

__ -i —w _  Sh(V— U) 

X~~  \'JT+ôïCh(V—l})'     y~  vVm^Ch(V—  U)*      *~V      "V'Ch(V-U) 

On  voit  que  les  lignes  de  courbure  du  second  système  (v  =  const.) 
sont  tracées  sur  des  sphères 


Si  l'on  pose  /•  =  \J xl  -h y*,  une  ligne  de  courbure  u  =  const. 
sera  définie  dans  son  plan  par  les  deux  équations 

(2)  r=  vCh(v_,u)'  z  =  s>  —  rSh(V  —  U), 

qui  représentent,  quand  u  varie  ainsi  que  t>,  tous  les  points  du 
plan  z Or.  Les  lignes  v  =  const.  constituent  l'ensemble  des 
cercles  qui  ont  leur  centre  sur  Os 

Les  lignes  u  =  const.  sont  leurs  trajectoires  orthogonales;  car  le 
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coefficient  angulaire  de  la  normale  à  l'un  des  cercles  considérés 
est 

fLZ-?  =_Sh(V-U) 

r 

et  celui  de  la  tangente  à  la  courbe  u  =  const.  est 

ZJL  =  i-rVChCV-in-rlShCV— U)  i_._Sh(V_  U} 

D'autre  part,  on  peut  considérer  U  comme  un  paramètre  va- 
riable; alors  u  devient  une  fonction  arbitraire  de  U;  d'où  la  géné- 
ration suivante  des  surfaces  de  Joachimsthal  : 

On  considère  une  famille  quelconque  de  cercles  ayant  leur 
centre  sur  Os,  et  tracés  dans  le  plan  zOx,  ainsi  que  leurs  tra- 
jectoires orthogonales.  On  fait  tourner  chacune  de  ces  trajec- 
toires autour  flfeO:,  d'un  angle  qui  varie,  d'après  une  loi 
arbitrairement  choisie,  quand  on  passe  de  l'une  à  l'autre;  le 
lieu  de  tes  diverses  courbes  ainsi  déplacées  est  la  surface  cher- 
chée. 

Un  raisonnement  géométrique  simple,  que  l'on  trouvera  dans  la 
Théorie  des  surfaces  de  M.  Darboux  (t.  I,  pp.  i  ia-1  17),  conduit 
à  cette  génération.  Mais  nous  avons  de  plus  l'expression  analy- 
tique explicite  et  sans  quadratures  des  coordonnées  de  la  sur- 
face. Remarquons  encore  que  les  formules  (a)  donnent  la  solution 
de  ce  problème  :  Trouver  dans  le  plan  les  trajectoires  ortho- 
gonales d'une  famille  quelconque  de  cercles  ayant  leurs  centres 
en  ligne  droite. 

3.  Détermination  des  surfaces  qui  présentent  un  réseau 
conjugué  azimutal  à  invariants  égaux.  —  Le  réseau  (w,  r) 
étant  conjugué,  on  sait  que  les  trois  coordonnées  x,  y,  z  des  sur- 
faces (1)  satisfont  à  une  équation  de  la  forme 


(3;  - — -  =  B  -  +  B,  -■ 

Ou  Ov  Ou  Ov 
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Pour  trouver  B  el  B, ,  écrivons 

(  x"    •—  Bx'  -j-  B*  x' 
Mais  en  vertu  de  la  relation  y  =  ux,  on  a 

y  a  =-  MXu  ~^~  **-"»  y%>  =  UXV  i  y  uv  ==  MXuv  ~^~  &v 

Substituons  ces  dérivées  dans  la  seconde  des  équations  (4)  en 
tenant  compte  de  la  première;  il  reste 

x' 
x 

Portons  celte  valeur  de  B  dans  l'équation  (3);  nous  en  tirons 

R  _  xxnuv — x'Hx'v  _   x  /&IV  _  <MogB 
xx'v  x'v  \  x  ) u  au 

Comme  la  première  équation  (i)  donneur  en  fonction  de  <p  el  de  o'u 
nous  aurons 

(5)  B=-d-l2^,  8,  =  ^^. 

àv  du 

On  voit  que  B  dépend  des  dérivées  secondes  et  B<  des  dérivées 
troisièmes  de  <p. 

Cherchons  à  déterminer  la  fonction  <p  de  manière  que  le  ré- 
seau (w,  v)  soit  un  réseau  à  invariants  égaux,  c'est-à-dire  que 
l'on  ait 

(6)  *-«!. 

v    '  du         ôv 

C'est  là  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  quatrième  ordre. 
Pour  l'intégrer,  déterminons  B,  qui  satisfait  par  hypothèse  à 
l'équation 

(6y  ^  =  ^i!2^. 

v    '  du  duOv 

De  là  on  déduit,  en  désignant  par  V  une  fonction  arbitraire  de  c, 

1        B"  ~  r  ' 

vb;-bv' 
d«        - v  • 
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Intégrons  et  représentons  par  U  une  fonction  arbitraire  de  u\ 

il  viendra 

V 


B  = 


U  — V 


Remplaçons  maintenant  B  par  son  expression  (5);  nous  aurons 

dv       ~  V  -  U  " 

Par  deux  intégrations  successives,  qui  introduisent  deux  nou- 
velles fonctions  arbitraires,  U0  etUt,  de  la  variable  u,  on  trouve 
finalement 

ç  =  U0(Up  — V)-+-Ui. 

Grâce  à  cette  détermination  de  cp,  les  formules  (1)  deviennent 

_        ■    i  u _  l)»(oV'~V)^Ut 

*"~  U0(V— U)'        ^"^(V'-U)'         *~        Uo(V— U) 

Elles  représentent  toutes  les  surfaces  sur  lesquelles  existe  un 
réseau  conjugué  azimutal  à  invariants  égaux.  L'équation  (3), 
que  vérifient  les  coordonnées  x,  y,  z  de  ces  surfaces,  se  réduit  à 

5?*  Rv- «)•]  =  •. 

comme  on  le  reconnaît  par  un  calcul  facile. 

Si,  dans  les  formules  que  nous  venons  d'obtenir,  on  suppose 
U=  o,  l'élimination  de  u  et  v  peut  être  effectuée  et  l'on  arrive  à 
une  équation  de  la  forme 


-*/(5HK5)] 


où  les  trois  symboles  /,   F  et  f  désignent  des  fonctions  arbi- 
traires. Dans  ce  type  rentrent  diverses  classes  de  surfaces  connues. 
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Communications  : 
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théorie  de  la  bicyclette. 

M.  Maillet  adresse  une  Note  sur  les  groupes  de  substitu- 
tions. 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


REMARQUES  ALGÉBRIQUES  SUR  LES  FONCTIONS  DÉFINIES 
PAR  LES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE; 

Par  M.   Michel   Petrovitch. 


1.  Les  remarques  qui  suivent  concernent  les  valeurs  réelles  de 
la  variable  indépendante  jr,  pour  lesquelles  les  intégrales  d'une 
équation  différentielle  algébrique  de  premier  ordre  peut  prendre 
des  valeurs  fixes,  données  à  l'avance.  Dans  tout  ce  qui  suit,  je 
supposerai  cette  valeur  fixe  égale  à  zéro  ou  à  l'infini  ;  on  y  ramène 
facilement  les  cas  où  il  n'en  est  pas  ainsi.  Ces  remarques  s'ap- 
pliquent également  aux  valeurs  réelles  de  xy  qui  rendent  les  in- 
tégrales réelles  maximum  ou  minimum,  pour  leurs  points  d'in- 
flexion, leurs  directions  asymptotiques,  etc. 

Dans  un  travail  antérieur  j'ai  donné,  sous  une  forme  simple  et 
pratique,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les 
zéros  ou  les  infinis  de  l'intégrale  ne  varient  pas  avec  la  constante 
d'intégration,  et  un  procédé  simple  pour  calculer  les  ordres  des 
zéros  et  des  infinis  mobiles.  Voici  les  résultats  principaux  trouvés 
à  cet  égard. 

Soit 


t—S 


^(^o^y)=^à?t(T)ymiy"' 


un  polynôme  en  y  et  y\  où  les  //?/  et  les  /i,  sont  des  entiers  posi- 
tifs et  les  "fi  [x)  des  fonctions  quelconques  de  x.  Formons  le  ta- 
bleau de  'i.s  nombres  entiers  et  positifs 

M/  —  m,  -+-  /i/,         î\/  —  /i/, 

et  traçons  dans  le  plan  deux  axes  :  sur  l'un,  nous  compterons 
les  M/  et  sur  l'autre  les  N/,  et  marquons  les  s  points  (M/,  N,).  Par 
les  points  le  plus  rapproché  et  le  plus  éloigné  de  ON,  traçons 
une  ligne  polygonale  brisée,  dont  chaque  sommet  sérail  ('M/,  N/), 
et  telle  qu'aucun  point  (M/N,)  ne  soit  au-dessus  d'elle. 
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Ceci  étant,  envisageons  l'équation  différentielle 

1.  Pour  que  l'intégrale  générale  de  (i)  ait  des  zéros  mobiles 
d'ordre  X,  il  faut  et  il  suffit  que  la  ligne  polygonale  de  F  ait  un 
côté  de  coefficient  angulaire  X. 

II.  Pour  qu'elle  ait  des  infinis  mobiles  d'ordre  A,  il  faut  et  il 
suffit  que  le  polygone  ail  un  côté  «de  coefficient  angulaire  —  X. 

D'après  ces  théorèmes,  si  le  polygone  de  F  n'a  pas  de  côté  à 
coefficient  angulaire  positif,  les  zéros  de  l'intégrale  ne  varient  pas 
avec  la  constante  d'intégration,  et  j'ai  montré,  d'ailleurs,  com- 
ment on  peut  les  calculer  tous  dans  ce  cas.  Mais,  s'il  y  a  de  tels 
côtés,  ces  zéros  varient  certainement  avec  la  constante  et  leur 
étude  est  alors  impossible  dans  le  cas  général,  ne  connaissant  ni 
la  façon  dont  la  constante  d'intégration  (par  exemple  la  valeur 
y  =  y0  pour  x  =  x0)  entre  dans  l'expression  de  l'intégrale  géné- 
rale, ni  la  forme  de  cette  intégrale,  considérée  comme  fonction 
de  x.  C'est  dans  ce  cas  que  les  remarques  simples  qui  suivent 
peuvent  présenter  quelque  intérêt. 

2.  Supposons  que  le  polygone  de  F  n'ait  aucun  côté  à  coeffi- 
cient angulaire  compris  entre  o  et  i.  Désignons  par  Ft(x,  y,  y) 
l'ensemble  de  termes  dans  F  contenant  y,  et  par  Fm(j*,  y')  l'en- 
semble de  termes  sans  y,  de  sorte  qu'on  ait 

Alors,  dans  tout  intervalle  réel  de  x  =  a  jusqu'à  x  =  A, 
dans  lequel  la  courbe  F2(x,^'/)  =  o  (où  l'on  considère  x  et  y' 
comme  coordonnées  des  points  de  la  courbe)  n'a  aucune  branche 
réelle,  les  zéros  des  intégra/es  réelles  sont  fixes  et  doivent 
rendre  infinie  au  moins  une  fonction  'f/(x). 

Il  suffit,  pour  le  voir,  de  remarquer  que,  le  polygone  de  F 
n'ayant  aucun  coté  à  coefficient  angulaire  compris  entre  o  et  i, 
l'intégrale  y  ne  peut  avoir  des  zéros  mobiles  dont  l'ordre  serait 
compris  entre  o  et  i ,  et  que,  par  suite,  aucune  valeur  x  =  a, 
finie,  ne  coïncidant  avec  au  moins  un  infini  des  fonctions  ©/(#)• 
et  annulant  j',  ne  peut  rendre  infinie  la  dérivée  y  .  On  en  conclut 
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que  la  valeur  de  y'  pour  x  =  a  est  racine  de  l'équation 

El  comme,  lorsque  a  varie  de  a  jusqu'à  A,  les  racines  de  celte 
équation  sont  imaginaires,  la  proposition  est  démontrée. 

Ainsi,  par  exemple,  si,  la  condition  du  polygone  étant  remplie, 
l'équation  différentielle  étant  de  degré  pair  en  y  et  mise  sous  la 
forme 

tou-s  les  fi  (x,  o)  ayant  les  indices  d'une  certaine  parité  sont  nuls, 
et  tous  les  autres,  de  parité  contraire,  différents  de  zéro  et  de 
même  signe  lorsque  x  varie  de  x  =  a  jusqu'à  x  =  6,  chacun  des 
polynômes  en  y' 

V{r,o,y),   F(*,o,  -y> 

ne  présentera  que  des  permanences  lorsque  x  varie  dans  l'inter- 
valle (a,  b);  pour  tout  zéro  x  =  a  de  y,  compris  dans  cet  inter- 
valle et  ne  coïncidant  avec  aucun  infini  fixe  d'une  des  fonctions 
fi(x,  o),  les  valeurs  correspondantes  de  y  sont  donc  imaginaires, 
d'après  le  théorème  de  Descartes,  et,  par  suite,  les  zéros  de  y 
dans  l'intervalle  (a,  b)  seront  fixes  et  connus  à  l'avance. 
De  même,  envisageons  l'équation 

el  soient  //*,  n, p  les  exposants  les  plus  petits  dey  dans  P,  (),  S. 
Le  polygone  de  F  n'aura  aucun  côté  à  coefficient  angulaire  com- 
pris entre  o  el  i  si  la  condition/?!:  n  ^ m  est  remplie.  Moyennant 
cette  condition,  dans  tout  intervalle  de  x  =  a  jusqu'à  x=b, 
dans  lequel  la  fonction 

(Of.r.  o)]*—  41-N.r.  >)S(.  /•.)) 

est  constamment  négative,  les  intégrales  réelles  ne  peuvent  avoir 
que  des  zéros  fixes,  coïncidant  avec  au  moins  uu  des  infinis  des 
fonctions  en  jt,  figurant  comme  coefficients  dans  l\  O,  S. 
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3.  Envisageons  maintenant  les  intégrales  réelles,  uniformes 
dans  un  intervalle  donné,  des  équations  du  premier  ordre.  Ce  qui 
suit  s'appliquerait  d'ailleurs  également  aux  intégrales  non  uni- 
formes dans  l'intervalle  considéré,  mais  n'ayant  pour  chaque  va- 
leur de  jr,  comprise  dans  cet  intervalle,  qu'une  seule  valeur 
réelle. 

En  écrivant  l'équation  sous  la  forme 

Y(jr.   y.  /)=■  V  /,(  x%  y  )/|i-/  =  „. 


/  =o 


on  peut,  sans  faire  aucune  hypothèse  sur  le  polygone  de  l'équa- 
tion, faire  la  remarque  suivante  : 

Si  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b  toutes  les 
fonctions  f(x,  o)  non  nulles  et  dont  les  indices  sont  d'une 
même  parité  ont  constamment  le  même  signe  et  fy.{oc,  o)  ^  o, 
deux  zéros  consécutifs  d'une  intégrale  particulière  quelconque, 
réelle  et  uniforme  dans  V intervalle  (ayb),  comprennent  au 
moins  un  pôle  de  la  même  intégrale;  toute  intégrale  réelle 
holomorphe  dans  cet  intervalle  ne  peut  s'annuler  plus  d'une 
fois  entre  a  et  b. 

Car  si  x  =  7.  el  x=fi  étaient  deux  zéros  consécutifs  de  y(x)y 
compris  entre  a  et  6,  et  si  aucun  pôle  de  y  n'est  compris  dans 
l'intervalle  (a,  £),  le  produit 

doit  être  négatif  ou  nul,  d'après  le  théorème  de  Rolle.  Or,  les 
conditions  précédentes  étant  remplies,  si  tous  les  fi(x^  o)  étaient 
de  même  signe  dans  l'intervalle  (<7,  b),  les  premiers  membres  des 
équations  algébriques  en  y' 

\  ./u(3t,o)y(x)ÎA-h/1(a.o)y(am-i-î-...-T-/lJLta,o)=o, 
{>)         (  /olp.  o  >  /(  3  >e—  /,(.  3,  o)  v'(  ?)H-i  -t-. . .  -+-/pL(  p.  o)  =  o 

ne  présenteraient  que  des  permanences,  et,  par  conséquent,  au- 
cune des  quantités  y'( a)  et y'(rfi)  »c  saurait  être  réelle  et  positive; 
si,  au  contraire,  les  fi(x\o)y  correspondant  aux  indices  des  pa- 
rités différentes,   sont   de  signes  différents,   les    équations  (a), 
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après  y  avoir  changé  y  en  —  y\  ne  présenteraient  que  des  per- 
manences, et,  par  suite,  aucune  des  quantités  y< 'a)  eiy($)  ne 
saurait  être  réelle  et  négative.  Donc  le  produit y(*)y(P)  ne  sau- 
rait être  négatif,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

4.  Supposons  que,  les  conditions  du  paragraphe  précédent 
étant  remplies,  le  polygone  de  F  n'ait  aucun  côté  à  coefficient  an- 
gulaire entier  négatif.  Alors,  d'après  le  théorème  énoncé  au  dé- 
but, les  pôles  de  toute  intégrale  particulière  uniforme  sont  fixes 
et  connus  à  l'avance  :  soient 

Cl\ .      ''î«       «...      dn 

ces  pôles.  Dans  tout  intervalle  (</,  b)  satisfaisant  aux  conditions 
du  n°  3  et  ne  comprenant  aucune  valeur  #,,  une  intégrale  uni- 
forme quelconque  ne  peut  avoir  plus  d'un  zéro,  d'où  le  résultat 
suivant  : 

Si  le  polygone  de  l'équation  F  =  o  nJa  aucun  coté  à  coeffi- 
cient angulaire  entier  négatif,  et  si  le  nombre  de  valeurs  ai, 
compris  dans  un  intervalle  (o,  b)  supposé  remplissant  les* con- 
ditions du  numéro  précédent,  est  A',  une  intégrale  réelle  uni- 
forme quelconque  ne  peut  s'annuler  plus  de  k  -^  \  fois  dans 
r intervalle  (a,  b). 

Appliquons  ces  considérations  à  l'équation  du  premier  degré 


tljT    ~~    OlJ\    }'} 


où  V  et  Q  sont  deux  polynômes  en  x  et  y  de  degrés  respectifs  /// 
et  n.  Pour  que  le  polygone  n'ait  aucun  côté  à  coefficient  angu- 
laire entier  négatif,  il  faut  et  il  suffit  que  m  ~  //  -f-  :?.  Il  est  d'ail- 
leurs facile  à  voir  que,  dans  ce  cas,  les  pôles  *it  de  y  sont  fixes 
et  Ton  peut  en  trouver  toutes  les  valeurs  possibles  :  car.  si  l'on 

pose  v  =  -•  l'équation  se  transforme  en 

#  *lz    _    l*|  i  J\  z 

*i.r        u,  •  .r.  z  . 

où  Pi  et  i^i  sont  des  polynômes  en  r-.  ne  contenant  aucune  puis- 
sance de  z  en  facteur.  Comme  la  dérivée  — -  doit  rester  fin;e  pour 

ai  ' 
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x  =  a/,  car  ai  est  un  zéro  d'un  ordre  entier  pour  3,  on  voit  que 

i  °  Si  m  >  n  -f-  2,  les  a/  sont  racines  de  Pi  («/,  o)  =  o  ; 
a°  Si  ni  <  /i  -f-  a,  les  m  sont  racines  de  Q<  (a/,  o)  =  o. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  m  >  «  -f  2  ;  on  calcule- 
rait alors  toutes  les  valeurs  possibles  a,,  comme  on  vient  de  le 
voir.  On  peut  toujours  supposer  que  P(x,  o)  n'est  pas  identique- 
ment nul,  car,  s'il  en  élait  ainsi,  tous  les  zéros  de  l'intégrale  géné- 
rale, sans  faire  aucune  hypothèse  sur  sa  nature,  seraient  fixes, 
faciles  à  calculer  et  il  n'en  serait  plus  question.  En  effet,  on  aurait 

alors 

V(jr,y)  =  yT(x1y), 

où  T  est  également  un  polynôme  en  x  et  y,  et  l'équation  (S), 
qu'on  peut  alors  écrire  sous  la  forme 

y  =  eJ  U,J  J>     , 

montre  que  tout  zéro  dey  est  une  racine  de  Q(a\  o)  =  o. 

Supposons  donc  que  P(x,y)  ne  contient  pas^  en  facteur.  Les 
zéros  simples  de  y  sont  alors  mobiles,  mais  les  zéros  multiples  6/ 
sont  fixes  et  sont  racines  de  l'équation  P( x,  o)  =  o. 

Soit  (a,  b)  un  intervalle  réel,  ne  contenant  aucune  des  valeurs 
fixes  et  connues  at-  et  6/  et  tel  que  la  fraction  rationnelle  en  x 

11  '  Q(-r.o) 

garde  un  signe  invariable  lorsque  x  varie  de  a  jusqu'à  b.  Alors 
aucune  intégrale  réelle,  uni/orme  dans  cet  intervalle,  ne  peut 
s^ annuler  plus  d" une  fois  entre  a  et  b.  Car  sract  ($  étaient 
deux  zéros  consécutifs  dans  cet  intervalle,  comme  ils  ne  peuvent 
être  que  des  zéros  simples,  il  faudrait,  d'après  le  théorème  de 
Kolle,  que  le  produit 


soit  négatif,  ou  que  a  el  [ï  comprennent  au  moins  un  pôle  de  y, 
ce  qui  n'est  pas. 

Si    l'intervalle   (V/,  b)    comprenait    k    valeurs   ai,    racines   de 
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P4(#,  o)  =  o  sans  comprendre  aucune  valeur  6/  et  sans  changer 
de  signe  entre  a  et  6,  V  intégrale  y  s'annulerait  au  plus  k  -f- 1  fois 
dans  cet  intervalle. 

Si  l'on  cherchait  la  limite  supérieure  du  nombre  de  zéros  com- 
pris dans  un  intervalle  quelconque  (a,  6),  on  le  fractionnera  en 
sous-intervalles,  dans  lesquels  il  n'y  a  aucune  valeur  a,-,  6,  et  dans 
lesquels  la  fraction  rationnelle  (4)  garde  un  signe  invariable.  Si 
X  est  le  nombre  de  tels  sous-intervalles,  le  nombre  de  zéros  sim- 
ples, compris  dans  l'intervalle  (</,  6),  sera  au  plus  égal  à  X,  et  en  y 
ajoutant  le  nombre  jjl  de  zéros  multiples  4/,  compris  entre  a  et  b, 
on  obtient  X  -+-  jx  comme  limite  supérieure  du  nombre  total  des 
zéros  de  y  dans  cet  intervalle. 

Ces  remarques  simples  s'appliquent  à  bien  d'autres  types  d'équa- 
tions et,  en  particulier,  toutes  les  fois  que  y* \  définie  par  l'équa- 
tion 

F(j-,  o,y')  =  o, 

n'a  pour  chaque  valeur  de  .r,  comprise  entre  a  et  6,  qu'une  seule 
valeur  réelle.  Le  raisonnement  s'applique  également  lorsque  y'  a 
plusieurs  déterminations  réelles  pour  y  =  o,  et  pour  des  valeurs 
de  x  variant  dans  l'intervalle  (a,  6),  pourvu  que  toutes  ces  dé- 
terminations aient  le  même  signe  dans  cet  intervalle.  Il  est  facile 
d'énoncer,  pour  ces  équations,  des  conditions  suffisantes,  pour 
que  les  zéros  et  les  infinis  d'une  intégrale,  méromorphe  dans  un 
intervalle  donné,  se  séparent  mutuellement  à  la  façon  de  la  fonc- 
tion tangx,  etc. 

?>.  Arrêtons-nous  maintenant  sur  l'équation  de  Riccali  qui, 
par  sa  forme  spéciale  et  par  ses  relations  étroites  avec  les  équa- 
tions linéaires,  permet  une  étude  plus  détaillée  des  zéros  et  des 
infinis  réels  des  intégrales. 

Envisageons  l'équation 

(  i  )  y  -*-  ?  1.x*  ■+-  *i.>'  ■+■  ?»  -  °» 

où  cpi,  y2,  :p3  sonl  des  fonctions  données  de  x,  uniformes  et  sans 
points  essentiels  dans  un  intervalle  donné  de  x  =  a  jusqu'à  x  =  b. 
En  y  posant 

Ci)  y- h*-' ^> 

•Si     U  ÎA©i 

•  ■  »  * 
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la  fonction  u  est  intégrale  de  l'équation 

,,,  dïu 

(3)  -j—--ï-m(T)u=t>. 


ou 


<'>-*»■-  M-^-C^Ï 


En  même  temps,  la  dérivée  logarithmique  —  est  l'intégrale  gé- 

ce* 

nérale  de 
Posons 


(5) 

/,(*)  =  l(?i?î—  ?î). 

(6) 

w(x)  =  u'  -h  y(x)u, 

l'intégrale  y  sera 

(7) 

Marquons  sur  l'axe  réel  Ox  les  zéros  réels  de  *&\{x)  et  les  pôles 
réels  de  ?p, ,  cp2,  <p3.  Dans  tout  intervalle  (a,  6),  ne  contenant 
aucune  de  ces  valeurs,  la  fonction  u  restera  finie  et  l'intégrale  y 
de  (i)  jouira  des  propriétés  suivantes  : 

i°  Supposons  dTabord  que,  dans  l'intervalle  considéré  (ri,  &), 
la  fonction  m(x)  soit  constamment  positive  et  la  fonction  '^(x) 
constamment  décroissante.  Alors,  d'après  la  formule  (4),  la  dérivée 

logarithmique  —  est  constamment  décroissante  dans  cet  intervalle 

et  il  en  esl  de  même  du  rapport 

iWj?)        m' 

u(.r)        //         *-v     ' 

Or,  pour  toute  valeur  de  .r,  qui  annule  w,  ce  rapport  passe  du 
négatif  au  positif.  D'autre  part,  pour  toute  valeur  de  x  qui  annule 
il»,  on  a  u(x)^éo  [car  autrement,  d'après  la  formule  (6),  on 
aurait  à  la  fois  u  =  o,  u1  =  o,  ce  qui  est  impossible  en  vertu  d'une 
propriété  connue  de  l'équation  (3),  la  fonction  gj(jt)  restant  holo- 

înorphe  dans  l'intervalle  considéré],  et  comme  le  rapport  —  dé- 
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croît,  il  passe  du  positif  au  négatif  pour  cette  valeur  de  x\  puis, 
x  continuant  à  croître,  il  décroît  indéfiniment  en  prenant  des 
valeurs  négatives  de  plus  en  plus  grandes,  jusqu'à  ce  que  u  de- 
vienne nulle.  Alors  il  devient  infini  et  change  de  signe  en  passant 
de  —  oo  à  H-  oo.  Ensuite,  x  continuant  à  croître,  ce  rapport  recom- 
mence à  décroître,  en  prenant  des  valeurs  positives  de  plus  en 
plus  petites,  jusqu'à  ce  qu'il  s'annule,  etc. 

On  en  conclut  que  les  zéros  et  les  infinis  de  V intégrale  géné- 
rale y  de  C  équation  (  i  ),  compris  dans  V intervalle  (a,  6),  se 
séparent  mutuellement,  de  sorte  que  cette  intégrale  s'annule 
et  devient  infinie  alternativement  pour  des  valeurs  croissantes 
de  x. 

De  plus,  si  <fi(x)  est  constamment  positive  entre  a  et  b,  l'inté- 
grale oscille  entre  -+•  oo  et  — oo,  en  décroissant  toujours  et  avec 
passage  brusque  de  — oo  à  -i-oo;  au  contraire,  si  <?i(x)  est  con- 
stamment négative,  l'intégrale  oscille  de  +  oo  à  — oo  en  croissant 
constamment  et  avec  passage  brusque  de  -h  oo  à  —  oo. 

2°  Supposons  que,  dans  l'intervalle  (a,  6),  la  fonction  w(x) 
ne  soit  pas  constamment  positive  ou  que  yj^x)  ne  soit  pas  constam- 
ment décroissante.  Alors  le  rapport  —  peut  tantôt  croître,  tantôt 

décroître.  Désignons  par  !;,  et  £2  deux  infinis  consécutifs  de  l'in- 
tégrale y  s  c'est-à-dire  deux  zéros  consécutifs  de  u,  compris  entre 
a  et  b,  et  soit  e  une  quantité  positive  très  petite.  La  valeur  de 

U  (  * ,  -4-  l  ) 

sera  très  grande  et  positive;  celle  de 

U(tt—Z) 

très  grande  cl  négative.  D.onc  le  rapport  —  s'annule  un  nombre 

impair  de  fois  entre  £,  et  $2.  On  en  conclut  que  deux  infinis  con- 
sécutifs quelconques  de  l'intégrale  y,  compris  dans  V intervalle 
(«,  6),  comprennent  au  moins  un,  et  en  général  un  nombre 
impair  de  zéros  de  cette  intégrale. 

Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  le  nombre  de  ces 
zéros  ou  de  ces  infinis  compris  dans  un  intervalle  donné  (rr.  b). 
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Occupons-nous  d'abord  des  infinis.  Tout  infini  de  y  est  soit 
un  zéro  de  <fi(.r),  soit  un  pôle  de  f(,  <p2>  ?3?  soit  un  zéro  de  u. 
Toutes  ces  valeurs,  sauf  les  zéros  de  w,  sont  fixes  et  connues  à 
l'avance  ;  les  seuls  infinis  mobiles  dey  sont  les  zéros  de  a,  et  nous 
allons  chercher  Te  nombre  de  ces  infinis  mobiles  dans  l'intervalle 
donné. 

A  cet  effet,  commençons  par  rappeler  quelques  résultats  connus, 
relatifs  aux  équations  linéaires  du  second  ordre,  dus  à  Sturm,  en 
les  complétant  sur  plusieurs  points  et  en  les  appliquant  directe- 
ment à  l'équation  (1)  de  Riccati. 

Considérons  les  deux  équations 

d*u 

h  m(x)u  =  o, 


dx* 
dx* 


-+-  y(x)v  =  o, 


où  ht   et  y  sont  deux  fonctions  holomorphes  dans  l'intervalle 
(a ,  b).  Alors  : 

i°  Si,  dans  cet  intervalle,  on  a  constamment  y (x)  5 n*(»r),  deux 
zéros  consécutifs  de  u  comprennent  au  moins  un  zéro  de  v. 
2°  Si  l'on  a 

v'(a)^  u'ia) 


v(a)       u(a) 


u(a)v(a )  ~o, 


et  si  dans  l'intervalle  (a,  6),  on  a  constamment  y(x)^.xs(x)i  la 
fonction  v  s'annulera  au  moins  autant  de  fois  que  u  entre  les 
limites  a  et  bf  et  si  l'on  considère  par  ordre  de  grandeur,  à  partir 
de.r  =  «,  les  différentes  valeurs  de  x  qui  annulent  u  et  v,  les 
valeurs  de  x  qui  annulent  u  seront  respectivement  plus  grandes 
que  celles  de  même  rang  qui  annulent  v. 

Ceci  étant,  partageons  l'intervalle  donné  en  sous-intervalles, 
dans  lesquels  xn(x)  garde  un  signe  invariable,  et  envisageons 
d'abord  un  tel  sous-intervalle  (#',  V)  où  w(x)  est  constamment 
négative. 

Soit  —  M  la  plus  grande  valeur  que  rn(.r)  prend  entre  les  li- 
mites (<7r,  //)  et  envisageons  l'équation 

d*  v 

Si  -  M  v  =  °' 


—  (Î8  — 
dont  l'intégrale  générale  est 

9  /         * 

Soit  A  la  valeur  attribuée  à  y  pour  x  =  a  ;  la  valeur  hUi)  =  — ^- !■ 
sera,  d'après  la  formule  (•>.), 

et  Ton  peut  évidemment  choisir  les  constantes  d'intégration  C, 
et  C2,  de  sorte  que  les  conditions  de  Sturm  soient  remplies.  On 
en  conclut,  d'après  le  théorème  précédent,  que  u  ne  peut  s'annu- 
ler plus  d'une  fois  entre  a'  et  //.  Par  conséquent,  jr  ne  peut  avoir 
plus  d'un  infini  mobile  dans  cet  intervalle. 

Envisageons  maintenant  un  sous-intervalle  (a",  b")dans  lequel 
m[x)  est  constamment  positive.  Dans  cet  intervalle,  la  fonction 
m(x)  peut  s'annuler  une  ou  plusieurs  fois  et  avoir  un  ou  plusieurs 
pôles;  partageons-le  : 

i°  En  intervalles  (a,  a')  dans  lesquels  la  fonction  tb(x)  reste 
holomorphe; 

2°  En  intervalles  très  petits  (j3,  j3')  dans  le  voisinage  d'un  pôle 
de  tb(x). 

I.  —   I.ntkiiv  ali.ks  (a,  a' ). 

Soient  M  et  N  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  que  prend 
la  fonction  xn(x)  dans  un  tel  intervalle  (en  supposant  N  ^  o),  et 

considérons  les  deux  équations 

i 

dtv 

\d7>  +Mx  =°- 


i\  (!•    -:   O. 


dont  les  intégrales  respectives  sont 

w  =-.  C.,  sin(.r  y/iN  -h  C-,). 
Comme  on   peut  toujours  choisir  les  constantes   C,.  (12,   C3, 
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Cj,  de  sorle  qu'on  ait  à  la  fois 

u(a)w(a)  10,         ff(a)t'(a)i:o, 

d'après  le  théorème  de  Sturin,  u(x)  s'annulera  dans  l'intervalle 
(a,  b)  au  moins  autant  de  fois  que  w  et  au  plus  autant  de  fois 
que  c. 

Il  s'ensuit  que  si  l'on  convient  de  représenter  par  E($)  le 
nombre  d'unités  entières  contenues  dans  $,  le  nombre  des  zéros 
de  u(x),  et,  par  suite,  le  nombre  des  infinis  mobiles  de  l'inté- 
grale y,  compris  dans  l'intervalle  (a,  a'),  sera 


au  moins  égal  a  h  I I 


i. 


Le  nombre  des  infinis,  compris  dans  un  intervalle  (a,  a')  fini, 
est  donc  toujours  limité.  On  peut  toujours  les  séparer,  c'est- 
à-dire  partager  l'intervalle  (a,  a')  en  plusieurs  autres  tels  que,  dans 
aucun  d'eux, y  ne  pût  avoir  plus  d'un  infini.  Car  si 


K  [1^1^  j  =  n. 


on   fractionnera    l'intervalle   (a,  a')   en  n  4-  i    autres    intervalles 

(a/,  a,+i)  tels  que  chacun  soit  plus  petit  que  -r=z  et  l'on  est  certain 

y  M 

d'avoir  ainsi  les  infinis  de  y  séparés,  chacun  des  tels  sous-inter- 
valles ne  pouvant  comprendre  qu'un  infini  au  plus. 

Voici  maintenant  comment  on  peut  quelquefois  calculer  ces 
infinis  avec  une  approximation  suffisante,  lorsqu'on  se  donne  la 
valeur  y  =  A/  pour  une  extrémité  x  =  a/  de  l'intervalle  cité 
(a,,  a/+i^,  qui  ne  comprend  plus  d'un  tel  infini. 

Soient  K,  et  Ka  deux  nombres  compris  entre  o  et  t:  et  tels 
que 

/M 

tan  g  h*  .  —  r :  * 
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0(a,-)  étant  complètement  déterminée  par  la  formule 

H(oti)  =  aA/9|(xj)-r-9;(a/)  —  ?t(flE/)o1(s/)f 

M  et  N  étant  la  plus  grande  el  la  plus  petite  valeur  de  m  (a:)  dans 
l'intervalle  (a/,  a#+i).  Les  deux  fonctions 

v  =  G  sin  [(x  —  a,)  /Si  —  Kj], 
w  =  G'  sin  [(a?  —  a/)  /N  —  Kt  ], 

où  C  et  C  sont  des  constantes  arbitraires,  satisfont  à  deux  équa- 
tions (8).  On  peut  évidemment  choisir  les  constantes  C  et  C,  de 
sorte  que  les  conditions 

soient  remplies,  et  Ton  s'assure  facilement  qu'en  vertu  des  inéga- 
lités (<)),  les  conditions 

sont  aussi  remplies.*  Toutes  les  quatre  conditions  du  théorème  de 
Sturm  seront  donc  remplies. 

Ceci  étant,  désignons  par  xt,  x2  et  \  les  plus  petites  valeurs 
respectives  de  x,  immédiatement  supérieures  à  a/,  qui  annulent  tv, 
v  et  */.  D'après  le  théorème  de  Sturm,  on  aura 


Mais,  comme  l'on  a 


rt  <  ;  <xx. 


K,  K, 

.r,  =  a,  -+-  —  ,  .r*  =  a/  -4-  -—  , 

on  aura 

a/  -t-  -._r  <  Ç  <  a/  4-  --.--. . 
/M  /N 

On  connaîtra  ainsi  deux  limites,  entre  lesquelles  sera  compris 
l'infini  considéré  £  de  y. 

Si  ces  deux  limites  ne  surpassent  pas  a/+l,  on  sera  certain 
qu'il  existe  entre  elles  un  infini  de  y,  qui  est  d'ailleurs  le  seul 
infini  compris  dans  l'intervalle  (a/,  a/+i). 

Si  la  limite  inférieure  x2  surpasse  a/+l,  on  sera  certain  que  y 
ne  devient  pas  infini  dans  l'intervalle  (a/,  a/+,  ). 
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Le  seul  cas  où  Ton  ne  peut  rien  décider  est  celui  où  a/+,  est 
compris  entre  jr,  et  jr2.  Tout  ce  qu'on  saura,  dans  ce  cas,  c'est 
que  y  ne  peut   devenir  infinie  plus  d'une  fois  dans  l'intervalle 

(a/,  */+i). 

La  détermination  des  limites  x%  et  xà  dépend  de  la  détermina- 
tion des  limites  suffisamment  rapprochées,  entre  lesquelles  peu- 
vent varier  les  deux  nombres  K,  et  K2,  tout  en  satisfaisant  aux 
conditions  (<)).  Or,  étant  donnée  la  valeur  y  —  A/  pour  x  =r  a/,  la 
valeur  G(a/)  sera  donnée  par  la  formule 

0(a,)  =  -<A/0|  («/)-+- o",  (a,)  —  ©i  («/)*«(  */); 

M  et  N  sont  aussi  connus,  et,  par  suite,  les  limites  entre  les- 
quelles doivent  varier  K,  et  K2  seront  connues.  On  choisira,  dans 
ces  limites,  deux  valeurs  de  K,  et  K2  telles  que  la  différence 

k,         K, 

rt—rl=-.  — = -- 

/.M         y/\ 

soit  la  plus  petite  possible. 

On  obtiendra  de  nouvelles  limites  plus  rapprochées  de  £  en 
appliquant  ces  mêmes  calculs  à  l'intervalle  (d?a,  xs)  qu'on  vient 
de  déterminer.  Mais,  pour  cela,  il  faudra  calculer  la  valeur  exacte 
ou  suffisamment  approchée  de  §(x.2),  ce  qu'on  peut  faire  de  la 
manière  suivante.  La  fonction 

(10)  0(r)  —  '.5|(.r  »  y  -+-  o\  (x)  —  ^l(x)oi(x) 

reste  holomorphc  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  les 
limites  a/  et  a,  r-  -  -,  puisque,  entre  ces  limites,  y  n'a  pas  d'in- 

finis.  Par  conséquent,  on  aura 


•   •  •  • 


(H)     0(^s)  =  0     a,-ï    -=  )  =  0(a/H —L  -f- (  ---  ) 

où  il  faut  remplacer  y  par  A/ et  les  dérivées  V  (a/),  6"  (a/),  . . .  par 
leurs  valeurs  respectives,  qu'on  trouve  en  difierentiant  la  for- 
mule (io)  et  en  y  remplaçant  les  dérivées  successives  de  y  par 
leurs  valeurs  tirées  de  l'équation  de  Riccati  donnée.  La  conver- 
gence de  la  série  (i  i)  est  assurée  à  l'avance. 

Kn  continuant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  pourra  rapprocher 
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les  limites  qui  comprennent  £  et  calculer  celui-ci  avec  une  approxi- 
mation suffisante. 

Envisageons  maintenant  l'intervalle  entier  (a,  a').  Supposons 
que,  x  variant  de  x  =  a  jusqu'à  x  =  a',  la  fonction  tb(x)  varie 
constamment  dans  un  même  sens  (en  croissant  ou  en  décroissant) 
et  étudions  la  variation  de  la  distance  de  deux  infinis  consécutifs 
de^,  que  x  rencontrera  pendant  cette  variation. 

En  prenant  comme  limite  inférieure  a  de  l'intervalle  (a,  a')  un 
infini  x  =  $  de  y,  on  peut  déterminer  les  constantes  d'intégration 
dans  les  formules 

i>  =  C,  sin(:rv/M-4-C,), 

w  =  C3  sin  (j*  sf\  -h  Gv), 
de  manière  qu'on  ait  à  la  fois 

*■(£)  =  «»        "'(?)  =o; 
on  aura  alors 

r  =  Ci  sin  [(*-£) /M], 
«>  =  C,  sin  [(*  —  {) /N]. 

D'après  le  théorème  de  Sturm,  la  valeur  du  zéro  $'  de  u(x)  qui 
suit  immédiatement  $  doit  être  plus  grande  que  la  première  va* 
leur  au  delà  de  $  qui  annule  v  et  plus  petite  que  la  première  va- 
leur de  x  au  delà  de  Ç  qui  annule  v,  d'où  résulte 

^  £' £  <^ 

ou 

y  désignant  une  certaine  valeur  comprise  entre  ç  et  £'.  On  aura 
de  même  pour  le  zéro  Ç"  de  u{x),  immédiatement  supérieur  à  £', 

s*  __  c  —       ~      . 


/  désignant  une  quantité  comprise  entre  Ç'  et  £",  etc 
Distinctions  maintenant  les  deux  cas  suivants  : 


'r> 


Premier  cas.  —   Supposons  que  la   fonction  m(j:)  aille  con- 
stamment en  décroissant  dans  l'intervalle  considéré  (a,  y.').  On 
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aura  alors  dans  cet  intervalle 

w(Y)>w(7,)>w(Y')>--- 
et,  par  suite, 

r— s<p— r<r— r<---- 

Ceci  montre  que  la  différence  de  deux  infinis  consécutifs 
de  y  augmente  de  plus  en  plus  lorsqu'on  va  de  ol  jusqu'à  a', 

mais  elle  ne  peut  pas  dépasser  la  quantité  —  • 

Si,  x  croissant  de  a  jusqu'à  l'infini,  la  fonction  w(x)  reste  con- 
stamment positive  et  tend  asymptotiquement  vers  une  limite  p, 
l'intégrale  y  aura,  dans  l'intervalle  (a,  oc),  une  infinité  d'infinis  et 
la  différence  de  deux  infinis  consécutifs  tend  asymptotiquement 

vers  la  limite  —  •  Lorsqu'on  aura  calculé  quelques-uns  des  plus 

v? 
petits  infinis  Ç/  dey,  la  formule 


Tt. 


in  —  Ç/i-1  =  -7= 
V? 

donne  les  suivants  avec  assez  d'approximation. 

Si  la  limite  p  est  égale  à  zéro,  cette  différence  augmente  indé- 
finiment. Dans  ce  cas,  il  peut  encore  exister  dans  l'intervalle 
(a,  00)  une  infinité  d'infinis  de  y,  mais  la  comparaison  avec  les 
fonctions  précédentes  v  et  w  ne  peut  plus  décider  s'il  en  est  ainsi 
ou  non.  Pour  le  décider,  on  peut  procéder  comme  ceci. 

D'abord,  si  x=z  00  est  un  zéro  simple  dera(x),  l'intégrale  y 
deviendra  in/inie  une  infinité  de  fois  dans  Intervalle  (a,  00), 
puisque  la  limite  inférieure  du  nombre  de  ces  infinis  est  égale  à 

limE  [(T  —  *)  /»(*)  1 

iimc  1  >• 1 1  _  ^  pour  x  =  00. 


L ï J=00' 


Supposons  donc  que  x  =  oo  soit  un  zéro  multiple  de  w(x). 

Alors  l'expression  x^/m(x)  tend,  pour  x=oo9  vers  une  limite 
finie  et  déterminée  X,  pouvant  d'ailleurs  être  égale  à  zéro.  Distin- 
guons les  trois  cas  suivants. 

i°  X  <  £.  —  On  peut  dans  ce  cas  trouver  un  nombre  A,  suffi- 
samment grand,  mais  fini,  et  tel  que  pour  toute  valeur  de  x  plus 
xxiv.  6 


-  74  - 

grande  que  A,  on  ait 

x  ^m(x)  <  J 
ou 

W{x)<ïx-*' 
Si  l'on  envisage  alors  l'équation  linéaire 

d'après  le  théorème  de  Sturm,  lorsque  x  varie  de  h  jusqu'à  oo,  une 
intégrale  v  quelconque  de  (12)  s'annulera  au  moins  autant  de  fois 
que  l'une  quelconque  des  intégrales  u  de  l'équation 

(i3)  -7-^  +ro(j)«=o. 

Et  comme  Tiutégrale  particulière  s?  =  \Jx  de  (12)  ne  s'annule 
point  pour  de  grandes  valeurs  de  xy  il  en  est  de  même  de  u.  Le 
nombre  des  infinis  de  y  dans  V intervalle  (a,  00)  est  alors  fini. 

Ceci  comprend,  comme  cas  particulier,  le  cas  où  A  =  o,  comme 
il  en  sera  toujours  lorsque  le  degré  de  multiplicité  du  zéro  a:  =  oo 
de  w(x)  surpasse  2. 

20  X>£. — Alors  à  tout  intervalle,  à  partir  d'une  valeur  finie 
x  =  h,  on  peut  faire  correspondre  une  quantité  e  positive,  suffi- 
samment petite  et  telle  qu'on  ait  dans  cet  intervalle 


x  yw{x)  >  J  -h  e. 
ou 

X* 

Si  Ton  envisage  alors  l'équalion 

v  *'  dx1  x* 

u  s'annulera  dans  un  intervalle  quelconque  enlre  h  et  00,  au 
moins  autant  de  fois  qu'une  intégrale  quelconque  V  de  (i3).  Or, 
l'équation  (i4)  admet  comme  intégrale  particulière  la  fonction 

V  =  ^x  cos[ye  -+-  e*  lo£.r]. 
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qui  s'annule  pour  une  infinité  de  valeurs  réelles  de  x,  données 
par  la  formule 


(lit -4-1)11 


grandissant  au  delà  de  toute  limite,  et  dont  le  nombre  dans  l'in- 
tervalle (A,  oo )  est  infini,  quoique  la  différence 


«„  —  zn-x  =  e*»9(ep   -  e~P) 


V      2v/TTW 


augmente  indéfiniment  avec  n.  Par  suite,  la  fonction  u(x)  s'an- 
nulera un  nombre  infini  de  fois  dans  cet  intervalle.  L'intégrale 
y  aura  donc  une  infinité  d'infinis  dans  V intervalle  (a,  oc), 

3°  a  =  i.  Trois  cas  peuvent  se  présenter. 

Si,  pour  les  valeurs  de  x  croissantes  à  partir  d'une  valeur  A 
suffisamment  grande,  on  a  constamment 

on  se  trouve  dans  le  cas  i°. 

Si  à  tout  intervalle  (A',  A"),  compris  dans  l'intervalle  (A,oo), 
on  peut  faire  correspondre  un  nombre  positif  e  tel  que  x  variant 
entre  les  limites  h1  et  h",  on  ait  constamment 

.«r)>ii^, 

X* 

on  se  trouve  dans  le  cas  2°. 

Si  ni  Tune  ni  l'autre  de  ces  circonstances  ne  se  présente,  on  ne 
peut  rien  décider. 

Deuxième  cas.  —  Supposons  que  la  fonction  m(x)  aille  con- 
stamment en  croissant  dans  l'intervalle  (a,  a').  On  aura  alors 

^(7)<ra(Y')<ro(Y')<... 
et,  par  suite, 

La  différence  de  deux  infinis  consécutifs  de  y  diminue  donc 
déplus  en  plus  lorsqu'on  va  de  %  jusqu'à  a',  mais  elle  ne  peut 

pas  devenir  plus  petite  que 


TT 


/M 
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Si,  x  croissant  de  a  jusqu'à  l'infini,  la  fonction  m(x)  reste  con- 
stamment positive,  et  tend  asjmptotiquement  vers  une  limite  o, 
les  différences  de  deux  infinis  consécutifs  de  y,  diminuent  pro- 
gressivement, et  tendent  vers  la  limite  —  et,  par  suite,  y  devient 

V9 
infini  pour  un  nombre  infini  de  valeurs  de  x  compris  entre  aetoo. 

Si,  en  particulier,  la  limite  p  est  infinie,  l'intégrale  y  devient 
infinie  pour  un  nombre  infini  de  valeurs  de  x,  croissant  indéfini- 
ment et  telles  que  la  différence  de  deux  de  ces  valeurs  consécu- 
tives finit  par  devenir. plus  petite  que  toute  quantité  donnée. 


II.    —    INTERVALLES    (  |3,  |3'). 

Envisageons  maintenant  un  intervalle  très  petit  (|3,  fi')  au  voi- 
sinage d'un  pôle  de  m(x).  D'abord  si  x,  tendant  vers  le  pôle  x  =  c 
de  m(x)  par  des  valeurs  croissantes  ou  décroissantes,  à  partir 
d'une  valeur  #  =  a,  la  fonction  xa(x)  reste  constamment  néga- 
tive dans  l'intervalle  (a,  c)  ;  il  suit  de  ce  qui  précède  que  y  ne 
peut  avoir,  dans  cet  intervalle,  plus  d'un  infini.  Supposons  donc 
que,  dans  l'intervalle  (a,  c),  la  fonction  m(x)  reste  constamment 
positive.  En  prenant  comme  nouvelle  variable  indépendante  2, 
définie  par  la  relation 

x  =  db  — h  c 

z 

[le  signe  ±  devant  -  est  mis  pour  qu'à  de  grandes  valeurs  posi- 
tives de  z  puissent  correspondre  les  valeurs  de  x  très  peu  diffé- 
rentes de  c  et  se  trouvant  de  l'un  ou  de  l'autre  côté  de  c,  suivant 
que  x  tend  vers  c  par  des  valeurs  croissantes  ou  décroissantes], 
l'équation  (i3)  se  transforme  en 

avec 


+  (*):=w(±I+c)jj 


Distinguons  les  trois  cas  suivants  : 

i°  La  valeur  x  =  c  est  un  pâle  de  ns(x)  d'un  ordre  supé- 
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rieur  à  4-  Alors  pour  x  =  r,  c'est-à-dire  pour  3  =00,  on  aura 

lim4>(^)  =  lim[(a7 —  cym(x)]  =  00, 

et,  par  conséquent,  d'après  une  remarque  précédente,  l'intégrale 
y y  considérée  comme  fonction  de  z,  deviendra  infinie  pour  une 
infinité  de  valeurs  de  z  très  grandes,  et  dont  la  différence  finit 
par  devenir  plus  petite  que  toute  quantité  donnée.  Il  s'ensuit 
quc^,  considérée  comme  /onction  dex,  aura  dans  V intervalle 
(a,  c)  une  infinité  d'infinis,  s' approchant  indéfiniment  de  c, 
et  dont  la  différence  tend  vers  zéro. 

20  La  valeur  x  =  c  est  un  pâle  d'un  ordre  égal  à  4  pour 
xs(x).  La  limite  de  &(z)  pour  x  =  c  est  alors  un  nombre  fini  "k. 
En  considérant  u  comme  fonction  de  z,  la  limite  inférieure  de 

ses  zéros  dans  l'intervalle  ( >  z)  est 

\a  —  c       ] 


zïz  z  — 


;rby*<«>1 


et  cette  limite  augmente  indéfiniment  lorsque  z  tend  vers  00.  Par 
conséquent  yy  considérée  comme  fonction  de  x,  deviendra  in- 
finie pour  une  infinité  de  valeurs  de  x  comprises  dans  l'inter- 
valle (a,  c)  et  s' approchant  indéfiniment  de  c. 

3ft  La  valeur  x  =  c  est  un  pôle  de  w(x)  d'un  ordre  infé- 
rieur à  4.  Alors  on  a 

lim  &(z)  =  o, 

pour  z  =  00,  et  pour  décider  si  le  nombre  des  infinis  de  y,  dans 
le  voisinage  de  z  =  c,  est  limité  ou  non,  il  faut  appliquer  les 
théorèmes  précédents,  ce  qui  conduira  aux  résultats  suivants  : 

Désignons  par  \  la  limite  de  (x  —  c)\/m(x)  pour  x  =  c.  Alors 

l'expression  z^Q(z)  aura,  pour  z  =  00,  la  même  limite  \  et 

a.  Si  X<£,  l'intégrale  y  n'a  qu'un  nombre   limité  d'infinis 
dans  l'intervalle  (a,  c); 

b.  Si  \  >  £,  y  devient  infinie  pour  une  infinité  de  valeurs  de  x, 
voisines  de  c  et  tendant  vers  c; 

c.  Si  ^  =  -£,  on  aura  le  cas  (a)  ou  (b)  suivant  que,  x  variant 
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de  a  jusqu'à  c,  on  ait  dans  le  voisinage  de  x  =  c  constamment. 


(j-c)y/w(ar)<i 
ou 

(a?  —  c)\/m(x)  >  \. 

On  peut  ainsi  étudier  les  infinis  de  l'intégrale  y  dans  tout  in- 
tervalle dans  lequel  les  coefficients  <pi(#),  ?2(#)>  ¥s(x)>  figurant 
dans  l'équation  de  Riccati  donnée,  sont  fonctions  méromorphes 
d    x. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  nous  sommes  occupé  des  infinis  de 
l'intégrale  y.  Mais  tout  ce  qui  précède  s'applique  aussi  à  l'étude 
des  zéros  de  y,  d'après  la  remarque  suivante  : 

Si  dans  l'équation  donnée 

(i5)  y  4-  ?i(^)^*-+-  fi (x)y  -+-  ?,(#)  =  o, 

on  fait  y  =  ->  on  aura 

(16)  V  — ©,(ar)s«— <p,(jr)^  — ç,(or)  =  o. 

Tout  zéro  de  y  est  un  infini  de  z  et  réciproquement.  En  posant 

v  est  l'intégrale  de  l'équation 

("7)  SSH-X(ar)«,S3°' 


ou 


*<->=™~;è(M^)-(M^),• 

Tout  ce  qui  a  été  dit  pour  les  infinis  de  y  s'applique  aussi  bien 
aux  zéros  par  la  considération  de  l'équation  (17),  de  sorte  qu'on 
aura,  par  exemple,  une  limite  supérieure  et  une  limite  inférieure 
du  nombre  des  zéros  compris  dans  un  intervalle  donné;  on  pourra 
assigner  des  limites  entre  lesquelles  il  n'y  a  pas  plus  d'un  zéro, 
calculer  ces  zéros  par  approximation,  étudier  leur  nombre  et  dis- 
tribution dans  le  voisinage  d'un  point  singulier  des  coefficients 
de  l'équation,  etc. 
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On  peut  aussi,  par  ce  qui  précède,  étudier  les  variations  des 
zéros  et  des  infinis  de  l'intégrale  y,  lorsque  les  coefficients  dans 
l'équation  contiennent  un  ou  plusieurs  paramètres  variables,  et 
lorsque  ces  paramètres  varient. 

Enfin  on  peut  toujours  étudier  la  façon  dont  l'intégrale  se  com- 
porte pour  x  =  oc.  A  cet  effet,  posons 

U 


l'équation  (i5)  se  transforme  en 

08)  ^-+-U«+F,(*)U-4-F«(*)  =  o. 

où 

F,(x)  »*(,)-$£>, 

L'équation  (18)  a  été  l'objet  d'une  étude  approfondie  de 
M.  Poincaré  au  point  de  vue  des  limites  vers  lesquelles  tend  l'in- 
tégrale U,  lorsque  x  tend  vers  oo  d'une  certaine  manière,  par 
exemple  par  des  valeurs  positives  croissantes.  Ainsi,  si  les  fonc- 
tions F|  (x)  et  F2(x)  tendent  vers  des  limites  finies  et  déterminées 
pour  x  =  oo,  de  sorte  qu'on  ait 

limF^a:)  =  ai. 
limFj(ar)  =  aty 

on  aura  à  distinguer  les  deux  cas  suivants  : 

i°  Si  «*  —  4#a>  o»  l'intégrale  U  tend  vers  une  limite  finie  et 
déterminée  qui  est,  en  général,  égale  à  la  plus  petite  des  deux  va- 
leurs 

—  ï("i-+-  vM  —  4«t), 

—  t(*i  —  )la\  —  4«t)» 

et  ne  pouvant  qu'exceptionnellement  être  égale  à  la  plus  grande 
de  ces  valeurs. 

2°  Si  a*  —  4  «2=  °7  l'intégrale  U  tend  vers  la  limite ^- 

3°  Si  a*  —  4«2<  o,  U  ne  tend  vers  aucune  limite  déterminée; 
toute  intégrale  oscille  alors  une  infinité  de  fois  entre  -f-  oc  et  —  oc, 
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avec  passage  brusque  de  —  oo  à  H-oo,  à  la  façon  de  la  fonction 
U  =  —  tang#. 

Ce  dernier  fait  se  déduit,  d'ailleurs,  facilement  de  ce  qui  pré- 
cède. Car  si  l'on  pose 

l'équation  (18)  se  transforme  en 

où 


dxt    ..»(,)V  =  o, 


V(x)  =  F,(»)  -  i  F',  (x)  -  {  F|(«). 

A  partir  d'une  valeur  x  =  h,  positive  et  suffisamment  grande, 
la  fonction  W(x)  sera  finie  et  aura  un  signe  constant  qui  sera 

celui  delà  quantité  a2 —••  Comme  a*  —  4a2 <  o,  on  peut  tou- 
jours choisir  la  valeur  x  =  h  de  manière  que,  dans  l'intervalle  de 
x  =  h  jusqu'à  x  =  00,  la  plus  petite  valeur  de  W(x)  soit  différente 
de  zéro  et  positive.  Si  l'on  désigne  par  N  cette  valeur,  d'après  ce 
qui  précède,  la  fonction  U  deviendra  infinie  pour  un  nombre 
infini  de  valeurs  de  x  compris  dans  l'intervalle  (h9ao)  et  dont  la 
différence  va  constamment  en  croissant  ou  en  décroissant  suivant 
que  la  fonction  W(x)  est  décroissante  ou  croissante  pour  de 
grandes  valeurs  de  x.  De  plus,  la  différence  de  deux  infinis  consé- 
cutifs, dans  le  premier  cas,  augmente  de  plus  en  plus,   mais  ne 


tz 


peut  pas  dépasser  la  quantité  —  ;  dans  le  second  cas,  celle  diffé- 
rence diminue  de  plus  en  plus,  mais  ne  peut  pas  devenir  plus 
petile  que  la  quantité  — =•  En  même  temps,   puisque  la  dérivée 

logarithmique  y  -y-  pour  x  =  xt —  e  (xt  désignant  Tune  quel- 
conque des  valeurs  de  x  qui  annulent  V,  el  e  un  nombre  positif 
infiniment  petit)  a  la  valeur  —  00,  et  pour  x  =  xt  -+-  e  la  valeur 
7f-  00,  la  fonction   U  oscille   entre    -f-  00  el    — 00,  avec  passage 

brusque  de  —  00  à  4-  oc. 
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SUR  LA  REPRÉSENTATION  NOMOGRAPHIQUE  DES  ÉQUATIONS 
DU  SECOND  DEGRÉ  A  TROIS  VARIABLES; 

Par  M.  Maurice  d'Ocagne. 

Soit  l'équation  du  second  degré  à  trois  variables  la  plus  géné- 
rale 

j  aj«î  h- a2a| -h  rt8a|-+-afeiata3-t-2ftta8ai 

(         -+-  ibiai\OLt^-  ici*!  -h  2ctaj-+-  acjûtj  -+-  d  =  o. 

Je  vais  démontrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  celte  équation  soit  représentable  par  un  abaque 
formé  d'un  système  de  cercles  et  de  deux  systèmes  de  droites 
parallèles  est  que  l'équation  (I),  ou  les  variables  al?  <x2,  otj 
sont  prises  pour  des  coordonnées  courantes,  définisse  une  sur- 
face coupée  par  V  un  au  moins  des  plans  de  coordonnées  sui- 
vant une  ellipse y  d'ailleurs  réelle  ou  imaginaire. 

Supposons  que  nous  puissions  mettre  l'équation  (I)  sous  la 
forme 

.     (  (*jat-4-À-ta3)*-*- (/*,«,-+-  hiaLiY+'i(hx<zï+  kx){k%*t+  kr*z) 

les  h  et  les  k  étant  des  coefficients  à  déterminer,  p  un  paramètre 
dont  nous  disposerons  arbitrairement. 
Nous  poserons  alors 

(i)  x=  Âsaj-hA-iŒj,  y  =  hzat-{-hta^  (2) 

et  nous  n'aurons  qu'à  éliminer  d'abord  aa  et  a3  entre  (H),  (1) 
et  (2),  puis,  respectivement,  <x2  eta3  entre  (1)  et  (2)  pour  obtenir 
les  équations  des  trois  systèmes  d'isoplèthes  suivants  pour  l'équa- 
tion (II),  c'est-à-dire  pour  (I), 

(a,)  x*  +  y*-+-î(hloil-i-kl)X'hz(h\al+k\)y-\-p(aloi\-h%clal-T-d)  =  o, 
(*t)  htx  —  kty=  (htk3  —  htkt)au 

(«»)  '         /13*  —  k%y  =  (h3k,  —  fitk3)0L3. 
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Le  système  (ai)  est,  on  le  voit,  composé  de  cercles  ayant  leurs 
centres  en  ligne  droite  et  dont  l'enveloppe  est  une  conique.  Les 
systèmes  (a2)  et  (as)  sont  composés  de  droites  de  direction  con- 
stante dans  chacun  d'eux. 

L'équation  (1)  sera  donc  représentable  par  un  abaque  ainsi 
constitué  chaque  fois  qu'on  pourra  déterminer,  pour  les  coeffi- 
cients h  et  k,  des  valeurs  réelles  rendant  (II)  identique  à  (I). 

L'identification  de  ces  deux  équations  donne 

(3)  *l-4-      Aî  =  pa„ 

(4)  ^}+     A|  =  pa8, 

(5)  ktk%  -+-  AtA3=p6,, 

(6)  Al*,-+-À'lA,=  p69, 

(7)  A|Aj4-À|Ài=p&tf 

(8)  *i  *, -h  A',  A,  =  pcir 

(9)  ktk%-*-k\h%  =  pc3. 

Les  trois  premières  de  ces  équations  ne  contiennent  que  les 
quatre  inconnues  A2,  k2,  Aj,  £s.  Nous  allons  voir  si  nous  pouvons 
disposer  de  l'une  de  ces  inconnues,  de  façon  que  ces  équations 
nous  donnent  des  valeurs  réelles  pour  les  trois  autres.  Une  fois 
que  nous  aurons  obtenu  ces  quatre  coefficients,  les  équations  (6) 
et  (7)  nous  donneront  linéairement  hK  et  h\,  et  les  équations  (8) 
et  (9),  kî  et  k\. 

Tout  revient  donc  à  résoudre  le  système  des  équations  (3), 
(4)  et  (5),  en  se  donnant  arbitrairement  l'une  des  inconnues,  À*3 
par  exemple. 

L'équation  (3)  donne  d'abord 

A3=/p«t  —  k\. 
Cela  exige  que 

pa,— A|  >o, 

inégalité  à  laquelle  on  peut  toujours  satisfaire  puisque  la  valeur 
de  p  est  choisie  arbitrairement.  On  voit  que  p  devra  nécessaire- 
ment avoir  le  même  signe  que  a2> 

Eliminant  maintenant  Zi2  entre  (4)  et (5),  on  obtient,  en  tenant 
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compte  de  (3),  l'équation 

at k'I  —  ibi k% À*, -h  p( b\  —  at a% )  -f- a3 ÀJ  =  o. 

I*a  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  cette  équation 
ait  des  racines  réelles  est 

b\  k\  —  at[p(b\  —  a,a3)  -f-  a, k\  ]  >  o 

ou 

(*|  —  at?)(b\  —  a,a,)>o. 

Or,  nous  venons  de  voir  que  le  premier  de  ces  deux  facteurs 
doit  nécessairement  être  négatif.  Il  faut  donc  que  le  second  le 
soit  aussi,  c'est-à-dire  que 

b\  —  a,a3<o, 

ce  qui  exprime  que  la  surface  définie  par  l'équation  (I)  est  coupée 
par  le  plan  af  =  o  suivant  une  courbe  du  genre  elliptique. 

Telle  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  pro- 
blème ait  une  solution  réelle.  Mais,  si  elle  est  remplie,  on  voit  que 
Ton  peut  donner  à  k$  une  valeur  quelconque.  Nous  prendrons 

A*s  =  o. 

Dès  lors  les  équations  (3)  à  (9)  donnent  successivement 

A«=v/|6" 


k,  =  l/^(a,a,-éî), 

/,    =  I  /JL  a*bi—b%bt 
1      V  at  Jaxai—b\ 

A,  =t/Igîf.'-&'c'. 
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Portant  les  valeurs  de  ces  coefficients  dans  les  équations  des 
isoplèthes  (a,),  (a2)  et  (as),  on  obtient 


y    at(ata% — o})1- 

-+-ai/-*--(6jai-4-  et)  y  -h  p(ai«}  -4-  %C\*\  -h  rf)  =  o, 


(a,)  6,a?  —  /ajaj—  b\y=  —  /pa«(a,a,—  6})  a,, 


,yi 


<a3)  ^=1/ *• 


A  titre  de  vérification,  prenons  l'équation 


a!        «I        a| 


Nous  avons  ici 


ai   '   bi    ■   JT  -  '  -  °" 


«i=^>         «*=IV         «*=  c\> 


bi  =  6j  =  bi  =  C|  =  Ci  =  Cj  =  o,        */  =  —  i 

Prenons,  en  outre,  p  =  a*. 

Les  équations  des  isoplèthes  deviennent  alors 

(at)  ar* -f- jr» -t-  a}  —  a1  =  o, 


c 


La  vérification  est  immédiate. 
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NOTE  SUR  LES  GROUPES  DE  SUBSTITUTIONS; 
Par  M.  Ed.  Maillet. 

Nous  nous  proposons  de  donner  ici  : 

i°  Quelques  indications  sur  les  sous-groupes  transitifs  des  iso- 
morphes holoédriques  des  groupes  symétriques  ou  alternés; 

2°  Une  relation  entre  le  degré,  la  classe  et  Tordre  de  certains 
groupes  primitifs; 

3°  Quelques  propriétés  des  groupes  transitifs  de  classe  ef7 
e  et  y  étant  premiers  et  impairs. 

I. 

Soit  D  un  groupe  de  substitutions,  dérivé  de  deux  de  ses  sous- 
groupes  A  et  B,  tous  deux  <  D  :  supposons  A  et  B  échan- 
geables (*).  Si  rf,  a  et  a\  b  et  b'  désignent  des  substitutions  de 
D,  A,  B  respectivement,  on  aura,  quel  que  soit  rf,  pour  des  valeurs 
de  a,  a\  &,  b'  convenablement  choisies  :  d  =  ab=  b'a'.  On 
peut  donc  écrire  D=ÀxB  =  BxA,  et  dire  que  D  est  le  pro- 
duit de  A  par  B;  D  sera  dit  décomposable. 

Si  A  ne  contient  aucun  sous-groupe  permutable  aux  substi- 
tutions de  D  (autrement  dit  aucun  sous-groupe  invariant  de  D), 
on  sait  (2)  que  D  possède  un  isomorphe  holoédrique  transitif  D'; 

de  degré  -r-  =  -^>  où  cô,  «A.,  ilb  sont  les  ordres  de  D,  A,  B,  et  £ 

celui  du  groupe  E  des  substitutions  communes  à  A  et  B,  le  groupe 
A',  qui  correspond  à  A  dans  D',  étant  formé  des  substitutions 
de  D'  laissant   une  même  lettre  de  D'immobile;  le   groupe  B', 

correspondant  à  B,  est  transitif,  puisqu'il  est  de  degré  ■«-• 

Réciproquement,  si  un  isomorphe  holoédrique  transitif  D'  de 
D  contient  un  sous-groupe  transitif  B'  (de  même  degré  que  D' 
bien  entendu),  avec  B'<  D',  et  si  A' est  le  sous-groupe  des  substi- 


(')  Skrhet,  Algèbre  supérieure,  t.  II,  p.  a83. 

(•)  \V.  Dyck.  Math.  Annalen,  t.  XXII,  et  noire  Thèse  de  Doctorat,  p.  rj. 
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lutions  de  D'  qui  laissent  une  même  lettre  de  D' immobile,  on 
aura  D'=  A'  x  B\  ce  qui  entraîne  D  =  A  x  B,  A  et  B  étant  les 
sous-groupes  de  D  correspondant  à  A'  et  B'.  On  peut  donc  dire  : 

Le  problème  de  la  recherche  des  sous-groupes  transitifs  des 
isomorphes  holoédriques  et  transitifs  d'un  groupe  donné,  est 
compris  dans  celui  de  la  recherche  des  décompositions  de  ce 
groupe  en  un  produit  de  deux  sous-groupes.  Il  lui  est  équiva- 
lent quand  le  groupe  donné  est  simple. 

Quand  D  est  un  groupe  symétrique  ou  alterné  de  n  éléments 
(/i  >  4)>  les  deux  problèmes  seront  équivalents  à  condition  d'ex- 
clure le  cas  où  A  ou  B  serait  le  groupe  alterné  de  n  éléments, 
lorsque  D  est  symétrique  ;  c'est  ce  que  nous  supposerons  dans  la 
suite. 

Ceci  posé,  considérons  les  isomorphes  holoédriques  et  transi- 
tifs des  groupes  symétriques  ou  alternés  de  n  éléments  (n  >  4)f 
et  conservons  les  notations  que  nous  avons  adoptées  dans  le 
Journal  de  Mathématiques  (  *  ). 

S  désignant  le  groupe  symétrique  ou  alterné  de  n  éléments, 
G  un  isomorphe  holoédrique  et  transitif  de  S,  nous  avons  montré 
que  G  ne  peut  contenir  de  substitution  circulaire  pour  n  >  6,  si 
S  est  symétrique,  et  pour  n  >  8  si  S  est  alterné.  Une  démons- 
tration à  peu  près  identique  suffira  pour  établir  cette  propriété  : 

Théorème.  —  Un  isomorphe  holoédrique  et  transitif  G  d'un 
groupe  symétrique  ou  alterné  S  de  n  éléments  ne  peut  co/i- 
tenir  aucun  groufte  régulier  i*)  formé  tle  substitutions  échan- 
geables, et  de  ilegre  égal  ou  inférieur  à  celui  de  G.  sauf  pour 
/tS6  si  S  est  symétrique,  ou  pour  n^S  si  S  est  alterné. 

On  s  appuie  encore  sur  ce  qu'un  sous-groupe  de  S  formé  de 

r 

substitutions  échangeables  est  d'ordre  ^<,r.  et  sur  ce  lemme  : 

Lemmf.  —  l'n  groupe  transitif  ne  peut  renfermer  de  groupe 
régulier  d'ordre  h.  formé  de  substitutions  échangeables  que 


ls%  tTcM-à-dirr  transitif  t\  A'vtAtc  r«î  a  son  dff,  re 
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s'il  est  primitif  ou  composé  avec  un  sous-groupe  d'ordre  non 
premier  à  A. 

Si  S  =  A  x  B  est  une  décomposition  de  S,  G  l'isomorphe  ho- 
loédrique  de  S  issu  de  A,  c'est-à-dire  où  A'  correspondant  à  A  est 
formé  de  l'ensemble  des  substitutions  de  G  laissant  une  même 
lettre  de  G  immobile,  le  sous-groupe  B'  de  G  correspondant  à  B 
est  transitif,  et  réciproquement. 

Si,  en  particulier,  G  est  primitif  et  appartient  à  la  première  ou 
à  la  troisième  catégorie,  on  sait  que  A  est  transitif  entre  les  n  élé- 
ments de  S.  On  peut  prendre  pour  B  évidemment  un  groupe  sy- 
métrique ou  alterné  de  n  —  i  éléments,  suivant  que  S  est  symé- 
trique ou  alterné. 

De  même,  si  A  est  k  fois  transitif,  avec  k  >  i ,  on  peut  prendre 
pour  B  un  groupe  symétrique  ou  alterné  respectivement  de  n  —  kf 
éléments,  avec  AJ<k\  si  de  plus  G  est  primitif,  il  appartiendra  à 
la  troisième  catégorie,  puisque  A  est  primitif.  On  aura  ainsi  en 
particulier  : 

Théorème.  —  Dans  les  isomorphes  holoédriques  primitifs  G 
des  groupes  symétriques  {alternés)  S  de  n  éléments  : 

i°  Les  sous-groupes  correspondant  aux  sous-groupes  de  S 
symétriques  (alternés)  entre  n  —  i  éléments  sont  transitifs, 
quand  G  est  de  la  première  catégorie; 

2°  Les  sous-groupes  correspondant  aux  sous-groupes  de  S 
symétriques  (alternés)  entre  n  —  k'  éléments  sont  transitifs, 
quand  G  est  de  la  troisième  catégorie  et  est  issu  d'un  sous- 
groupe  T  de  S,  k  fois  transitif  entre  les  n  éléments  de  S,  avec 
k>kf>i. 

A  peine  est-il  besoin  de  faire  remarquer  qu'un  sous-groupe  de 
S  contenant  un  sous-groupe  symétrique  (alterné)  entre  n  —  k 
éléments,  donnera  lieu  à  une  remarque  analogue,  quand  G  est  de 
la  troisième  catégorie. 

Si  l'on  prend  pour  A  un  groupe  intransitif,  on  voit  encore  : 

Théorème.  —  Dans  un  isomorphe  holoédrique  et  primitif  G 
de  la  deuxième  catégorie  d'un  groupe  symétrique  ou  alterné 
S,  formé  par  les  substitutions  opérées  par  S  entre  les  combi- 
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naisons   a  à  a  des  n  lettres  de  S    (  i  <  a  <  -  j ,  à  tout  sous- 

groupe  de  S  k  fois  transitif  entre  les  n  lettres,  correspondra 
dans  G  un  sous-groupe  transitif  (%)  dès  que  a^Ar. 

G  étant  un  isomorphe  holoédrique  et  primitif  quelconque  de  S 
contenant  un  sous-groupe  transitif  B'  correspondant  à  un  sous* 
groupe  B  de  S,  ne  peut-on  assigner  certaines  conditions  aux* 
quelles  doive  satisfaire  B  ? 

D'abord,  si  A'  est  le  sous-groupe  des  substitutions  de  G  laissant 
une  même  lettre  immobile,  À  le  sous-groupe  correspondant  de  S, 
on  a  G  =  A'  x  B',  S  =  A  x  B. 

Mais  l'on  peut  préciser  davantage  pour  les  deux  premières  caté- 
gories. 

Théorème.  —  Quand  G  est  un  isomorphe  primitif  et  holo- 
édrique de  la  première  catégorie  du  groupe  symétrique  ou 
alterné  S  de  n  éléments,  tout  sous-groupe  transitif  B'  de  G 
correspond  à  un  sous-groupe  B  de  S  transitif  entre  n  ou  n  —  i 
éléments. 

En  effet,  G  est  formé  de  l'ensemble  des  substitutions  opérées 
par  S,  entre  les  hypersystèmes  constitués  chacun  par  -=  systèmes 

de  /  lettres  de  S,  et  2  <  /<  -•  Si  B  est  intransitif  entre  les  n  lettres 

de  S,  il   permute  exclusivement  entre  elles  \  lettres,  avec  A^  -• 

Dès  lors,  B  permute  exclusivement  entre  eux  les  hypersystèmes 
dont  les  systèmes  ont  respectivement  \{,  A2,  .  .  .  lettres  communes 
avec  ces  \  lettres,  \{  -f-  i2-f-  •  •  •  étant  égal  à  A.  Donc  B',  qui  est 
précisément  le  groupe  des  substitutions  opérées  par  B  entre  tous 
les  hypersystèmes,  ne  pourra  être  transitif  que  si  Ton  n'a  qu'une 
seule  combinaison  de  nombres  A,,  A2,  .  .  .,  tous  ^ /,  et  dont  la 
somme  soit  égale  à  X.  Or  on  aura  toujours  au  moins  deux  combi- 
naisons dès  que  )^2,  puisqu'on  peut  toujours  prendre,  par 
exemple,  o  <  X,  ^  X2  <  /,  et  considérer  les  deux  combinaisons  X, , 
X2,  ...  et  A,  —  1 ,  X2-h  1 ,  .  .  . ,  où  tous  les  nombres,  sauf  les  deux 


(')  Parmi   ces  sous-groupes,  on   trouve  même  une  série  étendue  de  groupes 
primitifs;  nous  y  reviendrons. 
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premiers,  coïncident.  On  pourra  d'ailleurs  toujours  prendre 
X^  2  quand  A  n'est  pas  transitif  entre  n  ou  n  —  i  éléments. 

C.  Q.  F.  D. 

Théorème.  —  Quand  G  est  un  isomorphe  primitif  et  kolo- 
édrique  de  la  deuxième  catégorie  du  groupe  symétrique  ou 
alterné  S  entre  n  éléments,  tout  sous- groupe  transitif  h1  de  G 
correspondu  un  sous- groupe  B  de  S  transitif  entre  n  éléments. 

En  effet,  G  est  formé  de  l'ensemble  des  substitutions  opérées 

par  S  entre  les  combinaisons  des  n  lettres  de  S  a  à  a,  et  2<  a<  -  • 

Si  B   n'est   pas  transitif,   il   permute   exclusivement  entre  elles 

X  lettres,   avec   o<X^--Dès  lors,    il   permute  exclusivement 

entre  elles  les  combinaisons  ayant  X«  lettres  communes  avec  ces 
X  lettres  et,  par  suite,  B'  n'est  pas  transitif,  puisqu'on  peut  choisir 
\t  =  o  et  X1>  o. 

Théorème.  —  Si  G2  et  G3  sont  les  isomorphes  primitifs  et 
holoédriques  de  la  deuxième  catégorie  du  groupe  symétrique 
ou  alterné  S  de  n  éléments,  formés  respectivement  par  les  sub- 
stitutions  que  S  opère  entre  les  combinaisons  2  à  2  et  3  ai  de 
ces  n  éléments,  G2  et  G3  sont  isomorphes,  et  à  tout  sous-groupe 
de  G3  transitif  entre  les  lettres  de  G3  correspond  dans  G2  un 
sous-groupe  transitif  entre  les  lettres  de  G2. 

Soient  B3  un  sous-groupe  de  Gj  transitif  entre  les  lettres  de  G,, 
B'2  et  B  les  sous-groupes  correspondants  de  G2  et  S  :  nous  savons 
déjà  que  B  est  transitif  entre  les  n  lettres  de  S. 

Supposons  que  B2  ne  soit  pas  transitif:  B  et  B2  permutent  ex- 
clusivement entre  elles  X  combinaisons  2  à  2  des  n  lettres  de  S, 
avec  X  <  C*.  Or,  une  combinaison  de  3  lettres  renferme  CJ  =  3 
combinaisons  de  2  lettres;  si  elle  a  X,  combinaisons  de  2  lettres 
communes  avec  les  X  précédentes,  une  substitution  de  B  ou  B2  la 
remplace  par  une  autre  ayant  X4  combinaisons  de  2  lettres  com- 
munes avec  les  X  précédentes.  Donc,  B  permutant  transitivement 
les  combinaisons  de  3  lettres,  chacune  de  ces  dernières  contiendra 
le  même  nombre  \t  des  X  combinaisons  de  2  lettres  précitées. 
Enfin,  si  Ton  avait  Xf  =  3,  B'3  étant  transitif,  il  faudrait  X  =  Cfn 
xxiy.  7 
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et  B'2  sérail  transitif,  contrairement  à  l'hypothèse;  si  Ton  a 
X{  =  2,  chaque  combinaison  de  3  lettres  en  renferme  une  et 
une  seule  de  2  lettres  ne  faisant  pas  partie  des  A  précédentes; 
B  permute  exclusivement  entre  elles  les  combinaisons  ne  faisant 
pas  partie  de  ces  X,  et  l'on  peut  trouver  un  nombre  V  de  combi- 
naisons de  2  lettres,  analogue  à  X,  et  pour  lequel  le  nombre  V4 , 
analogue  à  Xlf  est  =1.  On  peut  donc  supposer,  si  Ton  veut, 
)t|  =  1. 

Ceci  posé,  considérons  la  combinaison  ala2ai  :  elle  contiendra 
une  et  une  seule  combinaison  de  deux  lettres,  par  exemple  a{a2, 
faisant  partie  desX  précitées.  Alors  as  a^ai,  avec  i  =  3,  4«  •  •  •?  ", 
sera  dans  le  même  cas.  Donc  atai,  avec  /  =  3,4?  •••,",  n'est  pas 
contenue  dans  ces  X;  de  même  pour  a2ai.  La  considération  de 
as  az  aK  et  de  ax  az  a5  montre,  par  suite,  que  a3 aA  et  tz3 a5  sont  con- 
tenues dans  les  \  précitées. 

Mais  la  considération  de  asaAa^  montre  aussi  que  Tune  des 
combinaisons  azaA  et  a3a5  n'est  pas  contenue  dans  les  \  préci- 
tées. On  est  ainsi  conduit  à  une  contradiction  et  Ton  en  conclut 
que  IV,  est  transitif. 

En  terminant  ce  paragraphe,  nous  allons  examiner  si,  pour  cer- 
tains cas  particuliers,  on  peut  avoir  dans  les  groupes  G  des  sous- 
groupes  réguliers. 

Théorème.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu  un 
isomorphe  holoêdrique  et  primitif  G  dyun  groupe  symétrique 
ou  alterné  S  de  n  lettres,  formé  des  substitutions  opérées 
par  S  entre  les  C*  combinaisons  2  à  2  des  n  lettres  (n  étant 
premier),  renferme  un  groupe  régulier,  de  degré  CJ,  est  que  n 
soit  de  la  forme  4  h  -f-  3. 

Soit  B'  le  sous-groupe  régulier  de  G,  d'ordre  C*,  et  B  le  sous- 
groupe  correspondant  de  S  :  B  est  linéaire  et  dérivé  des  substitu- 
tions 

II  —  |  x  ;  x  -h  1 1,         V  —  |  x:  blx  |  modn. 

où  b  racine  primitive  (mod/?).  La  substitution  la  pins  générale 
de  B  est 

W  =  |  x\  p*x  •+-  q  |  mod/i. 
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où/?2  est  résidu  quadratique  de  n.  Les  n  lettres  sont  ici  repré- 
sentées par  o,  1,2,  ...,/i — i  (mod  n)  et  W  remplace  la  combi- 
naison /,  m  par  la  combinaison  p2 1  -)-  q,  p2m  -)-q. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  B'  soit  régulier 
est  évidemment  qu'aucune  substitution  W  -^  i  de  B  ne  laisse  une 
seule  combinaison  immobile,  c'est-à-dire  qu'aucun  des  deux  sys- 
tèmes de  congruences 

l  =s  p*  l    +-  q,         m==p*m-+-q>         (mod/t), 
ou 

/  =  ^m  +  ^,         m  ==:/>'/    -+-q*         (mod/i), 

ne  soit  possible. 

Le  premier  exigerait  (/ —  #*)(/>* —  i)  =  o(mod/i)  et  le  second 
(/ —  m)(p2-{-i)  =  o(mod/i),  pour  /^  m.  La  première  condition 
entraîne  W=  i,  la  seconde  />*  =  —  i  (mod/i),  d'où  n  =  4 A  -f-i. 
Si  d'ailleurs  n  est  de  celte  forme,  la  substitution  \x\  —  x\  laisse 
immobile  les  combinaisons  /,  /w,  pour  lesquelles  /-hm=o 
(modn),  et  B'  n'est  pas  régulier.  c.  q.  f.  d. 

Théorème.  —  Un  isomorphe  holoédrique  et  primitif  G  d'un 
groupe  symétrique  ou  alterné  S  de  n  lettres,  formé  des  sub- 
stitutions opérées  par  S  entre  les  combinaisons  3^3  des  n 
lettres  (n  étant  premier  et  ^7),  ne  renferme  aucun  sous- 
groupe  régulier  de  même  degré  C*  que  celui  de  G. 

Car  si  G  renfermait  un  pareil  sous-groupe  B'  d'ordre  C*,  soit  B 
le  sous-groupe  correspondant  de  S  :  B  serait  transitif  entre  les  a 

lettres  de  S  et  d'ordre. Q  =  »<"-'*»-»).  Ici  (*-»(»-») 

"  1.2.3  6 

ne  divise  pas  n  —  1;  donc,  d'après  un  théorème  de  MM.  Mathieu  (  *  ) 
et  Sylow  (a),  on  a 

CJ  =  nv(6/i  -+- 1)        avec        b  >  o,    v^i, 
bn  -f-  1  étant  le  nombre  des  groupes  d'ordre  n  contenus  dans  B; 


('  )  Journal  de  Liouville,  1861, 
(»)  Math.  Ann.f  t.  V,  p.  58^. 


par  suite, 
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/t  x       (n  — i)(n  — t) 


6 

3v=p«-+-i         avec        p  >  o, 
a(p/i-h  i)( 6/1-4-  i)  =  (n  —  i)(/i  —  a), 

ce  qui  est  absurde,  puisque  b  >  o,  (3  >  o.  c.  q.  f.  d. 

Remarque.  —  On  peut  même,  en  remarquant  que  v  doit  divi- 
ser n  —  i ,  établir  un  théorème  analogue  pour  les  isomorphes  ho- 
loédriques  et  primitifs  G  des  groupes  symétrique  ou  alterné  S 
de  n  lettres,  formés  des  substitutions  opérées  par  S  entre  les  com- 
binaisons a  à  a  des  n  lettres  (n  étant  premier  et  *t  aa  -f- 1),  quand  a 
est  impair  ou  quand  il  est  pair  sans  diviser  n  —  i . 


II. 


M.  Jordan  a  montré  (f  )  que  tout  groupe  primitif  G  de  degré  n, 
qui  ne  contient  pas  le  groupe  alterné  de  n  éléments,  maïs  ren- 
ferme une  substitution  d'ordre  premier  p  à  q  cycles,  contient  un 
groupe  T,  transitif  entre  les  lettres  qu'il  permute,  et  pour  le  de- 
gré duquel  on  peut  trouver  une  limite  supérieure  en  fonction  de 
u  =pq. 

Reportons-nous  à  la  démonstration  en  question.  Le  degré  de  T 
ne  peut  être  inférieur  à  celui  de  G  que  si  G  est  deux  fois  tran- 
sitif; dans  ce  cas,  on  a  (2) 

(  î  )  u  ^  {  n  —  i . 

Si  G  n'est  qu'une  fois  transitif,  son  degré  est  égal  à  celui  de  T, 
et  cette  remarque  permet  d'améliorer  légèrement  la  limite  la  plus 
exacte  (3)  trouvée  par  M.  Jordan  pour  n  en  fonction  de  p  et  q. 

Mais  on  peut  déduire  facilement  de  sa  démonstration  une 
limite  plus  avantageuse  dans  certains  cas  particuliers.  En  effet, 
supposons  que  G  ne  soit  qu'une  fois  transitif  :  pour  former  T, 


(«)  J.  /tir  Math.,  t.  LXXIX,  p.  2^8-258;  187Ô. 
(*)  A.  Bochert,  Math.  Ann..  t.  XL,  p.  176. 
(')  Loc.  cit.,  p.  ?55. 
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qui  est  de  degré  ai,  on  forme  une  suite  de  groupes 

tels  que  si  r,  permute  transitivement  entre  elles  M;  lettres  conve- 
nablement choisies,  r/+,,  qui  contient  1*/,  en  permute  de  même  au 

moins  etMi  comprenant  les  M/  précédentes,  avec  eK  =  — /~r9 

W 
ainsi  que  des  lettres  non  déplacées  par  r,-.  L'ordre  de  r,+i  est  dès 

lors  au  moins  égal  à  celui  de  rf-  multiplié  par  e<  M/.  Or  Mi  =  e\  p, 

en  sorte  que  les  groupes  (2)  sont  d'ordres  respectifs  au  moins 

égaux  à 

(1((*-M) 

(3)  />,     e,/>«,     e\p*,     ...,     et    *      pV+*. 

On  forme  ensuite  une  seconde  série  de  groupes 

(4)  fji»    r^t,    r^i,    ...,    r,|Ji-pC=  r, 

avec 

et  tels  que  chacun  d'eux  contienne  le  précédent,  et  au  moins  une 
substitution  d'ordre pbq  cycles  non  contenue  dans  ce  précédent; 
en  sorte  que  Tordre  de  r(t4.y+i  est  au  moins  égal  à  celui  de  T^.y 
multiplié  par  p.  Les  groupes  (4)  sont  donc  d'ordres  respectifs 
au  moins  égaux  à 

(5)  ex    *      />!"-«,     eT"1      p***,      .-.,     «1    f      J^-*^1. 

On  a  de  plus 


«r 


V^e(£) 


OU 

(6)  eVïq. 
Tpt  étant  de  degré 

(7)  ^(ji-hl)/^ -/>^— |., 

T  est  de  degré 

(8)  ngN^-hT^jr, 
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et  il  en  est  de  même  de  G  qui  contient  T.  Dès  lors,  si  Çest  l'ordre 
de  G,  (5)  donne 


|M|i  +  !» 


-  log/>  a         log/>      vr 

et,  d'après  (7)  et  (8), 

<<         x  *r~ !  P°&G       u(uh-i)  log<?i  1 

Sans  chercher  à  discuter  complètement  cette  formule,  nous  re- 
marquerons qu'elle  donne  de  suite 

»-^^  +  0</>-.)^</>-.>*  î^. 

d'après  (6);  ou,  a  fortiori,  puisque  qe^pq  =  u, 


Wlr^il-^ïg)- 


Si  nloga^ttlogtt,  le  second  membre  est  fonction  croissante 
de  p7  qui  est>a,  et,  par  suite, 

ou 

(9)  Çul*». 

Or,  si  n  loga  <  u  loge/,  on  a 

2  — ^ loga  <  log u, 

et  la  condition  (9)  est  satisfaite,  puisque  n^u,  (j>/î,  G  étant 
primitif.  Donc 

Théorème.  —  Si  G  est  un  groupe  primitif,  une  seule  fois 
transitif,  d'ordre  CJj  de  degré  n  et  de  classe  u,  on  a 

(9)  (juif"- 
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Corollaire  /.  —  Si  l'on  sait  que  G  est  d'ordre  $~nk,  on  aura 

log/i  k  -h  i 
Car,  d'après  u  <  /i,  (9)  donne 

n 

n*+»>4«. 

Corollaire  H.  —  Un  isomorphe  holoédrique  et  primitif  G  de 
la  troisième  catégorie,  de  degré  p,  d'un  groupe  symétrique  ou  al- 
terné S  de  n  éléments,  est  de  classe  au  moins  égale  à 

logp     4 

sauf  peut-être  pour  quelques  petites  valeurs  de  n. 

G  étant  issu  d'un  sous-groupe  T  de  S  primitif,  ne  contenant 
pas  de  substitution  circulaire  d'ordre  3,  on  a,  d'après  un  théo- 
rème (*)  de  M.  Bochert,  et  suivant  que  S  est  symétrique  ou 
alterné, 

P*[«(sii)]i     -     •»*[«(sîi)]'- 

On  voit  sans  peine,  soit  à  l'aide  de  la  formule  connue 

1  t 

f£j       faite  <p\  <  ("j       faîne  enP, 

soit  directement,  qu'on  a 

<J  <  ?*> 

sauf  pour  de  petites  valeurs  de  n\  il  ne  reste  plus  qu'à  appliquer 
le  corollaire  I. 

III. 

Nous  nous  contenterons  ici  d'énoncer'  les  propriétés  sui- 
vantes (2)  : 


(f)  Math.  Ann.,  t.  XXXIII,  p.  58J. 

(  *)  Elles  seront  établies  en  détail  dans  les  Mémoires  de  V  Académie  des  Sciences, 
Inscriptions  et  Belles-Lettres  de  Toulouse  pour  1896. 
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I.  Soit  m  un  nombre  impair  quelconque,  k  un  nombre  plus 
pelit  que  le  plus  petit  diviseur  e  de  m;  un  groupe  G  transitif,  de 
classe  m,  de  degré  m  -4-  k,  avec  o  <  k  <  e,  renfermant  un  sous- 
groupe  M  d'ordre,  de  degré  et  de  classe  m,  ne  peut  exister  que  si 
k<  2  cl  m  -4-  i  =  av. 

II.  Un  groupe  transitif  de  classe  e/(e  et /premiers,  5<e!:/), 
de  degré  ç/"H-  k  (avec  o  <  k  <  e),  ne  peut  exister  qu'à  l'une  des 
conditions  suivantes  : 

i°  k<2  avec  ef=  4A  -f-3; 
2°  />e-M  =  2v; 
3°/>ae  +  3. 

De  plus,  dans  les  deux  derniers  cas,  le  groupe  ne  sera  qu'une 
fois  transitif  et  aura  son  ordre  premier  à  /. 

III.  Un  groupe  transitif  de  classe  é1  (e  premier  impair)  est  de 
degré  e2  ou  \e*  -+-  e. 

IV.  Les  groupes  transitifs  de  classe  ef<  îoo  (e  et  f  premiers, 
5^e^/")  sont  de  degré  ef-\-k,  avec  /r^a,  ou  k>e.  Ceux  de  ces 
groupes  qui  sont  primitifs  sont  de  degré  *tef  -\-  e. 

On  doit  noter  qu'il  existe  un  groupe  de  classe  55  =  5. 1 1  et  de 
degré  6o  primitif  (*). 

(*)  Voir  notre  Thèse  de  Doctorat,  p.  35. 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE   DU   6   MAI   1896. 

PRKSIDKNCR   DK   II.   KŒNIGS. 

Élections  : 

Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  : 
M.  Pruvost,  présenté  par  MM.  Darboux  et  Appell  ;  M.  L.  Cos- 
serat,  présenté  par  MM.  Kœnigs  et  E.  Cosserat;  M.  Fonlaneau, 
présenté  par  MM.  Lemoine  et  Kœnigs;  M.  Sanchez,  présenté  par 
MM.  Tisserand  et  Goursat;  MM.  Rougier  et  Jacquet,  présentés 
par  MM.  Appell  et  Kœnigs;  M.  Tresse,  présenté  par  MM.  Bourlet 
et  Beudon  ;  M.  Greenhill,  présenté  par  MM.  Emile  Picard  et 
D.  André. 

Communications  : 

M.  Laisant  résume  une  Note,  adressée  par  M.  Shunkichi 
Kimura,  de  Tokio  (Japon),  avant  pour  titre  :  Certaines  appli- 
cations des  quaternions,  et  qui,  étant  rédigée  en  anglais,  ne 
peut  être  insérée  au  Bulletin. 

La  première  application  étudiée  par  l'auteur  se  rapporte  au 
mouvement  d'un  point  sur  une  surface;  on  suppose  que  la  force 
dérive  d'un  potentiel,  et  Ton  demande  que  le  mouvement  s'ef- 
fectue sur  une  trajectoire  orthogonale  des  intersections  de  la  sur- 
face donnée  avec  les  surfaces  de  niveau.  On  trouve  très  simple- 
ment que  la  trajectoire  est  une  géodésique  de  la  surface  donnée. 
L'auteur  rappelle  que  ce  problème  a  été  étudié  par  Liouville  et 
par  M.  de  Saint-Germain. 

La  seconde  application  concerne  l'épaisseur  de  la  couche  com- 
prise entre  deux  positions  voisines  d'une  surface  fermée,  question 
qui  intervient  dans  la  théorie  du  magnétisme.  M.  Kimura  traite 
en  particulier  le  cas  de  l'ellipsoïde  à  l'aide  de  calculs  notablement 
plus  simples  que  par  les  coordonnées  cartésiennes. 


xxiv.  8 
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SÉANCE  DU  20  MAI  1896. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    KCENIGS. 

Communications  : 

M.  Fleur j  :  Sur  les  séries. 

M.  Kœnigs  :  Sur  les  mouvements  périodiques  d'un  corps 
pesant  autour  d'un  point  fixe. 

M.  Laisant  :  Sur  une  génération  du  triangle  de  Pascal. 

M.  d'Ocagne  communique  un  théorème  relatif  à  la  théorie 
des  abaques,  dont  voici  l'énoncé  : 

Toute  équation  représentable  par  trois  systèmes  du  premier 
degré  de  droites  isoplèthes  est  de  la  forme 

Aa,aja3-t-Alia1ai-+-Ai3aîa3-+-  A3,a3a,  -+-  A|  olx  -+-  Aj»t-f-  A3a3-*-  Aft  =  of 

mais  ce  n'est  pas  l'équation  la  plus  générale  de  ce  type.  Le 
caractère  algébrique  de  ces  équations  est  le  suivant  :  le  discri- 
minant de  la  forme  du  premier  membre  rendue  homogène  est 
positif. 

Dans  le  cas  où  A==  o,  l 'équation,  où  l'on  considère  at ,  a2  et  *s 
comme  des  coordonnées  courantes,  représente  un  hyperboloïde 
à  une  nappe. 

M.  Mvngeot  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  une  manière  de  représenter  le  rapport  des  deux  courbures 

d'une  courbe  gauche. 

Soient  y  une  courbe  gauche;  m  un  point  donné  de  la  courbe; 
R  et  T  ses  rayons  de  courbure  et  de  torsion  en  ce  point;  mx, 
my.  mz  trois  axes  rectangulaires  issus  de  m,  le  premier  touchant 
y  en  m;  .r,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  variable  p  de  y  par 
rapport  à  ces  axes. 

Je  regarde  x  comme  la  variable  indépendante. 

On  a,  au  point  ni, 

x  —  y  =  z  =  o, 

dx  —  dy  =  o, 


_  99  — 
et,  par  suite, 

R  = 


T=dz 


(4-ZY    (-*—Y 


/ d\y \    (d*z\   __(<}*£\    (&y\   ' 


Tindice  o  désigne  les  valeurs  que  prennent  au  point  mies  dérivées 
qui  en  sont  affectées. 

Construisons,  dans  un  plan,  le  point  P  qui  a  pour  coordonnées 

-£->  -T-  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires  OX,  OY,  choisis  à 

volonté  dans  ce  plan.  Lorsque  le  point/?  décrit  la  courbe  y,  le 
point  P  décrit  dans  le  plan  XOY  une  certaine  courbe  T  passant  à 
l'origine  O.  Le  rayon  de  courbure  p  de  la  courbe  T,  en  ce  point  O 
qui  correspond  au  point  m  de  y,  a  pour  valeur 


Kd\vy   /<p*yy 


/<Py\    {d>z\         /±s\    /d\y\ 
\  ds*  ]  „  \  d.r>  /  o      \dx*/o  \  dj*  ]  o 


En  comparant  les  trois  formules  précédentes,  on  voit  que  Ton 

doit  avoir 

T  =  pR. 

De  là  une  proposition  qui  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Etant  données  une  courbe  gauche  y,  et  une  de  ses  tan- 
gentes mt,  la  touchant  en  m,  si  l'on  mène  par  cette  droite  deux 
plans  rectangulaires  II,  II'  puis  que  l'on  construise,  dans  un 
plan  arbitraire,  une  courbe  T  ayant  pour  coordonnées  rectan- 
gulaires les  tangentes  des  angles  c,  v'  que  fait  mt  avec  les  pro- 
jections sur  II  et  II'  d'une  tangente  quelconque  de  y,  le  rayon 
de  courbure  de  T,  à  l'origine  des  coordonnées,  mesuré  avec 
l'unité  de  longueur  qui  a  servi  pour  la  construction  de  T,  sera 
égal  au  rapport  de  la  courbure  de  y  à  sa  torsion,  au  point  m. 

Si  l'unité  de  longueur  en  question  est  prise  égale  au  rayon  de 
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courbure  R  de  y,  ce  qui  revient  à  dire  que  Ton  prend  les  formules 

X  =  R  tangt\         Y  =  R  tangr', 

pour  construire  la  courbe  r,  la  courbure  de  V  représentera  exacte- 
ment la  torsion  de  y. 

La  proposition  que  je  viens  d'indiquer  peut  être  énoncée  sous 
cette  autre  forme  : 

Les  équations  f(x,yf  z)  =  o,  cp(x,j',  z)=o  étant  censées  re- 
présenter, en  axes  rectangles  Ox,  Oy,  O*,  une  courbe  à  double 
courbure  touchant  Taxe  des  x  au  point  O,  si  on  les  différentie 
relativement  à  x,  ce  qui  donne  les  formules 


/;+//;-*- -7;= o,     ?i+/?;+-'?;= 


o, 


puis  que  Ton  élimine  x,  y,  z  entre  les  quatre  équations  précé- 
dentes, la  relation  obtenue,  où  l'on  regarderait^'  et  z1  comme  les 
coordonnées  rectangulaires  d'un  point,  définit  une  courbe  plane 
dont  le  rayon  de  courbure  à  l'origine  est  égal  au  rapport  des 
rayons  de  torsion  et  de  courbure  delà  courbe  gauche,  au  point  O. 
Regardons  encore  y1  et  z1  comme  les  rapports  de  deux  coor- 
données d'un  point  de  l'espace  à  la  troisième.  Alors  le  lieu  des 
points  de  l'espace,  pour  lesquels  les  quatre  équations  précédentes 
sont  vérifiées  simultanément,  est  un  cône,  dont  l'interprétation 
conduit  à  ce  théorème  de  Géométrie  : 

Lorsqu'un  point  se  déplace  sur  une  génératrice  G  d'un  cône 
quelconque,  le  rayon  de  courbure  principal  du  cône  en  ce 
point  varie  proportionnellement  à  sa  distance  au  sommet  du 
cône,  et  le  coefficient  de  proportionnalité  est  égal  au  rapport 
de  la  première  à  la  seconde  courbure  d'une  courbe  quelconque 
ayant  ses  tangentes  parallèles  aux  génératrices  du  cône,  ces 
courbures  étant  relatives  au  point  où  la  tangente  est  parallèle 
à  G. 

Voici  quelques  conséquences  de  ce  théorème  : 

i°  La  loi  de  variation  du  rapport  des  courbures  d'une  courbe 
gauche,  aux  différents  points  de  la  courbe,  est  la  même  que  celle 
du  rayon  principal  d'un  cône  en  un  point  qui  reslc  à  une  distance 
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constante  du  sommet,  et  ce  cône  est  celui  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  aux  tangentes  de  la  courbe; 

2°  Pour  que,  tout  le  long  de  la  courbe,  le  rapport  des  deux 
courbures  soit  constant,  il  faut  et  il  suffit  que  le  cône  correspon- 
dant soit  de  révolution,  c'est-à-dire  que  la  courbe  soit  une  hélice  : 
résultat  d'ailleurs  bien  connu; 

3°  Quand  une  droite  mobile  engendre  une  développable,  o# 
peut  connaître  le  rapport  des  courbures  en  un  point  de  l'arête  <Ja 
rebroussement  sans  connaître  ni  cette  courbe  ni  la  position  du 
point. 

SÉANCE   DU   3   JUIN    1896. 

PRÉSIDENCE   DE   11.    TOUCHE. 

Communications  : 

M.  Lucien  Lévy  :  Sur  un  essai  récent  de  démonstration  du 
postulatum  d'Euclide. 

M.  D.  André  :  Théorème  nouveau  de  réversibilité  algé- 
brique. 

M.  L.  Lecornu  :  Sur  le  problème  de  l'escarpolette. 

M.  Carvallo  :  Généralisation  et  extension  à  V espace  du 
théorème  de  Cauchy  sur  le  résidu  relatif  à  un  pôle. 

M.  Carvallo  communique,  de  la  part  de  M.  Larose,  une  Dé- 
monstration du  théorème  de  M.  Vaschy,  sur  une  distribution 
quelconque  de  vecteur. 


SÉANCE    DU    17   JUIN    1896. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    BIOCHE. 

Communications  : 

M.  Touche  :  Sur  le  mouvement  dfun  disque  dans  un  fluide, 
M.  Painlevé  :  Sur  le  frottement  des  solides  entre  eux. 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


MÉMOIRE  SUR  LA  CONSTITUTION  DES  ATOMES  ET  SUR  L'ACTION 

DE  LA  MATIÈRE  SUR  LA  MATIÈRE; 

Par  M.  Du  port. 

1.  Les  atomes  étant  des  parcelles  de  matière  continue  peuvent 
être  considérés  comme  fluides  ou  comme  solides.  Je  me  suis  pro- 
posé de  discuter,  dans  ce  Mémoire,  l'hypothèse  de  la  fluidité  des 
atomes. 

Les  atomes  étant  considérés  comme  fluides,  leurs  différentes 
parties  agissent  les  unes  sur  les  autres,  et  il  parait  naturel  d'ad- 
mettre que  cette  action  s'effectue  point  matériel  à  point  matériel, 
et  dès  lors  l'action  d'un  point  matériel  sur  un  autre  ne  peut  plus 
dépendre  que  des  positions  de  ces  points  et  de  leurs  \itesses. 

L'hypothèse  de  la  continuité  de  la  matière,  jointe  à  celle  de 
l'existence  de  la  loi  précédente  et  à  certaines  considérations  de 
symétrie,  fournit  alors  des  équations  suffisantes  pour  déterminer 
cette  loi. 

Telle  est  l'idée  séduisante  qui  a  été  le  point  de  départ  de  ces 
recherches.  Malheureusement  on  n'est  conduit,  comme  on  le 
verra,  qu'à  des  impossibilités.  J'ai  ainsi  été  amené  à  démontrer 
l'incompatibilité  de  la  fluidité  de  l'atome  et  de  l'existence  d'une 
loi  d'attraction  de  la  matière  sur  la  matière  s'eflcctuant  point  ma- 
tériel à  point  matériel.  Celle  proposition  se  laisse  assez  facilement 
démontrer,  de  sorte  que  la  conclusion  de  ce  Mémoire  est,  ou  bien 
la  nécessité  de  considérer  les  atomes  comme  de  pelits  corps 
solides,  ou  la  nécessité  de  considérer  l'action  d'un  atome  sur  un 
de  ses  points  comme  une  action  d'ensemble. 

Je  suivrai  l'ordre  dans  lequel  les  idées  se  sont  succédé  dans 
mon  esprit.  La  recherche  de  la  loi  d'attraction,  bien  qu'étant 
démontrée  plus  tard  être  impossible,  conduit  à  des  discussions 
d'inlégrales  assez  curieuses  et  à  des  calculs  intéressants.  (Test  ce 
qui  m'a  décidé  à  conserver  ce  tra\ail  dans  sa  totalité,  au  lieu  de 
me  borner  à  la  démonstration  des  conclusions. 

i.  Considérons  donc  un  atome  et  soit  'r:Klson  volume.  Sup- 
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posons-le  seul  au  monde  et  donnons-lui  la  forme  limitée  par  deux 
sphères  concentriques.  Soit  O  le  centre  de  ces  deux  sphères  et 
soit  M  un  point  quelconque  de  cette  portion  de  matière.  Suppo- 
sons la  vitesse  initiale  de  M  nulle  ou  placée  sur  OM,  et  sa  pro- 
jection sur  OM  en  grandeur  et  en  signe  ne  dépendant  que  de  la 
distance  OM,  que  nous  désignerons  par  r.  Il  est  clair  que,  par 
symétrie  dans  le  mouvement  qui  se  produira,  la  vitesse  de  M  res- 
tera placée  sur  OM,  et  que  sa  projection  sur  OM  en  grandeur  et 
en  signe  sera  une  fonction  de  r  et  du  temps  t.  Désignons  cette  pro- 
jection par  V. 

Soient  0./-,  Oy,  Oz  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires. 
Soient  w,  v*  w  les  composantes  de  la  vitesse  de  M.  On  aura 

avec 

L'équation  de  continuité 

du        dv        t/iv 


d*r        dy         dz 

donne 


—  o 


d'où 


— !—  3 II  =  o. 

dr 


/•a 


C  étant  une  fonction  du  temps.  On  aura  donc 

dr 
V  peut  encore  s'exprimer  par  -j  •  On  aura  donc 

llL  -  il 
dt  "  /*" 

Cherchons    maintenant    l'accélération  du  point   M.  Elle    sera 
dirigée  suivant  le  rayon  vecteur  OM,  et  y  aura  pour  projection 

d*-r  _  <^C  J_  G   dr       dC    i         2C» 

V/f *   "      dt   /-        2  r*  dt  ""   dt   r*-  /•»  ' 
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Je  vais  chercher  la  loi  d'attraction  d'un  point  matériel  sur  un 
autre  qui  donnerait  ces  résultats. 

Si  nous  nous  appuyons  sur  la  proposition  générale  que  le  mou- 
vement d'un  système  matériel  est  déterminé  quand  on  connaît  les 
positions  et  les  vitesses  des  points  du  système  à  une  époque  dé- 
terminée, nous  admettrons  que  les  composantes  de  la  force  qui 
s'exerce  entre  deux  points  matériels  sont  égales  aux  produits  de 
leurs  volumes  par  des  fonctions  du  temps,  des  coordonnées  des 
points  et  des  composantes  de  leurs  vitesses,  fonctions  qui  ne 
peuvent,  dès  lors,  plus  dépendre  que  de  la  nature  simultanée  des 
matières  qui  composent  les  deux  points  matériels.  Conformément 
à  la  notion  du  temps,  nous  admettrons  qu'il  n'entre  pas  dans  ces 
fonctions.  Si  nous  nous  bornons  maintenant  au  cas  où  les  vitesses 
initiales  des  deux  points  sont  nulles,  les  composantes  de  la  force 
ne  dépendront  que  des  coordonnées  des  points.  Conformément  à 
la  notion  de  l'espace,  nous  considérerons  comme  évident  que  la 
force  ne  dépend  que  de  la  position  relative  des  deux  points.  Par 
suite,  elle  sera  dirigée  suivant  la  droite  qui  les  joint,  et  sa  gran- 
deur sera  fonction  seulement  de  leur  distance. 

Soient  M  et  A  les  deux  points  matériels,  supposés  infiniment 
petits,  de  même  matière  et  en  repos.  Soit  dv  dv'  F(r)  la  projection 
sur  AM  de  l'action  de  M  sur  A,  dv  étant  le  volume  infiniment 
petit  de  A,  dv'  le  volume  infiniment  petit  de  M.  Soit/(r)  la  fonc- 
tion potentielle  correspondant  à  F(r),  c'est-à-dire  une  fonction 
ayant  pour  dérivée  —  F(/*). 

Revenons  à  notre  portion  de  matière  comprise  entre  deux 
sphères  de  centre  O  ;  soit  p<  sa  densité,  R,  le  rayon  de  la  plus 
petite  sphère,  R2  le  rayon  de  la  plus  grande,  A  un  de  ses  points, 
M  un  autre  point  quelconque.  Soil  a  la  distance  OA.  En  suppo- 
sant cette  portion  de  matière  en  repos  à  l'époque  initiale,  l'accé- 
lération de  A  sera  placée  sur  OA  et  y  aura  pour  projection 

/dC\   ^_ 
\dt  )0a*' 

La  résultante  des  actions  de  la  portion  de  matière  sur  le  point  A 
doit  donc  être  placée  sur  OA  et  y  avoir  pour  projection 

s\dv[  —^  \   — -  • 
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Le  potentiel  de  l'action  de  la  portion  de  matière  sur  le  point  À  est 


dv  fff/(r)dv'' 

L'intégrale  triple  étant  étendue  au  volume  compris  entre  les  deux 
sphères  est  une  fonction  de  R|,  R2  et  a,  et  comme  on  a 

RI  -  R*  =  R', 

c'est,  en  somme,  une  l'onction  de  R<  et  de  a.  En  la  dérivant  par 
rapport  à  a,  on  doit  avoir  la  projection  sur  OA  de  la  force  qui 
agit  sur  A,  c'est-à-dire 

Donc  cette  intégrale  triple 

doit  être  égale  à 

£  +  3. 
a 

M  etN  étant  des  fonctions  de  R4,  et  l'on  aura 

---(S).- 

(AC  \ 
-3^  j  •  Pour  le  moment, 

il  faut  déterminer  la  fonction /(r)  de  façon  que  Ton  ait 

Soient  p,  8,  'j/  les  coordonnées  polaires  de  M,  Ox  étant  l'axe 

Fig.  i. 


polaire    que    nous    supposerons    dirigé    suivant    OA    {fîg»  i). 
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On  a 


f  f  ff(r)dv'  =  f  f  ff(r)?*d?  s\nbdbdty  =  *K  f  ff(r)p*dp  sin6d&, 
l'intégrale  double  étant  étendue  à  l'intérieur  de  deux  demi-circon- 

Fig.  2. 


férences  de  centre  O,  de  rayons  R|   et  R2,  et  limitées  au  dia- 
mètre OA  {%fig.  2).  On  doit  donc  avoir 


Substituons  à  la  variable  6  la  variable  /'  ;  comme  on  a 


d'où 


r1  =  a*-H  p* —  otap  cosO, 
/•  dr  =  —  a  p  sin  0  t/G  ; 


l'intégrale  à  évaluer  devient 


/:/•/ 


p  dz  r  dr 

m  E— : 

a 


Posons 


Cette  intégrale  devient 


r'(r)  =  r/(r). 


/""[?(« 


+  ?)-?(*-p)J^r 


R, 


Posons 


a 


•  ri 


-H?)—  <?(?  —  <*)] 


pdp 


a 


•{/(/•)  =  /•©(/■),         /'f)  =  'f('\>> 


et  l'intégrale  devient 

--['Wrt  -r-  Kf )—  '^(rt  -r-  K,  )J— /(a  +  Rj)+  /(a  -h  Ht) 
-+-  -   ^(rt  —  R,  )—  /(<*  —  KO <J>(  R2-~  rt)—  /(R*  -  <n-t-  ^//o). 
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On  aura  donc  l'équation 

^t+(«-H^)-'K«-+-Ri)]-7.(a-HRî)-^x(«-+-Ri)^--<Ka— Ri) 

-X(a-RI)-^(R1-a)-x(R«-«)+2X(o)=^("+N)- 

Multiplions  les  deux  membres  par  a,  puis  dérivons  par  rapport 
à  a,  il  vient 

R.[x'(R.-t-a)  +  y/(R«-«)]  -y.(R.-t-a)  -y.CR.-a) 

-RI[y;(a-hR1)  +  y.'(a-R,)]  +  y.(«+Ri)-x(a-R,)  +  ax(°)=^;- 
Dérivons  encore  une  fois  par  rapport  à  a,  il  vient 

(        R,[x'(R,  +  a)  -y'(Rs-a)]  -y/(R,+  «)  -^'(R.-a) 
)  =Hi[x'(«  +  RiH- *'(«  -Ri)j-y/(«  +Ri)  +  X'(«  -Ri). 

cette  équation  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  R2  et  de  R,  satis- 
faisant à  la  relation 

R«  — R*  =  RJ. 

On  peut  donc  la  dériver  par  rapport  à  R,,  en  considérant  R2 
comme  une  fonction  de  R,.  Comme  on  a 

</R,  _  R} 
</R,  ~~  R}' 
il  vient 

,    x  yw<R,-*-«)-y"(R.-")        ym(a  -+-R,  )-yw  (a-  R,) 

(2)  ^ g-£ =  £ g^ 

Dérivons  encore  une  fois  par  rapport  à  R|.  On  obtient 

[         R,[yv(Rt-4-ry)— y'MR,— g)l— /,"(RtH-a)-i-x''(R»--g> 

(3)  < 

J    _  K|fx"(rt-t-RL) -«-/"(g  —  RQ1  —  y-fg-t-RQ-Hy  "(g  —  Rt  ) 

(   "  «} 

D'autre  part  en  dérivant  deux  fois  par  rapport  à  a  l'équation  (1), 
il  vient 

Ri[-/.,v(R^«)-/.,v(R2-^)]-y;w(RJ-4-^)4-yw(Rî-^) 

^  R,  |  /"  (rt  -f-  R,  )-+-  y/V*  —  R,  >] -/"'(<*  ■+■  R|  >  -r  y/'O  —  R,). 
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En  comparant  cette  équation  avec  l'équation  (3),  on  voit  que 
Ton  aura  séparément 

I  Bi[xlMaH-Ri)-HX,T(a-Rt)]-X,"(«^Ri)^X"'(«--Ri)  =  0- 

Prenons  par  exemple  la  première  de  ces  équations.  Dérivons-la 
par  rapport  à  Ra.  On  a 

Rî[XT(Rî-+-«)-XT(RÎ-«)]=°' 
ou  bien 

X'(ri-h«)=Xt(rî-«)- 

Dérivant  cette  équation  par  rapport  à  R3  puis  à  a,  on  a  sépa- 
rément 

X"(Ri-+-a)=xTI(Rî-«) 

x.t(R|H-o)=-x¥,(rî  —  «)• 
On  aura  donc 

X"(r)  =  o, 

X*(r)  =  A, 
X"(r)=Ar  +  B, 

x-(r)==  Jri  +  Br-hC, 

A,  B,  C  étant  des  constantes.  Substituons  ces  valeurs  dans  la  pre- 
mière équation  (4),  il  vient 

Ri[A(R,-ha)4-B  —  A(R,—  a)- B] 

—  -(Rj+a)»—  B(R,-+-a)  —  C-+--(R,—  «)*-+- B(R,—  rt)+G=o, 

ou  bien 

—  aBa  =  o. 

On  a  donc 

B  =  o. 

La  seconde  équation  ({)  ne  donne  rien.  On  a  donc 

/"(r)=  -r*-r-G, 

o 

y'(r)  =  — 7/*v-f-  -rs-f-  P/  •-+-  K, 
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D,  E  étant  de  nouvelles  constantes.  Substituons  ces  valeurs  dans 
(i),  on  a 

Ri[:|(RîH-a)»-+.C(Rs4-a)-f-D-^(Rt~a)»-C(Rî-a)-Dl 

_  *(Rs_a)*-ïj(R,H-a)i-D(Rf-ha)--E 

A  C 

-h -7 (Ri—  *)4-+-  -(Ri—  a)*-f-D(Rt  —  a)-f- E 
24  '  2 

=  R1||(R1-+-a)*-f-C(R,H-a)-i-D-f-^(a-R1)'-hG(a-Rl)-f-Dl 

—  A(fl-+-  R,)*—  -(a  +  R,)«-D(a+R,)-E 
24  2 

H-  îi(a  — R,)*h-  -(a-R,)«4-D(a-R,)+E. 

A  '2 

En  effectuant  les  simplifications  on  a 

•1  -z  R2a  —  *iDa  =  2—  RJ« 
•  3     *  3      ! 


ou 


•>=>. 


On  a  donc 

6  3 


y^^^^raH-Cr-h^R», 


or  on  a 

X'C)=  *(r).         y/(r)=  <?'(/')  =  r/(r). 


On  aura  donc 


//     x         A     »        r*         A    Rî 


et  par  suite 

p/  A  R»       A  /R»        \ 

a  étant  une  nouvelle  constante  qui  doit  être  positive.  Il  est  aisé 
de  voir  que  cette  expression  satisfait,  car,  dans  l'attraction  pro- 
portionnelle à  la  distance,  la  masse  peut  être  concentrée  au  centre 
de  gravité  et  Ton  a,  en  somme,  pour  l'action  de  la  matière  comprise 
entre  les  deux  sphères  concentriques  sur  le  point  A,  l'expression 

—  *l  7rR*a-t-aR*/^7ra»—  \  tcrA  -i-  =  —  |  uaR'RÎ  -i ■• 
3  \3  3         /  a*  3  l  a* 
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Revenons  à  l'expression  (5)  de  la  force  qui  agit  entre  deux 
points  matériels  de  même  matière.  On  voit  que  R,  rayon  de  la 
sphère  qui  représente  le  volume  de  la  portion  de  matière  consi- 
dérée, y  entre;  cela  exige  que  l'on  ait  réuni  toute  la  matière  de 
cette  nature  qui  existe  au  monde;  c'est  par  conséquent  opposé  à 
l'existence  propre  des  atomes;  même,  en  admettant  cela,  il  reste 
bizarre  que  l'action  d'un  point  matériel  sur  un  autre  de  même 
nature  dépende  de  la  quantité  de  matière  de  cette  nature  qui 
existe  au  monde.  Enfin,  la  présence  d'une  répulsion,  proportion- 
nelle à  la  distance,  offre  aussi  des  difficultés.  Â  cela  on  pourrait 
objecter  que,  peut-être,  l'expression  de  la  force  dans  le  mouve- 
ment s'opposerait  à  des  mouvements  dans  lesquels  la  vitesse  et 
la  force  grandiraient  indéfiniment.  Je  note  ces  objections  qui  me 
paraissent  s'opposer  à  l'adoption  d'une  loi  d'action  de  la  matière 
sur  la  matière,  point  matériel  à  point  matériel  et  je  continue. 

On  peut  trouver  l'expression  (5)  de  la  force  en  se  passant  de  la 
fonction  potentielle.  Le  calcul,  en  effet,  n'est  pas  complètement 

rigoureux  à  cause  du  terme  en  —  qui  grandit  indéfiniment  quand 

/•  tend  vers  zéro. 

Cherchons  alors  directement  à  trouver  une  fonction  F(r)  telle 
que  l'on  ait 

(G)  /   /  lM/) '-   l— f = - 

J  J  iar  a  xr.  <C- 

Les  limites  et  les  notations  étant  les  mêmes  que  pour  l'inté- 
grale double  précédente,  le  cosinus  de  l'angle  de  A  M  avec  Ox 
étant 


•>.ar 


l'équation  (i\)  peut  s'écrire 

/    /  V  (  r  )  (  r*  -+-  a*  —  pt  )  p  dp  dr  =  -  -  » 
ou  bien 

/     dp    I  pF(r)(/'!  +  ^-    ?*)<//• -r-   /       dp  I  pl\r\{r*--r-<r 

■  R,         «    <»  —  p  *■■  «  '    p   -it 


S*  )<//'—    — 
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Dérivons  cette  équation  par  rapport  à  Rl?  il  vient 

Dérivons  celte  équation  par  rapport  à  a,  on  obtient 

K»                                          K«  «A,-R,     R» 

H s îF(a  +  R,)H s *F(Rt -*)-+-  /  -^-F(r)é/r  =  o, 

ou  en  divisant  par  a  a 

i±A'  F(«  +  r,)-  —*■*<*-  r,)+  k;X-T  F(,)</'' 


Rf-l-rt 


=  îL±^F(a  +  R1)-h5-ir5îF<Rf-.a)-+.i-  f  F(r)rfr, 

ou  bien,  en  développant  le  premier  membre  en  série,  suivant  les 
puissances  de  R,, 


(7) 


(        —  f^Ff/O^  ^F~(fl)-f-...l-+-9.F(<*)-h  R?  F'(a)-+-.  •  • 
(  H-^JaR,F(a)H-  Çf*(«)  -+-...]  =  H(R„  a), 


en  représentant  par  H(R2,  cl)  le  second   membre  de  l'équation 
précédente.  Cette  équation  (7)  peut  s'écrire 

(8)  K(a)  +  R{S(a)  +  ...  =H(Rs,a). 

Dérivons  l'équation  (8)  par  rapport  à  R,,  on  a 

dï\   R} 


•2R|S(a)H-. . .  = 


dWt  R* 


En  faisant  R,  =  o  après  avoir  divisé  les  deux  membres  par  Rl? 

on  en  tire 

S(a)  =  o. 

Formons  cette  équation.  C'est 
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On  en  tire 

F(a)=  A-4-Ba-*-C, 

A,  B,  C  étant  des  constantes.  En  partant  de  cette  expression,  on 
trouve  très  aisément  que  l'on  doit  avoir  C  =  o,  A  =  —  BR8.  On 
retrouve  l'expression  (5)  en  posant 

B  =  — a. 

3.  Considérons  maintenant  deux  espèces  de  matière.  Suppo- 
sons la  matière  de  la  première  espèce  groupée  entre  deux  sphères 
concentriques  de  rayons  rf  et  r2  et  la  matière  de  la  seconde  es- 
pèce entre   deux  sphères  de  rayons  R,,  R2,  concentriques  aux 

Fig.  3. 


précédentes    et   supposons    tout    le    système  primitivement   au 
repos  (fig.  3). 

Soit  A  un  point  matériel  infiniment  petit  de  la  seconde  espèce 
de  matière,  à  la  distance  OA,  dv  son  volume,  p  la  densité  de  la 
matière  de  la  première  espèce,  p'  la  densité  de  la  matière  de  la 
seconde  espèce.  L'action  totale  des  deux  portions  de  matière  sur 
le  point  A,  à  l'époque  initiale,  doit,  en  vertu  des  mêmes  considéra- 
tions que  dans  le  cas  d'une  seule  espèce  de  malière,  être  de  la 
forme 

ri 


Tt  ?' dç' 


Or  l'action  de  la  matière  de  la  seconde  espèce  sur  le  point  A  est 
déjà  de  cette  forme.  Il  en  sera  donc  de  même  de  l'action  de  la 
malière  de  la  première  espèce  sur  le  point  A.  On  est  donc  en 
somme  ramené  à  chercher  une  loi  d'action  entre  deux  points  ma- 
tériels, telle  que  l'action  d'une  portion  de  matière,  comprise  entre 
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deux  sphères  concentriques  sur  un  point  à  l'extérieur,  soit  inver- 
sement proportionnelle  au  carré  de  la  distance,  et  cela  quelles 
que  soient  les  deux  sphères,  pourvu  que  le  volume  qu'elles  com- 
prennent reste  le  même. 

Soit/(r)  la  fonction  potentielle  correspondant  à  cette  attrac- 
tion. L'intégrale 

r  r  r 


fff- 


en  reprenant  toutes  les  mêmes  notations  que  quand  le  point  A 
est  à  l'intérieur  de  la  portion  de  matière,  devra  être  de  la  forme 


M      « 


et  l'on  aura 

//***£* -M" +»)■ 

Supposons  d'abord  a  >R2.  L'intégrale  devient 


ou  bien 

I  [  <j,  (a -+-R,  )  —  <!,(«-+-  Ki)J  —  y.(«-*-Rt)  +  x(a  +  Ri) 

_I[4/(a_R1)_(|/(a_R))J  +  x(a_Rt)_x(a_Rl). 

On  devra  donc  avoir  l'équation 
i  [ty(a  -h  R2)  -  <|*(a  -+-  R,)]  -  y>  -h  R,)  -h  y  (a  +-  R,) 

Multiplions  par  a  cl  dérivons  par  rapport  à  a,  il  vient 

R,[x'(a  +  R,)  -h  y.' (a  -  R,)l  -  *(«  +  R,)  +  x(a-  R.) 

-  R,[/.'(a  +  R,)  +  />  -  R,)]  ■+■  X(«  -*"  «■  )-/>  —  Ri)  =  —  • 

En  dérivant  encore  une  fois  par  rapport  à  a,  on  obtient 

(  R,[y7a  -4-  R,)  -f-  /"(ci  -  R,)|  -  y>i  -4-  R,)  H-  y/(«  -  R,) 

{9)     \       =  R,  |  /V/  -r-  R,  )  -t-  /*(«  —  R,  )|  —  //(a  +R,)  +  y'(a  -  R,  >. 
xxiv.  9 
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Dérivons   l'équation  (9)  par  rapport  à  K,  en  considérant  K, 
comme  fonction  de  R4  fournie  par  l'équation 

r 

R{  -  Rf  =  R», 
dfOÙ 

dRt  _  Rf 

</R,  ~  R|* 
On  obtiendra 

Xm(a  •+-  R,  )  -  X"(a  -  Ri  )  =  lia  h-  R,  )  —  X"(<i  -  R,  > 
Rt  Ri 

Dérivons  encore  cette  équation  par  rapport  à  R,,  on  a 

'  B>fx'v(q  +  R«)  +  X"(«  —  Rt)l  -  X~(q  -+- R»)  -*-  x"(a  -  R«> 

Y  Rl 

j  _    R,[X"(g-i-Ri)  —  x"'(a-ni)]-xm(a+Ri)  +  yLm(a  —  Ri) 

l  ~                                               Ri 

En  dérivant  deux  fois  par  rapport  à  a  l'équation  (9),  on  a 

Rt[x,?(«  h-  R«)  +  x"(«-R«)J  ~  x-^  +  R«)  +  xw(«  -  R«) 

=  Ri  tx,¥(«  +  R«)+r(û  -  Ro]  -  x">  -*-  Ri)  +  x">  -  Rt)- 

En  comparant  cette  équation  avec  l'équation  (1  1),  on  voit  que 
l'on  aura  séparément 

R,f  X"(<i  ■+-  R,)  -h  y»{a -  R,)]  -  X">  -f-  R,)  -H  X"'(<*  -  R,)  =  o, 

Ri[x,Y(«  -h  Ri)  +  zw(«  -  Ri)]  -  x">  ■+■  Rt)  ■+■  x"(«  -  R»)  =  °t 

c'est-à-dire,  en  somme, 

(1-2)       r\y*"(a  -+■  r)  H-  X"(a  —  r)]  —  X~(a  h-  r)  -+-  Xw(a  -  r)  =  o, 

/*  étant  plus  petit  que  a. 

En  dérivant  cette  équation  par  rapport  à  /*,  on  obtient 

(i3)  /v(<7  -+-  /-)h-  Xv(a  —  r)  =  o. 

En  dérivant  cette  équation  successivement  par  rapport  à  /•  et  à  a, 
on  obtient 

Xv,(rt  -H  /*)  —  /V'(« /')  ~  O, 

yx1(a  -h  r)  -h  /*'(<*  —  /•  )  —  o, 

d'où 

xv,(r)  —  o, 

Xv  C)  =  A. 
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A  étant  une  constante.  L'équation  (i3)  donne  A  =  o.  On  a  alors 

X*(r)  =0, 
X"(r)  =  B, 

X"(r)=Br+C, 

B  et  G  étant  de  nouvelles  constantes.  En  portant  ces  valeurs  dans 
l'équation  (12),  on  voit  qu'elle  est  identiquement  satisfaite.  On  a 
alors 

x'(/.)=5r«+C,.  +  D, 

y'  (r)=  -   r»-f-  -  r«-+-Dr-»-E, 
'*  6  2 

D  et  E  étant  de  nouvelles  constantes.  Portons  ces  valeurs  dans 
l'équation  (9).  Elle  devient 

R,  T-  (a  h-  R,)*-h  C  (a  -f-  R,)  4-  D  h-  ?  (a  —  R,)*  4-  G(a  —  R,)  -+-  d1 

—  5  (a  +  R,)l--(a  +  R,)l-D(a  +  Rl)-E 
o  2 

4-  ?(a-R,)»-t-  -  (a  — R^-t-D^-ROn-E 
o  2 

=  R,  rJË(a4-Rt)î^C(aH-R,)-f-D4-5(a  — R,)t4-C(a— R,)h-d1 

-  5  (a  -f.  Rt)»-  -  (a  -+-  R,)*-  D(a  -f-  R,)  -  E 
o  2 

-4-  5  (a  -  R,)» -f.  -  (a  —  Ri)*-*-  D(a  -  R,)  -4-  E, 
o  2 

ou,  après  simplifications, 

|B(RJ-R})=  |  BR»=o, 

d'où  l'on  déduit  B  =  o. 

On  a  donc 

x»(r)  =  Cr+D, 
d'où 

/(r)=C  +  ? 


r 


et,  par  suite, 
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Oo  trouve  l'attraction  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance 
comme  seule  solution. 

Supposons  maintenant  que  Ton  ait  a  <  R,.  Reprenons  les  cal- 
culs. L'intégrale  double  devient 


c'est-à-dire  ■ 


-I[4,(R,  —  a)-<KR,  -a)]-x(R«-fl)-hX<Rt-«)- 

On  a  donc  l'équation 

i  [  <J,  (a  +  R,  )  -  +  (a  -h  R,  )]  -  *  (a  -f-  R ,  )  -+-  *  (a  +  R,  ) 

Multiplions  les  deux  membres  par  a  et  dérivons  par  rapport 
à  at,  il  vient 

Ri[x'(Rt  +  *)  +  x'(R«-«)]-x(«  +  R«)-x<R*-«) 

-Rt[x'(Ri^«)  +  X'(Rt-«)]^X(«^Ri>^X(Rt-a)=^- 
Dérivons  encore  une  fois  par  rapport  à  a,  on  obtient 

S  R«[x^Rt  +  a)-x^R«-«)J-X'(R»  +  «)  +  X'(Rî-^ 

I       =Rt[x'(R»-^«)-Xir(Ri-a)]-X,(H,  +  a)  +  x'(R!-«)- 

Dérivons  cette  équation  par  rapport  à  R,  en  considérant  R2 
comme  fonction  de  Rl?  de  même  que  Ton  a  fait  précédemment. 
On  obtient 

y"(Rt_+-,i)-yW(R,--q)  _  yw(R1-f-a)-y7(Rl-q) 
1     ;  R,  '"  R, 

Dérivons  encore  cette  équation  par  rapport  à  R,,  on  a 

/  Rî[x'T(R»^-rt)-X,v(R»-ff)l-xw(R^^)-^/:(R*-^) 

(iG)     < 

_  Ri[x'HRi-^q)-/,v(Ri-^)l-y7(  Ri-*-<o-4-y'"(Ri-  fi) 

Rï 
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Dérivons  deux  fois  l'équation  (14)  par  rapport  à  a,  il  vient 

Rî[/jv(Rî^-«)-x,v(r«-«)J-x',,(rï-+-«)^-xw(r«~«) 

=  Ri[r(R«+tf)-r(Ri-«)]-y;(Ki+«)+/:(Ri-4 

En  comparant  cette  équation  à  l'équation  (16)  on  en  déduit 
que  Ton  a  séparément 

R1[X^(R1H-a)-X'v(R1_rt)J_/;'(R1-4-a)-H/;"(Ri-a)  =  o, 
c'est-à-dire 

(17)       r[f(a  +  r)-]("(r-a)]-f(/-4-fl)  +  /;(r-a)  =  o1 

/•  étant  supérieur  à  a.  Dérivons  cette  équation  par  rapport  à  /*, 

on  a 

/;(/'  +  fl)-]fv(r-fl)  =  o, 
on  en  lire 

y/"(r)=o, 

Xv(r)  =  A, 

y,v(r)  =  Ar  -+-  B, 

y'"(r)  =  ~/-*-4-Br-hC, 

A,  B,  C   étant  des   constantes.   En  substituant  ces  valeurs  dans 
l'équation  (17),  on  a 

rfA(r-+-a)-hB—  A(r—  a)—  BJ  —  -  (/•  -+-  a)*  —  B(r  -i-a)  —  C 


ou  bien 
d'où 

On  a  donc 


n (/•-a)1+B(r-fl)  +  C  =  o. 

J5 


—  aBa  =  o, 
B  =  0. 


'1 

//(/•)  =  ^  r»  +  Cr  +  D, 


D  et  E  étant  de  nouvelles  constantes.  En  substituant  ces  valeurs 
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dans  l'équation  ( 1 4  )?  on  a 

Ri[^(Ri-»-a)l-l-C(RiH-a)-f-D— ^(R«— a)»  — C(R,— a)-Dl 

—  i(R!  +  a)^-  -(R,-ha)«— D(R, -+-«)  — E 
24  2 

-H  A.  (R,_  a)*-+-  -(Rt  —  a)»-*-  D(R,-a)  +  E 
24  a 

=  Ri  r|(Rt-+-a)»-+-C(R,-f-a)-hD-^(R,~a)»-C(R1-a)-Dl 

_4(Ri-Ha)k--(R,H-a)l-D(R,-ha)— E 
24  2 

+  ^(Ri-«)*-t- ^(Ri-i^+DCR.-^-hE, 
ou,  en  simplifiant, 


ou 

d'où 

on  a  donc 

d'où 

et 


^R}a=^RJ« 


^R»«  =  o, 


A  =  o; 


x-(r)=Cr  +  D, 


/(D  =  C-k2 


F(')  =  ~ 


On  n'a  d'autre  loi  d'attraction  que  celle  de  Newton.  Ainsi,  un 
point  matériel  d'une  espèce  de  matière  en  repos  attire,  suivant  la 
loi  de  Newton,  un  point  matériel  d'une  autre  espèce  de  matière 
également  en  repos. 

4.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  Faction  de  deux 
points  matériels  en  mouvement  l'un  sur  l'autre. 

Soient  deux  points  matériels  infiniment  petits  quelconques  M 
et  M',  dv  le  volume  infiniment  petit  de  M,  dv1  le  volume  infini- 
ment petit  de  M'.  Il  est  clair  que,  si  l'on  représente  par  (F)  dv  dvr 
la  force  provenant  de  l'action  de  M'  sur  M,  le  segment  (F)  forme 
avec  le  segment  MM'  et  les  segments  représentant  les  vitesses  des 
points  M  et  M'  un  système  invariable.  J'admettrai  que  ce  segment 
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(F)  forme,  avec  MM' et  le  segment  MN  représentant  la  vitesse  re- 
lative de  M  par  rapporta  M',  un  système  invariable.  Soit  alors  MI 
une  perpendiculaire  à  MM' dans  le  plan  NMM'.  Le  segment  (F) 
sera  situé  dans  le  plan  NMM',  et  si  Ton  désigne  par  ax  et  bt  les 
projections  de  MN  sur  MM'  et  MI,  par  r  la  dislance  MM',  ses  pro- 
jections sur  MM' et  MI  seront  des  fonctions  de  at,  b*,  r  que  nous 

désignerons  par 

/(a,,  bu  r), 

<p(a,,  bu  r). 

Cela  posé,  revenons  à  l'action  d'une  portion  de  matière  com- 
prise entre  deux  sphères  concentriques  sur  un  de  ses  points  A. 
Reprenons  les  notations  adoptées  (fi g-  4)- 

Nous  avons  vu  que  la  vitesse  d'un  point  quelconque  M  était 

Fig.  4- 


C 
placée  sur  OM  et  y  avait  pour  projection  —  >  p  désignant  la  dis- 
tance OM,   C  étant  une  fonction   du  temps.  L'accélération  du 
point  A  est  placée  suivant  OA  et  y  a  pour  projection 

^  JL_    91 

dt  a*       aa*- 

Pour  avoir  la  force  provenant  de  l'action  de  la  matière  sur  A 
il  faut  multiplier  cette  accélération  par  p<  dv,  p,  étant  la  densité 
de  la  matière  et  dv  le  volume  infiniment  petit  du  point  matériel  A . 
Les  quantités  a,  et  6,  contiennent  C  en  facteur.  Donc  on  voit 
que,  pour  trouver  le  terme 


il  faut  prendre  dans 


2C*       , 
/(a,,6t,r), 


des  fonctions  homogènes  du  second  degré  en  ax  et  bt. 
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Admettons  maintenant  que  les  fonctions  /et  <p  soient  dévelop- 
pantes en  séries  suivant  les  puissances  de  at  et  6,,  on  voit  que 
ces  fonctions  devront  être  de  la  forme 

«î/(^)->-  ^ï?(0-t-  «i^i+i</0» 
«ï/t (*•)-+-  ôî?!^)-*-»!*!^^). 

Remarquons  maintenant  que  si  Ton  change  6,  de  signe,  aA  res- 
tant le  même,  la  fonctionna*,  èt,  r)  ne  doit  pas  changer,  tandis 
que  la  fonction  <p(an  bi}  r)  doit  changer  seulement  de  signe.  On 

aura  donc 

+i(r)=°>        /,(r)=o,         <p,(r)=o. 

Les  termes  obtenus  dans  l'intégration,  qui  donnent  l'action  de 
la  portion  de  matière  sur  le  point  A  en  prenant  les  fonctions 

a}f{r)  -+-*?<?(/'), 

donnent  des  termes  en  C2,  qui  ne  peuvent  par  conséquent  se  ré- 
duire qu'entre  eux,  et  par  suite  on  devra  avoir 


sss\ 


[a«/(/-)-+-^î<p(r)JcosA-+-a161^(r)sinAj^'=- ^G,pl    ■    *(H|) 


a*  a' 


Nous  allons  développer  cette  intégrale. 

Soit  8  l'angle  MO  A.  Soient  a  l'angle  de  la  vilesse  relative  de  A 
par  rapport  à  M  avec  AM,  V  la  grandeur  de  cette  vitesse  relative. 
On  trouve  sans  peine 

ax  =  Vcosa  =  oa%   %r  [r*(a* -+-  P3 )  —  (a1  —  ?*)(«3  —  p')|, 

C* 

V,=  ^T7v  k,«p-+-(«8-p3)(«-p)J, 

I 

C* 

4a6p6r*  ri  r    /  r    /    i 

sinO  =  J—  r'*-h  -xr^la*-^-  oi)  —  (a'i  —  p2)2. 

•iap  r  r 

£.  =  Vsins  =  — -— ; .—  («'  —  P3  )  sinO, 

a*o*r  l 

/•*-+-  a*— p2  .         psinO 

«•os  A  =  —  y  sinA  —  i , 

•lar  r 
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et,  par  suite, 

*î/(r)co*A«fi',=-.  8q8CJt/,t  [r*(a*-f-p»)-(«'-p')(a»-p>)|* 

X  (r'-T-a* — ?*)f(r)dpdrdty, 

x  (t'-ho* —  p*)çp  (r)dpdrdty, 

<il61^(r)sinA^'=^^î[-^-«-ar«(aî-t-p«)--(^-p«)«](a'-p») 

X  [r*(a*-f-  pJj  —  (a*—  p*)(«J  —  p*) ]<!<(/•) rfprfrdty, 


d'où  il  suit  que  Ton  devra  avoir 

x(r*-w*«  —  ?*)/i(r)H-(#i»— p»)« 
x  [—/•*-+-  a /•«(/!*■*-  p*)— («*— p'jM 
0**)  ^  x  (/-2-i-«*—  pVio^r  >-*-(«*  —  p») 

X  [-r*rar*(ff,  +  ?lHrt,-?,),| 
X  [/*(«!» H- ?'>-(«*  —  p1)(«,-pï)|<j»i<n  |~^ 
-=«>-H-aiF(K,  », 


en  posant 


^(r)=-^'?(,')- 


Dérivons  l'équation  (iS)  par  rapport  à  Rf   en  tenant  compte 
de  l'équation 

</R,       R? 
rf'R",  ~"  R* 

XXIV.  () 


~"  J 


-  i22  - 
il  vient 

-    C      ,!|r'(a*+R})-(a*-Rî)(«'--R?)] 

X  (r*-4-a«—  R|)/,(r)-h(a»— RJ)* 

x  [—  /•i-+-2r«(a*-+-RJ)— (a*  —  R})*] 

X  (  /-î -f-  «*—  R}  )  o,  (r)  -+-  (a3  —  R}  ) 

x  [-  r*+2r*(flî+  R})  — (a«-  Rf)*] 

x  [/•«(«»-+- Rt)—(a«-RÏ)(««—Rï)Hi(r)|çÇ, 

£|   /*   '    "j[(r»(«*-HR»)-(a*-Rï)(a»-RJ)] 

x  [-  /•*-+- *r«(a'-h  R*)  — (a*— Rf.)*] 
X(r2-^a«— Rî)o,(r)H-(aJ— R|) 
x  ['—  /•*-+-  2 r* (*»-+-  Ri  )  — (a1—  R?)*] 
x|r«(n»-4-Rï)-(a»-Rï)(a»-RJ)]*,(r)jgÇ 
=  a«F'(R,). 

Multiplions  les  deux  membres  de  cette  équation  par  RJ.  Alors 
dans  le  premier  membre,  supposé  ordonné  suivant  les  puissances 
de  R| ,  les  termes  jusqu'au  sixième  degré  ne  peuvent  provenir  que 
de  la  première  intégrale  et  par  suite  seront  égaux  aux  produits 
de  a*  par  des  constantes.  Nous  allons  les  calculer. 

Dans  la  première  intégrale,  la  quantité  comprise  entre  les  pre- 
mières parenthèses  |  j  doit  être  développée  suivant  les  puissances 
de  R,  jusqu'à  la  cinquième.  On  obtient  ainsi  comme  coefficient 
de/,  (r)  l'expression 

rt((r«-rt«)«(r,+  «*)  +  a«[2(r»-a*)-(r»-aJ)«]R} 
-haa»(r*  — a*)(r«-r-a*)  RJ  -h  a6 [r* -4-  ««—•>.  (r2  —  a1)]  R} 
-h  [4«*(/'î-J-aî)  —  îo'fr1-  a*)]  R}. 

I  e  coefficient  de  ©,  (/•)  sera 

—  «« (  /•*  -f-  a*  )  (  /•*  —  a*  )*  -+-  a«  [( r5  —  a*  )»  -f-  a  (  r*  -h  a*  )« ]  R* 
:   -^(r*  —  as)s(/*-T-rt*)R}— 3a«(r*-4-a*)R} 
-•«a>|(/-*--a*)«»r-a(r» -+-«*)«]  R{. 

Le  coefficient  de  A,  (/•)  sera 

-afiO*—  ««)> -h  «•[•!(/•*—  «V)- (r*—  a»)«J  RJ—  2a»(/*-   <**;*  K? 
-*-  </« [a (#•*--:  €«»)  — (r«—as)|R}-+-faa*(r«— a* )*-*-. {rtM/-*-:   "*>|  RJ. 
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On  a  ensuite  les  formules 


f         r*f(r)dr  =  2R,a«/(a)+  ^  f 3oa*/(*)-+-  iaaJ/'(«) -f-  <*«/'(«)] 


51  [36oa«/(a)-M8oa»/'(a)-4-  i8oa*/" («)■+■  24«,/*,(«)-t-"8/'v(<z)J 

vfw 


f  r>f{r)dr  =  aR,a»/(a)+  ^[i2a*/(«)H-  8a»/'(a)-+-  a>f(a)] 

-+- |£  [*if(a)  +  96af'(a)+  7*a*f(a)-hrfa*fm(a)+  a*/"  (a)], 
f        lr*f(r)dr  =  2R,a*/(a)-f-  ^  [*/(a)-4-  4a/'(«)+  a*/* (a)] 

«Ai-R,  3 


■*■  !*  £,2-^(a)~+~ 8a/"  («)-+-  aî/,T^)]» 


rf-+-Rt 


En  se  servant  de  ces  formules,  on  aura 
f        taHr*-a*)*(r*+a>)fl(r)dr=^a">fi(a)Vi} 

«Ai-R.  * 

-f-  \  a»Rf  [28/t(a)-+-  3sa/;  (a)  4- 8 ««/{(«)], 

*Ai-  R,  * 

f        \a>  R}(r*-  a*)(r»-i-  a*)Jx(r)dr  =  ^  a'R}  [5/t(a)  +  -la/,  («)], 
/  R\a*[r*+  a*-  i(r>- a*)]ft(r)dr  =  4a*R*ft(a), 

•At-R, 
~<n-R, 

/  Rî[4a»(r»-ha«)~aa»(r*— afc)]/i(r)^r  =  i6a7R{/1(a), 

•Ai-R, 
^rt-^Ri  g 

•A/-R,  * 

-ia»Rf[28?1(a)H-32a?'1(a)H-8a«(p,;(«)], 

J>,«  +  Rt 
f  RJ a«[*(r* -h  «*)»-+-(/•*  —  a*)*]<p,(r)rfr  =  i6a««R}<pi(a) 

a—  II, 

g 

-+-  -  a»R}[5<p,(a)+4«?i («)-+"  *f?ï(«)]i 

ra+n'  3? 

f  2«»RJ(r«—  aî)«(rJ+a*)?l(r)rfr=  -^R}©,^)], 

•Ai  -  R,  J 


—  fî4  — 

et 

—  3««R}(r*-*-a*)<pi(r)rfr  =  —  12a»  R{?,  (a), 

«-R, 

J^a  +  R, 
f  —  *«*fa(r«4-o»>*+(r»— a*)«]©,(r)rfr=:  —  3»a7Rf  <pt(a). 

tf-R, 

T        '—  «•(/'*  —  a*)*4»i(r)rfr  =  —  ?a»R}[3^,(rt)-+- 2a^',  (a)], 

f        ,a«[2(r*-a^)-.(/«-a«)*]RH/i(r)^r=ya»R{[iJ/1(a)-ha^;(ci)J. 

«Ai  —  R,  •   > 


,a-+-R, 


16 


Jf  —  2a*(r«— a*)«Rî4*1(r)rfr  =  —  -^a7R{^i(a). 

a-K,  J 

J^a-i-R, 
f  a«[2(r«-f-  a*)—(r*—a*)]  f{\^t(r)dr  =  «  Rf  a»tj*,(a), 

a-R, 
J^n  +  R, 
f  [aa>(rJ—  a,)î-+-4«i(',,^«,)]ft{4't('')^  =  lôa'Rf^^a). 

a-R, 

On  en  déduit  les  équations 

r  A 

A,  B,  C  élant  des  constantes.  On  en  tire 

B          C 
a*fx  -4-  1 1  af\  -+-  24/1  =  6 —  • 

Cette  équation  peat  s'écffre,  d'après 

de  la  manière  suivante  : 

6B«t-  ^  «  =  ~  [«7"i(«)  +  6«*/,(«)]f 
d'où 

4 
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D  étant  une  nouvelle  constante.  Ou  a  ensuite 


d'où 


et 


g;  [<*s/i(«)]  =  «V"i(«)  -+-  6fl«/i(«)  =  *Ba>-  £  a'-f-  Da, 


affila)  =  -z-  a» -  a* H h  E 

-,    x       -iB   i         Ci         D    i  E 

fx(a)=-T- tt-t"1 r  -* — «' 


E  étant  une  nouvelle  constante.  On  a  ensuite 

A         B  i         Ci         D    i        Ei 

o.  (a)  =  — ;  —  -  -  -H  r-  — z  — r» 

T  'xak         >    «        3-2  a*        4    crv        -2   a6 

A_^B^3Cji^_Dj^        JE 

^  av  5    aT    16   a5        i  a%        a8 

11  faut  porter  les  valeurs  de/t(r),  ?i(r),  <Jf|(r)  dans  l'équa- 
tion (18)  et  voir  si  l'on  peut  disposer  des  constantes  A,  B,  C,  D,  E 
pour  y  satisfaire. 

Prenons  d'abord  dans/i(r),  'fi(r),  '}i(r)  les  termes  en  E. 

Je  calculerai  dans  l'équation  (18)  le  terme  en  -^- 
Il  faut  alors  y  faire 


I 

y 


?iC-)=-  ~* 


h(n  =     £ 


On 


a 


fr*(rt3-*-p3)  — (*2  —  ?l)(rt»— pVJpC^-H  ««— p»)  =  r6(flf»-+-  p3)J 
(l9)    l       h_  r*(a*  —  p«)î(rt»—  p3)*  —  •>./♦ï(«,—  p')1^3-  ?3)(a»-+-  p3) 


(a2-  p*)3(a3— p3)2. 
De  même 


^__r6(^/3_p3)2_|_.2/.V(<ït_Hpî)(a3_p3)î_/.V(aJ_pî)(a3  — p»)2 

■+-*/•*(«»-+-  p*)(V/2  --?»)(«»  —  p3)2  —  /•*(«*  —  p2)2(^  —  p3)2 


—  126  — 
et 

(a*-  p*)[—  r*H-2r2(a*-hp*)—  («*  —  p1)*]  [r«(a»-4- p»)-(a«  —  p*)(a*  —  p*)] 
j       =—  r«(a»-f-  pJ)(a»— p>)  -4-  2r^a«n-  pl)raJ-h  p»)  (a*  —  p») 

/tf/")       »  +  r*(al._  pt)  (aj_  pl)J_  r*(a3  +  p3)  (a3_  pJ)  (a*_  pî)î 

—  îir»(a«-f-p«)(a«— ps)(a»— p>)«-h(a«— p«)»(a»— p>)«. 

Désignons  par  Kf,   */2,   //a   les  premiers  membres   des   équa- 
tions (19).  Il  faut  évaluer 


si 


7.U1  —  Uj-+-  2i£j  rfp*/r 
/••  p* 

J'évaluerai  donc  d'abord 


dr. 


J*-p  ^'p-« 

Je  prendrai  pour  fonction  de  r  ayant  pour  dérivée  par  rapport 
à  r  l'expression 


la  fonction  suivante  F(r)  : 


F(r)=  2(a»H-p*)lr  — -(a«— p«)(rt»n-ps)»-+-i(aî— ps)(a3— p»)(a'-Hp») 


-  j:(a*-p»)(a»-p*)«+5ij(a*-4-p«)(a«-p«)(a»-p*)« 

~^T,(«î'-?,)s(«,-?,),-3^^,-p,)3(aî~pî)î 

-  ^(a'-f-p^Ca»— p')r  —  -  (a*-+-  p*)(aJ-+-  p3)(a*— p8) 

-  £(a*-p*H«'— p*)*-h  j^(«3-^p3)(^8-p8)(a,-?,)î 
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On  en  tire 

F(a-t-p)  =  2(«3H-.p3),(a  -+-  p)  —  2(a  — p)(a'H-  p3)1 

-h4(a-p)(a»-p»)(a»-hp»)-ï(a-p)«(a»-p»)«s-î:^ 

^J(a-p)t(a»-p»)(«i-«pH-pi)-î(a-p)»(a»-p»)«(-s:^5 

-f-(a'-p»)«(«-hp)-h2(rtî-hp*)(a»-p,)î — ï (a  — p)(a3— p3)* 

flf  -+-  p 

I («•  +  f)(a - ?)(«' -?')'  ^~  - i (a -p)« («>-p»)«  -1^ 

—  i(n-p)»(  «»-p»;*-— L— -—  2(a»+p»)(a>-p')(a  +  p) 

(  rt  -h  p  )* 

—  4 (a1  -4-  p*)(a*—  p3)( a1  —  ap  -+-  p*)  —  2(a  —  p)(a3 —  p3)1 

-4-î(<!«— rtp-hp*)(Vï3— p»ïa— p)t-r^rt«-+.pt)(fl— ?)(a»-p»)— i— 

—  ffn  — p)»(/l»  -?>»*; ! :• 

(a-t-p)* 

Si  Ton  réunit  les  termes  en :>  on  trouve  qu'ils  se  ré- 

Ui  -h  p  )*  ■ 

duisent  à 

(  Aa —  p3  )*(<7  —  p). 

Si  Ton  réunit  les  termes  en »  on  trouve  qu'ils  se  réduisent 

a  -+-  p  " 


a 

(  •/*—  p3)*(a  -h  p). 
On  a  clone 

F(a-hp)=  -2rt(a'— p3)«-h  /ip(<?3-4-  p3)î-h4(a  — p)(rf3—  p3)(a3-hp3) 
-t-  i(<i  —  p)*(tt3—  p3)(rt«  — «p  -+-p*)  -+-*ip(a3— p3)* 

—  A(a3-hp3)(a3—  p3)(a-r-p)  —  4(a»-+-p1)(a3  —  p3)(a*  —  ap-4-p1) 

—  '?Aa  —  ?)(a*  -  p3)*-4-  î(«*— «p-H  p*)(a3— p3)(a  — p)*, 
ou  bien 

F(a  -+-  p)  =  ip(a3  —  p3)*-t-  4p(*3-+-  p3)1  —  8p(«3  —  p3)(a3-+-  p»)  =  i6p7. 
On  trouvera  de  même  • 

F(a-p)=2(rt3H-p3)3(«  —  p)—  9.(a-*-p)(a*-{-p*)*-i-4(a-t-p)(a*— -p3)(a3H-p3) 

—  l(a-hpp{a*   -p*)(a*-^ap-+-p*)-+-{(a  +  py(al+ap-hp*){a*-*-p*) 

—  lia  -+-  p)*(a*-hap  -+-p2)*-h(a3  —  ?')*(«  —  p) 

-i-  2^*-+-  p2#»(«»—  p»)(a*-|-  rtp-f-  p*)  —  (a  -h  p  )(<*»—  p3)1 
H-  -J  («*-+-  p '■  )  ui  -h  p)(aî-4-  a  p  -h  p*)8  —  J-  (a  -4-  p)*(rt3— p3)  («*-+-«  p-l-p1) 
-  {(a  -i-  p)3(a*-t- «p  -+-p«)ï—  2(a3-+-  p3)(a3  —  p3)(«  —  p) 
...  4(,/2_i-  0t)<rt3_L.  p3)(aî_h  ^p  -f.  p»)  —  2(r*  -h  p)(n3—  p3)s 

;-  î  ('/'-*- p3)Kfs  f-fip-i-p2)(V/-*-p)î  +-£(«*-; -p*)(  a  *-p)(as-f-rtp-i-ps)s 

—  !wi  +-  p  )M<r2-t-  */p  -*•  p«)*. 


—  128  — 
ou 

F  (a  —  p)  =  —  4p(aî-t-pî;J—  («  -h  p  )3  (#*-»-  ap  -+-  p*)* 

-h  Afa*-^  pJ)(a-h  p)(a*-h  «p  -hp*)* — ia-\-p)*  (a3— pï)(a,-f-flrp-hp5) 

-t-,i(a-»-p)1(a,-i-pî)(at  +  ap  +  p1)  H- 4 (a -h p)  (a3  —  p*) (a* -+-  p5) 

—  ip(a*—p*)*-hi(a*-T-  p*)(aJ — p3)(a*-hap  -hp1) 

—  i (a3 -4- p3)(a3  —  p5)(«  —  p)  —  4  («* ■+■  P1^3 •+- P*) (al+ap4- p*) 

—  2(a-hp)(a3— p3)*, 
OU 

F(rt  —  p)   =  —  4p(rt«-hpJ)»-h(rt-+.p)(a3_   pJ)S_f_(a_p)(a3_p3)l 

—  «2(rt  —  p)(a3-i-p3)(a3  —  p»)-h4(a  -h  p)(a3  —  p*)(a*-hp*) 

—  ip{a% — p')5  —  'i(a* -h p*)(a*  —  p3)(a —  p)  —  2(a-+-  p)(a3 —  p*)5 
=  —  4p(a3-+-p3)*  —  4p(«3  —  p3)*-+-8p(a3-f-p3)(a3-  p3) 

=  — i6p7. 

Comme  F(/*)  est  une  fonction  impaire  de  /*,  on  aura 

F(p  —  a)  =  i6p7. 
On  a  donc  à  évaluer 

et  par  conséquent  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (18)  le 
terme  en  E  est 

(10)  _(rt3_R}). 

Pour  avoir  le  coeffiefent  de  B,  il  faut  d'abord  évaluer  l'intégrale 


r 


r2«l —  Ut —  OU 


3 


5/- 


dr  =  F,(cr,  p). 


On  voit  aisément  que  l'intégrale  où  la  limite  inférieure  a  —  p 
est  changée  en  p  —  a  est  la  même,  car  la  fonction  sous  le  signe 
somme  donne  comme  intégrale  indéfinie  une  fonction  paire.  On 
voit  de  plus  que  cette  intégrale  est  une  fonction  entière  de  a  et 
de  p  du  douzième  degré.  Le  terme  en  B  étant 


"f 


on  aura  le  terme  indépendant  de  a  en  prenant  dans  F,  le  terme 
en  p12,  ce  qui  fournit  l'expression 

(21)  B'(R$-R}), 

et  Ton  aura  le  terme  en  «3  en  prenant  dans  Ft  le  terme  en  p9,  ce 
qui  fournit  l'expression 

(22)  B'«»(R*  —  R}). 

Pour  avoir  le  coefficient  de  C  il  faut  évaluer  les  intégrales 


L 


3s  /•* 

"-P 


dr=  Fi(fl,  p), 


r     -^,+  M,-fi)M, 

/  5 — ; rfr  =  4>,(a,  p). 

On  voit  encore  aisément  que  F2(tf,  p)  et  «^(tf,  p)  sont  des  fonc- 
tions entières  de  a  et  de  p  du  onzième  degré.  Le  terme  en  C  sera 

cf,F.(«,p)J+cr»,(a1p)ip. 

On  aura  le  terme  indépendant  de  a  en  prenant  dans  F2(ft,  p) 
et  ^i(ay  p)  les  termes  en  pn,  et  l'on  aura  l'expression 

(a3)  C'Rjh-CRJ. 

Le  terme  en  «3  sera  de  même 

(24)  C,"«»R}-4-Oa»RJ. 

On  verra  de  même  que  les  termes  en  A  et  D  fourniront  comme 
terme  indépendant  l'expression 

(25)  F'Rf-r-F'RI, 

et  comme  terme  en  «3  l'expression 

(26)  F~a»RÎH-  F«*a»R«. 
On  devra  donc  avoir  les  deux  équations 

l  —  i^RÎ-hR'(H|-Rî)-hr/Rj   -+-CRÎ  -4-F'R}  -+-  F*R»  =0, 

[        -^       -4-  H" (  R •  —  Rf  )  -r-  < /"  Rî  4-  C'v  R{  -4-  F" R*  -h  F"  Rf  =  1 . 
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les  quantités  B',  C,  C",  F',  F%  B",  C",  C",  F",  V"  étant  des  con- 
stantes. Remplaçons,  dans  ces  équations,  K2  par  sa  valeur 

et  Ton  aura  les  deux  équations  suivantes  qui  doivent  être  satis- 
faites quel  que  soit  Rt  : 

'  _,6|R}-t-B  (K'-hRJ)»  —  B'R?-hC'KÏ-4-C(R*H-R?)» 

-hF'R}-hF"(R3+RÏ)*  =  o, 
1  I^  +  Bw(R'-+-Rf)*-B'Rî-hCwR}-f-C'v(R»4-R})» 

Fff'R{-hF"(R*-t-R})»=M. 


Supposant  R|  <  R  et  développant  en  série  les  radicaux  lels  que, 
par  exemple, 


8 


c*»!»'— [-(ïJT—hUï)'*-]- 

on  voit  aisément  que  tous  les  coefficients  devraient  être  nuls  et 
que,  par  suite,  il  est  impossible  de  satisfaire  à  la  seconde  des 
équations  (28). 

5.  Ainsi,  la  recherche  d'une  loi  d'attraction,  point  matériel  à 
point  matériel,  ne  conduit  qu'à  des  impossibilités.  Bien  que  cer- 
taines hypothèses  aient  été  faites  au  courant  des  calculs,  il  semble 
que  l'on  soit  plutôt  amené  à  croire  à  l'incompatibilité  de  la  fluidité 
de  l'atome  et  de  l'existence  d'une  loi  d'attraction,  point  matériel  à 
point  matériel.  C'est  ce  que  je  vais  démontrer. 

Soit  un  atome  variable  de  forme  et  soient  M  et  M'  deux  points 
matériels  de  cet  atome.  Supposons-le  seul  au  monde;  le  mouve- 
ment qu'il  prendra  proviendra  seulement  de  son  action  sur  lui- 
même.  Soient x,y,  z  les  coordonnées  de  M;  x\  y\  ^' celles  de  M'; 
m,  Vj  w  les  projections  de  la  vitesse  de  M;  a\  r',  iv'  celles  de  la  vi- 
tesse de  M';  w,  r,  w  sont  certaines  fonctions  de  x,  y,  z  cl  u' ',  r',  w' 
sont  les  mêmes  fonctions  de  x\  y1 ',  z'.  Soient 

\(x,y,  z,  x\y\  z\  m,  r,  iv,  u\  1 ',  «')  p  dv  dv\ 
Y  (x,y,  zt  x\y\  z\  w,  t\  u>,  u\  v \  w' )  p  dv  dv  , 
Z  (x,y,  z,  x\y\  z'.  u,  r.  «»,  u\  r\  w')  s  dv  dv' 
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les  projections  de  la  force  provenant  de  l'action  de  M'  sur  M,  dv 
étant  l'élément  de  volume  de  M,  dv'  celui  de  M',  p  la  densité  na- 
turellement constante. 

Les  équations  du  mouvement  sont 

du       dv       dw 


dx       dy        dz  ' 


du  du  du 

dt  dx  dy 


dv  dv  dv  dv 

u  —r-  -4-  v  -——  -h  w 


dt  dx  dy 

dw  dw  dw  dw 


£  =fffxd*'dyds' 


u 


dt  dx 


'S*-*- SfS*«*«- 


les  intégrales  triples  étant  étendues  au  volume  de  l'alome. 

Dérivons  la  première  par  rapport  à  x,  la  seconde  par  rapport  à 
y%  la  troisième  par  rapport  à  2;  on  en  tire  en  ajoulant 


(*9) 


(du\*      /ffrV      ( dw\*         du  dv  du  dw  dv  dw 

dx)        \dy)        \dz  ]  'Sy  dx  dz  ~dx  dx  ~dy 


—s- 9  -y-»  -,  -  représentent  des  différentielles  totales  des  fonctions 
X,  Y,  Z  qui  contiennent  x,  y,  z  explicitement  d'abord,  puis  dans 


w,  t>,  w. 


Je  vais  montrer  qu'il  est  impossible  de  trouver  des  fonctions  X, 
Y,  Z  satisfaisant  à  cette  équation;  pour  cela  je  remarquerai  que, 
d'une  part,  les  fonctions  m,  c,  w  ne  sont  assujetties  qu'à  la  relation 


du        dv       dw 

dx        dy        dz  ~~    ' 


et  que  d'autre  part,  si  nous  supposons  ces  fonctions  définies  pour 
une  étendue  suffisante  de  l'espace,  on  peut  faire  varier  la  forme 
de  l'atome,  de  façon  à  rendre  arbitraire  le  contour  de  la  surface  à 
l'intérieur  de  laquelle  est  prise  l'intégrale  triple  pourvu  toutefois 
que  le  volume  qu'elle  comprend  ne  varie  pas  ;  car  il  est  à  remarquer 
que  les  fonctions  X,  Y,  Z  peuvent  contenir  ce  volume;  ce  serait 
une  constante  caractéristique  dans  ces  fonctions.  Alors,  si  nous 
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précisons  les  fonctions  w,  v,  w\  l'équation  (29)  devient  de  la 
forme 

F  et  $  étant  des  fonctions  convenables  de  leurs  variables,  et,  si 
nous  précisons  alors  les  valeurs  de  x,  y,  z,  l'équation  précédente 
devient 

r\\(T\y\  z)dT'd/dz'=  K, 


f/f< 


K  étant  une  constante  indépendante  de  la  surface  limitant  l'inté- 
grale triple,  H  une  fonction  de  x',  y',  z'  convenablement  choisie. 
Je  dis  que  cette  fonction  ne  peut  cire  qu'une  constante.  Considé- 
rons, en  effet,  deux  points  M,  et  M2;  faisons  passer  par  ces  deux, 
points  une  surface  comprenant  le  volume  de  l'atome.  Si  j'aug- 
mente d'une  part  la  surface  d'un  petit  volume  v  autour  de  M,,  et 
d'autre  part,  si  je  la  diminue  d'un  petit  volume  égal  autour  de  M2, 
l'intégrale 

r\\(x\y\z')dx'dydz' 


fff< 


s'augmente  sensiblement  de 

•>H(j-,ny,,*'l) 

et  diminue  de 

vH(jr's,ys,5's); 

il  faut  donc,  puisque  la  valeur  de  l'intégrale  doit  être  constante, 

que  l'on  ait 

Uix\9yi,  s\)  =  l\(x't,/t%  z's). 

Donc  la  fonction  <I>  ne  devra  pas  contenir  x\  y\  z1 ',  et  par  suite 

l'expression 

dX       d\       M 

dx         dy         dz 

ne  devra  pas  contenir  jr',  y',  z1 ',  ni  u',  t-',  w' .  Or  elle  contient  les 
dérivées  des  quantités  u1  v,  w  au  premier  degré  seulement.  L'équa- 
tion ('29)  ne  pourra  donc  jamais  être  satisfaite.  <:.  <^.  f.  n. 
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SUR  LE  PENDULE  DE  LONGUEUR  BRUSQUEMENT  VARIABLE; 

Par  M.  L.  Lecornu. 

Considérons  un  pendule  simple,  et  imaginons  qu'au  moment 
du  passage  par  la  verticale  le  fil  se  trouve  brusquement  raccourci  : 
que  va  devenir  la  vitesse?  Si  l'on  applique  le  théorème  des  quan- 
tités de  mouvement  en  projection  horizontale,  on  est  tenté  de  ré- 
pondre que  la  vitesse  linéaire  n'est  pas  modifiée  par  le  fait  de  la 
variation  de  longueur,  car  les  deux  forces  agissantes,  pesanteur 
et  tension,  sont  toutes  les  deux  verticales  à  cet  instant.  Dans  ses 
Leçons  de  Mécanique  élémentaire ,  Delaunav,  pour  faire  la 
théorie  de  l'escarpolette,  a  supposé  que  les  choses  se  passent 
effectivement  ainsi.  Cependant  le  théorème  des  moments  des 
quantités  de  mouvement  conduit  à  une  tout  autre  conclusion  :  en 
vertu  de  ce  théorème,  comme  le  moment  de  la  tension  par  rap- 
port au  point  d'attache  est  constamment  nul,  et  comme  celui  de 
la  pesanteur  s'annule  aussi  pour  la  position  verticale  du  pendule, 
le  moment  de  la  quantité  de  mouvement,  c'est-à-dire  le  produit 
de  la  vitesse  linéaire  par  la  longueur  du  pendule,  doit  demeurer 
invariable.  En  d'autres  termes,  la  vitesse  linéaire  doit  varier  en 
raison  inverse  de  la  longueur. 

Pour  éclaircir  cette  difficulté,  il  faut  envisager  d'abord  le  cas 
d'un  pendule  qui  se  raccourcit  dans  un  temps  très  court,  mais 
fini,  et  faire  ensuite  tendre  vers  zéro  cet  intervalle  de  temos. 
Nous  effectuerons  d'ailleurs  ce  calcul  sans  avoir  besoin  de  sup- 
poser que  le  raccourcissement  coïncide  avec  le  passage  par  la 
verticale.  Soient,  à  un  instant  quelconque,  /la  longueur,  8  l'angle 

d'inclinaison  sur  la  verticale,  to  la  vitesse  angulaire  -j  >  T  la  ten- 
sion du  fil. 

Prenons  la  masse  du  pendule  égale  à  l'unité. 

On  a 

dt* 


T  =  ff  cosO-+-  io»/ —* 


Si  nous  choisissons  comme  direction  horizontale  positive  celle 
qui  correspond   aux   \aleurs  croissantes   de   0,  le   théorème  des 
xxiv.  io 
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quantités  de  mouvement  donne,  pour  chaque  élément  de  temps  <//, 

rf(/tocos8)-*-Tsinerf/  =  o. 
Remplaçant  T  par  sa  valeur,  et  tenant  compte  de  l'identité 

-rz  sin6r//  =  d  (  -r  sinO  ) — tucos8<//, 
dt*  \dt  j 

il  vient 

oosO[é/(/w)  -r-  tûdl]  -+-  g  cos6  sinOrf/  —  d  (  -j-  sinO  J  =  o 

ou  bien,  en  intégrant  de  lt  à  /.», 

I      — -_</( /Jeu )-+-<?  /      cosOsinOé//—    -j-sin6|     =  o. 

Si  Tinstant  /f    précède   immédiatement  et  si  l'instant  *2  suit 

immédiatement  la  phase  de  raccourcissement,  -7;  est  nul  pour  ces 

deux  instants,  ce  qui  fait   disparaître  le  dernier  terme.  D'autre 
part,  quand  l'intervalle  tt  —  tt  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même 

[     cosQsinQt/l.  Il  faut  donc  que  la  première  inté- 

grale  ait  aussi  une  limite  nulle.  Or,  en  appelant  A  une  quantité 
comprise    entre   la   plus   grande   et  la  plus   petite   des  valeurs 

acquises  par  — j-  dans  les  limites  d'intégration,  on  a,  avec  une 

notation  évidente. 

On  conclut  de  là  que,  pour  t»  —  fi  =  o,  c'est-à-dire  pour  un 
raccourcissement  instantané,  le  produit  t2to  doit  demeurer  inva- 
riable :  c'est  précisément  ce  qu'indiquait  a  priori  le  théorème 
des  moments.  L'erreur  commise  par  Delaunav  consiste  à  négliger 

l'intégrale  /  TsinBrf/,  sous  prétexte  que  sinft  tend  vers  zéro,  et 

sans  faire  attention  que  T  devient  en  même  temps  infini.  Le  théo- 
rème des  moments  ne  néeessite  pas,  pour  son  application,  une 
discussion  semblable,  parce  que  le  moment  de  la  tension  T  par 
rapport  au  point  d'attache  est  toujours  rigoureusement  nul. 


—  133  — 

Il  est  intéressant  de  rechercher  à  quelles  conséquences  conduit 
ici  le  théorème  des  forces  vives.  Le  travail  élémentaire  des  forces 
appliquées  (tension  et  pesanteur)  est 

ou  bien 

d*t 


dt* 


d!  —  tù*ldl  —  ^/sinOdû. 


petite.  Le  premier  terme,  dont  l'intégrale  indéfinie  est  -  f-r-^ 


Si  le  raccourcissement  total  /,  —  l2  est  produit  dans  un  temps 
infiniment  petit,  le  dernier  terme  donne  une  intégrale  infiniment 

donne  un  résultat  nul,  puisque  -j-  est  nul  aux  limites  d'intégra- 
tion. Il  reste  donc  seulement 


-  f'uUdl  =   f  '  u>*ldl. 


Mais  toi2  =  (o,  r\  =  co2/j|.  Le  travail  total  est  donc 


(O 


"lï-iMn-ti 


ce  qui  peut  encore  s'écrire 

l(o>î/î  — eu?/?). 

On  trouve  ainsi,  comme  il  fallait  s'y  attendre,  que  le  travail  est 
égal  à  l'accroissement  de  force  vive. 

Au  lieu  d'appliquer  le  théorème  des  forces  vives  dans  le  mouve- 
ment absolu  du  pendule,  on  pourrait  considérer  le  mouvement 
relatif  par  rapport  à  la  direction  de  la  tige.  Le  travail  de  la  pe- 
santeur et  de  la  tension,  dans  le  mouvement  brusque  dont  il 
s'agit,  resterait  le  même  que  précédemment.  Mais,  au  lieu  de  se 
traduire  par  un  accroissement  de  force  vive,  il  se  trouverait 
annihilé  par  le  travail  négatif  de  la  force  d'inertie  d'entraînement, 
c'est-à-dire  de  la  force  centrifuge.  Et,  en  effet,  celle-ci  a  pour  va- 
leur absolue  to2  /,  et  pour  travail  élémentaire  to2/rf/. 
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J'ai  cru  devoir  insister  sur  celte  remarque  presque  évidente 
parce  quelle  montre  nettement  par  quel  mécanisme  un  système 
mobile  à  déformations  intérieures ,  tel  que  l'assemblage  d'une 
escarpolette  et  d'un  gymnasiarque,  peut  développer  de  la  force 
vive  d'entraînement  :  le  travail  interne,  considéré  dans  le  mouve- 
ment relatif,  est  en  partie  employé  à  vaincre  les  forces  d'inertie; 
dans  le  mouvement  absolu,  ces  forces  apparentes  n'existent  pas, 
et  le  travail  qu'elles  absorbaient  se  transforme  en  force  vive  :  de 
telle  façon  que,  pour  évaluer  l'accroissement  de  la  force  vive 
d'entraînement,  il  suffit  de  connaître  le  travail  des  forces  appa- 
rentes dans  le  mouvement  relatif.  Ajoutons  toutefois,  pour  être 
•exact,  qu'on  doit  également  tenir  compte  de  ce  que  le  travail  de 
la  pesanteur  n'est  pas  le  même,  en  général,  dans  le  mouvement 
•relatif  que  dans  le  mouvement  absolu,  et  cela  à  cause  des  change- 
ments de  direction  que  cette  force  éprouve  par  rapport  au  système 
entraîné.  Il  est  aisé,  en  s'appuyant  sur  ces  principes,  de  retrouver, 
par  une  autre  voie,  les  équations  auxquelles  je  suis  parvenu  dans 
ma  Théorie  de  l'escarpolette  (Association  française,  1894). 


THÉORÈME  NOUVEAU  DE  RÉVERSIBILITÉ  ALGÉBRIQUE; 

Par  M.   Désiré  André. 

1.  11  a  paru  récemment,  dans  Y  Intermédiaire  des  Mathéma- 
ticiens, sous  le  n°8H  et  avec  la  signature  Buesger,  une  question 
intéressante  de  réversibilité  algébrique.  En  voici  l'énoncé  textuel  : 

Si  l'on  pose 

f{x*V,  z)  =  x*-—yz, 

les  formules 

/(jr,  y,  z)  _  fi  y,  z,x)  _  fjzy  x,y) 
X  Y  Z 

donnent 

/(X.  Y.Z|       f(\\  Z,  X)  =  /«Z.X,  Y) 

-r  y  ~~  - 

Y  a-t-il  d'autres  exemples  analogues? 

En  cherchant  de  tels  exemples,  j'ai  obtenu  un  théorème  général 
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qui  en  fournit  une  infinité  :  celui  qu'on  vient  de  lire  n'est  que  le 
premier,  c'est-à-dire  le  plus  simple  d'entre  eux. 

2.  Considérons  les  deux  suites,  de  n  nombres  chacune, 

*"\  y  3*1  »  ***3  »    •  •  •  »    •  •  •  i   •Tfi  5 
A | ,  Aj,  A3 ,  .  .  . ,    .  .  . ,  A n . 

Avec  les  nombres  de  la  première,  formons  le  rectangle,  de  n  co- 
lonnes et  de  n  —  1  lignes, 

^t      ^.l      «A       Tn  r\ 

***3      jr\      ^i       J"l  &i 

Xn      J"|       Xt       #«--J      2*«-1  i 

et,  avec  ceux  de  la  seconde,  le  rectangle  pareil 

Xj     \3     Xk     Xn         X| 

A3     X  j,     A3      \  1  A  2 

X/i     Xi     Xj     X,i_j     X,!—!. 

Prenons  les  déterminants  qui  se  déduisent  du  premier  de  ces 
rectangles  parla  suppression  de  la  i,e,  de  la  2e,  . . .,  delà  niim*  co- 
lonne, et,  après  les  avoir  affectés  alternativement  du  signe  -f-  et 
du  signe  — ,  désignons-les  par  S(,  S2,  ...,  8„;  prenons  enfin  les 
déterminants  qui  se  déduisent  du  second  rectangle  par  le  même 
procédé,  et,  après  les  avoir  affectés  aussi  alternativement  des 
signes  4-  et  — ,  désignons-les  par  A, ,  A2,  . . .,  A„. 

Le  théorème  général  qui  fait  l'objet  de  la  présente  Note  peut 
s'énoncer  ainsi  : 

Théorème.  —   Si  l'on  a 

^1   —    rtL  —  —    tjn 

—  v-  •  •  •   —   «»     * 

1  A  j  \n 

on  a  aussi 

A,  __  Aj  _         __  A^ 
—         —  . . .  —       f 


t         • 


et  réciproquement . 
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3.  Ce  ihéorème,  pour  n  =  3,  nous  donne,  aux  notations  près, 
l'exemple  cité  par  M.  Buenger.  11  nous  en  donne  évidemment  une 
infinité  d'autres,  d'autant  plus  compliqués  qu'ils  correspondent  à 
des  valeurs  plus  grandes  de  n.  C'est  un  théorème  très  général. 
C'est  aussi,  ce  me  semble,  un  théorème  nouveau.  J'en  ai  envoyé 
à  Y  Intermédiaire,  comme  réponse  à  la  question  811,  l'énoncé  tel 
qu'on  vient  de  le  lire,  mais  sans  le  faire  suivre  de  la  démonstra- 
tion. C'est  cette  démonstration  que  je  vais  exposer  maintenant. 

4.  Supposons  que  l'on  ait 


et  considérons  le  déterminant 

A|    At    A8 

Xf      Xz      x± 
X%       X±       Xg 


M  = 


*  X"' 


A/i— i     An 
xn  X\ 

X\  xt 


X, 


X\       X\ 


&n—\      &n—\ 


qui  est  du  nième  ordre  et  qui,  par  la  suppression  de  sa  première 
ligne,  se  réduit  au  premier  des  rectangles  formés  précédemment. 
Il  est  évident  que  nous  avons 

M  =  Ai8|  -+-  AjOj  -h  A3o3  -+-  . . .  -4-  A/,-iO/t_i  -h  AM0/|. 

Or,  si  l'on  remplace,  dans  ce  déterminant  M,  les  éléments  A 
de  la  première  ligne  par  les  élémenls  correspondants  d'une  quel- 
conque des  lignes  suivantes,  ce  déterminant  s'annule.  De  là  ces 
n  —  i  identités 


*3 

-+-^302 

-h  . 

.  •  -\-  X\ 

0«-l 

-h  Xi 

0,1 

0/1 

= 

0, 

*n 

-f- X,02 

-H  X203 

H-  . 

. .  ■+-  X n- 

-S  0,4- 

-1-+-  x 

/t-1 

o« 

■ 

Ces  identités  étant  homogènes  par  rapport  aux  quantités  S, 
nous  pouvons  y  remplacer  ces  quantités  0  par  les  quantités  X  qui 
leur  correspondent  et  qui,  d'après  notre  hypothèse,    leur  sont 
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proportionnelles.  Nous  avons  donc 

Xi  \|  -+-  X3Xt  ■+-  J't,  \3  -r-  . . .  -h  xn  \n-\  +  J"!  \«  =  o, 
rjXi  +  JiXj  +  TiXj-i-  ...  -h  xx  Xn-\  +^1X^0, 

• • ••» 

x„Xy  -i-  xi\t  -+-  XjXj  -+- . . .  -h  jr„_|X /,_!-*-  Xrt-iX/,  =  o. 

Mais  ces  nouvelles  identités,  grâce  à  la  façon  dont  nous  avons 
formé  notre  premier  rectangle,  constituent  un  système  qui  se 
transforme  en  lui-même  lorsqu'on  y  remplace  à  la  fois,  sans  tou- 
cher aux  indices,  les  nombres  x  par  les  nombres  X,  et  les 
nombres  X  par  les  nombres  x.  Par  cette  opération,  en  effet,  la 
première  de  ces  identités  reproduit  la  dernière;  la  deuxième, 
l'avant-dernière;  la  troisième,  Tan  té-pénultième,  et  ainsi  de  suite. 
Nous  pouvons  donc  écrire  ce  système  d'identités  sous  celte  nou- 
velle l'orme  : 

Xs-fl-r-  X3Xt  H-  X%J'3  -h  ..  .  -f-  XnJTn-t-h  XiXn  =  O, 
X3X1  --  X%Xt  -a-  X}Xn  -r-  .  .  .  -h  X|   Xn-i  -î-  X»  Xn  =  O, 


Xnxl-h-  XiXt  -f-  Xjj'a  -+-  . . .  -+-  Xn.txn-i-h  Xn-ixn  =  o. 

Ainsi  écrites,  ces  identités  peuvent  être  regardées  comme  for- 
mant un  système  de  n  —  1  équations  linéaires  et  homogènes, 
relativement  aux  n  inconnues  xt,x2,  ...,  xH.  Ces  n  inconnues 
sont  donc  proportionnelles  aux  déterminants,  affectés  alterna- 
tivement des  signes  -+-  et  — ,  qu'on  déduit  du  rectangle  formé 
par  leurs  coefficients,  en  y  supprimant  la  irc,  la  ae,  ...,  la 
nirme  colonne.  Or  le  rectangle  de  ces  coefficients  n'est  autre  chose 
que  le  second  des  rectangles  écrits  précédemment.  Donc  les  dé- 
terminants dont  nous  parlons,  pris  avec  les  signes  indiqués,  ne 
sont  autres  choses  que  A,,  A2,  . ..,  A„.  Donc  finalement 

•rl   xt  x„ 

\~   """  T"   ~~   '  '  '   ~~   A     ' 

ce  qui  démontre  notre  théorème. 

Il  est  bien  évident,  d'ailleurs,  que  la  réciproque  n'a  pas  besoin 
d'être  démontrée. 
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LE  PRINCIPE  DE  DUALITÉ  ET  CERTAINES  INTÉGRALES  MULTIPLES 
DE  L'ESPACE  TANGENTIEL  ET  DE  L'ESPACE  RÉGLÉ; 

Par  M.  Elie  Cartaiv. 


On  a  considéré  de  tout  temps,  depuis  qu'il  y  a  des  géomètres, 
des  intégrales  multiples  relatives  à  des  ensembles  de  points  dans 
le  plan  ou  dans  l'espace,  intégrales  exprimant  des  propriétés  mé- 
triques de  ces  ensembles,  c'est-à-dire  ne  changeant  pas  de  valeur 
lorsqu'on  fait  subir  aux  points  un  même  déplacement  dans  le  plan 
ou  dans  l'espace.  De  cette  nature  sont  Vaire  d'une  portion  du  plan 
et  le  volume  d'une  portion  de  l'espace. 

Il  est  tout  naturel,  après  les  développements  qu'a  pris  dans  ce 
siècle  le  principe  de  dualité  qui  nous  fait  regarder  le  plan  comme 
engendré  par  des  droites  aussi  bien  que  par  des  points,  et 
l'espace  comme  engendré  par  des  plans  aussi  bien  que  par  des 
points,  de  se  demander  si  certaines  intégrales  multiples  étendues 
à  des  ensembles  de  droites  dans  le  plan  ou  à  des  ensembles  de 
plans  dans  l'espace  ne  jouiraient  pas  de  propriétés  analogues  à 
Vaire  et  au  volume,  c'est-à-dire  ne  pourraient  pas  être  invariantes 
lorsqu'on  fait  subir  à  toutes  ces  droites  ou  à  tous  ces  plans  un 
même  déplacement.  La  question,  ainsi  posée,  se  réduit  à  un  pur 
problème  de  calcul,  grâce  aux  théories  de  M.  Lie,  qui  permettent 
de  former  toutes  ces  quantités.  Néanmoins,  on  peut  les  considérer 
à  un  point  de  vue  plus  élémentaire  que  celui  que  nécessiterait 
l'application  des  méthodes  de  M.  Lie  et  les  former  a  priori.  Voici 
les  principaux  résultats  auxquels  on  arrive. 

Il  existe  dans  le  plan,  regardé  comme  engendré  par  des  droites, 
une  intégrale  double  invariante  exprimant  une  propriété  métrique 
dTun  ensemble  quelconque  de  droites  dépendant  de  deux  para- 
mètres, pourvu  que  parmi  les  droites  de  cet  ensemble  ne  ligure 
pas  la  droite  de  l'infini.  Si  l'on  prend  l'ensemble  des  droites  qui 
coupent  un  segment  de  droite  donné,  V intégrale  correspon- 
dante est  égale  au  double  de  la  longueur  de  ce  segment;  si 
l'on  prend  C  ensemble  des  droites  qui  coupent  une  courbe 
fermée  convexe,  on  obtient  le  périmètre  de  cette  courbe. 
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Il  existe  encore  dans  le  plan  une  autre  intégrale  simple  étendue 
à  des  droites  dépendant  d'un  seul  paramètre  :  elle  exprime  sim- 
plement l'angle  des  deux  droites  limites. 

Dans  l'espace  tangentiel,  c'est-à-dire  considéré  comme  engen- 
dré par  des  plans,  il  existe  de  même  deux  intégrales  :  l'une  double, 
étendue  à  des  ensembles  de  plans  dépendant  de  deux  paramètres, 
exprime  l'aire  découpée  sur  une  sphère  de  rayon  égal  à  l'unité 
par  les  normales  aux  plans  menées  par  le  centre  de  cette  sphère. 
La  deuxième  est  une  intégrale  triple  et  est  donc  étendue  à  des 
ensembles  de  plans  quelconques,  pourvu  toutefois  que  le  plan 
de  l'infini  ne  soit  pas  l'un  d'eux.  Etendue  à  V ensemble  des  plans 
qui  coupent  un  arc  de  courbe,  cette  intégrale  est  égale  au 
produit  de  tz  par  la  longueur  de  cet  arc  de  courbe.  Mais  ce  qui 
fait  surtout  l'intérêt  de  cette  intégrale,  c'est  que  si  on  V étend  à 
l'ensemble  des  plans  qui  coupent  une  surface  fermée  convexe, 
pour  fixer  les  idées,  on  a  une  nouvelle  quantité,  qu  on  peut 
appeler  le  périmètre  de  cette  surface,  de  la  même  dimension 
qu'une  longueur;  le  périmètre  ainsi  défini  d'une  sphère  est 
égal  au  quadruple  de  son  diamètre;  celui  d'un  cylindre  droit 
est  égal  au  périmètre  ordinaire  de  sa  base  augmenté  du 
double  de  la  hauteur.  Le  périmètre  d'une  surface  fermée  peut 
donc  être  regardé,  en  un  certain  sens,  comme  le  dualistique  du 
volume  situé  à  l'intérieur  de  cette  surface. 

Enfin,  on  peut  aussi  regarder  l'espace  comme  engendré  par  des 
droites,  ce  qui  le  rend  son  propre  dualistique,  et  il  existe  aussi 
dans  l'espace  réglé  des  intégrales  multiples  métriques.  Une  de 
ces  intégrales  est  une  intégrale  quadruple  et,  par  suite,  s'étend  à 
des  ensembles  de  droites  quelconques;  étendue  à  l'ensemble 
des  droites  qui  coupent  une  portion  de  surface,  elle  est  égale 
au  produit  de  —  par  l'aire  de  cette  portion  de  surface  ; 
étendue  à   l'ensemble  des  droites   qui  coupent    une  surface 

fermée  convexe,  elle  est  égale  au  produit  de  7-  par  l'aire  de 
cette  surface. 

Il  existe  deux  autres  intégrales  de  l'espace  réglé,  et  elles  sonl 
doubles,  par  suite  s'étendent  à  des  ensembles  de  droites  d'une 
congruence  ;  lune  (relies  représente  Taire  découpée,  sur  une 
sphère  de  rayon  égal  à  i'unité,  par  les  parallèles  à  ces  droites  nie- 


-  142  - 

nées  par  le  centre  de  la  sphère.  Quant  à  l'autre,  elle  jouit  de  la 
propriété  de  se  reproduire,  divisée  par  n,  lorsque  les  droites  de 
la  congruence  se  réfractent  à  travers  une  surface  dans  un  milieu 
d'indice  /i;  de  plus,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
les  droites  d'une  congruence  soient  normales  à  une  même  sur- 
face est  que  l'intégrale  relative  à  tout  pinceau  de  la  congruence 
soit  nulle,  d'où  résulte  immédiatement  que,  par  réfraction,  la 
congruence  des  droites  normales  à  une  surface  se  change  en 
une  congruence  jouissant  de  la  même  propriété,  ce  qui  est  un 
théorème  bien  connu. 

La  forme  même  de  toutes  ces  intégrales  suggère  l'idée  de  les 
généraliser  en  définissant  les  angles  et  les  distances  au  moyen  de 
rapports  anharmoniques  relativement  à  une  quadrique  quelconque 
remplaçant  le  cercle  imaginaire  de  l'infini.  Ces  intégrales  géné- 
ralisées jouissent  de  propriétés  essentiellement  analogues  aux 
premières.  Celles  qui  sont  relatives  à  l'espace  réglé  conduisent 
même  à  des  remarques  intéressantes  sur  le  complexe  des  tan- 
gentes à  une  quadrique;  mais  leur  développement  aurait  été  un 
peu  étranger  au  sujet,  et  je  me  suis  contenté  d'indiquer  l'existence 
de  ces  intégrales. 

Les  deux  premiers  paragraphes  sont  consacrés  aux  intégrales 
du  plan,  le  troisième  aux  intégrales  de  l'espace  tangenliel,  le  qua- 
trième aux  intégrales  doubles  et  le  cinquième  à  l'intégrale  qua- 
druple de  l'espace  réglé. 

0 

Etant  donnés,  dans  un  plan,  deux  axes  de  coordonnées  rectan- 
gulaires Ox,  Oy>  considérons  un  ensemble  de  droites 

ut  -+-  v  y  -+-  i  =  o 
cl  l'intégrale  double 

/'•    /•     du  dv 

(«) 


/      i       au  av 


1 


étendue  à  toutes  les  droites  de  cet  ensemble.  Cette  quantité  jouit 
de  la  propriété  remarquable  de  ne  pas  changer  de  valeur  lors- 
qu'on fait  subir  à  toutes  les  droites  considérées  un  luème  dépla- 
cement  dans    le    plan  ,    ou    encore ,    ce    qui    revient   au   même  , 
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lorsqu'on  effectue  un  changement  quelconque  de  coordonnées 
rectangulaires. 

Pour  démontrer  ce  fait  et  le  mettre  nettement  en  évidence, 
introduisons  les  coordonnées  homogènes  de  la  droite,  c'est-à-dire 

remplaçons  u  et  v  par  —  >  —  >  où  //,  r,  sv  devront  être  regardées 

comme  fonctions  de  deux  paramètres  a  et  jî.  Alors  (f) 

,     .  .  u     .  v        udvdw  ■+-  vdwdu  -+-  wdudv 

dudv  =  a  —  a  —  =  - • 

w      w  w* 


Par  suite,  l'intégrale  double  devient 


,    N  .  udvdw  -*-  vdwdu -¥-  wdudv 

(2) 


// 


(tt^H-P*)"1 


Or,  tout  changement  de  coordonnées  rectangulaires  revient  à 
effectuer  sur  u,  r,  w  une  substitution  linéaire  reproduisant  la 
forme  u-  -h  v2  h  un  facteur  constant  près.  Mais,  par  une  substi- 
tution linéaire  quelconque,  le  numérateur  de  la  quantité  sous  le 

signe  /  /  se  reproduit,  multiplié  par  le  déterminant  de  la  substi- 
tution ;  car  des  formules 

Iu  =  a  u'  -4-  b  v'  ■+-  c  w' , 
v  =a'u'-hb'v'-hc'w', 
w  =  a'  u'  -4-  b'v'-±-  c*w\ 

(')  On  a,  en  effet, 

.     .        (du  ôv       du  ôv\   ,     ,0 

si  l'on  pose 

"  -/(^:a,v,  ...,Ç),         v-  ?(X,  ;x,  v,  ...,£), 

du  =  \cCk  +  Ud\x-h...-hCd\t        dv-  A'  dk-hB'  d\i-r- . .  .-h  C  </;, 
on  a 

tffirfi>  =  (  ArfX-f-  Btf;x  -+-...  -f-Crf;)  (A'rfX-f-  B'rfjx +. . .+ C'cflj), 

à  condition  de  remplacer,  dans   le  produit   du   second   membre  effectué  sans 
altérer  l'ordre  des  différentielles  de   chaque  produit   partiel,  a"kd\  par  o  et 

d\d\k  =  —  c/jxeA  par  ~~- ~  d%d^. 

L)  (  a,  p  ) 
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on  déduit 


u  dç  dw  -+-  4?  du  *  du  -+-  w  du  d\m 
u    v     w 
b    b'    b' 

I  w 

l  c     c      c 
=  i{u'dvdw'-+-  p' dw' du' 


dv  dw1  — 


II       t*        II'    I 

!  ! 

«  I 
a     a      a 

\b     b'     b'  \ 

w'dud?' ». 


du'  dt 


D'autre  part,  eo  ce  qui  regarde  le  dénominateur,  il  se  repro- 
duit, dans  le  cas  présent,  à  un  facteur  constant  près.  Ce  facteur 
est  égal  à  A.  En  effet,  d'abord  c=  c'=  o\  de  plus,  si  Ton  ex- 
prime 


tur -r-  r y  —  tr  =  A <  u  x  —  c  y  -r-  w  ». 


on  trou\e 


\ 


X-r'  =  ax  —  tt'y  —  <îr, 


A  r  =  bx  •+■  b'  y  —  b*. 


A        = 


formules  qui  doivent  représenter  un  changement  de  coordonnées 

rectangulaires:  donc 

ab  —  b*=c'*r 

et  comme  la  forme  #*2-r  t'2  se  reproduit  multipliée  par  le  déter- 
minant de  la  substitution  en  //,  t*  (*\  le  facteur  cherché  est 

(  ab  —  bu'  i*  =  i  ab  —  ba'   c*  =  A. 

On  \oit  donc  linalement  que  la  quantité  sous  le  signe  /  f  .  dans 

I  iutégrale  »  -i'\  se  reproduit  par  tout  changement  de  coordonnées 
rectangulaires.  L'intégrale  \-i\  exprime  donc  une  propriété  mé- 
trique de  l'ensemble  de  droites  considéré. 

Forme  particulier**  de  l'éauation  double.  —   Prenons  pour 
#/.  *•.  %%*  les  coordonnées  normales  de  la  droite 


U   =  «>•>!, 


Mil  2, 


%l 


=  —!' 


i   •  m 


:.-—»-  —  h    u  '-  —  » 


!•*  di^cnniîaaat  Àt  lé  noavi'lle  l  ttiic.   qui  ot  ' mjI  *  -• 
1j  déterminant  d*  ?>  >tjh>tjluti"n:    i"ni 


i    ;t  '.ïrxr  i^*1 


u    ;«rrr 


_    .  * 
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alors  dudv  s'annule,  el  il  reste 


l    /  (udv  —  vdu)dw  =  /   /  dpd%. 


En  particulier,  si  l'on  considère  l'ensemble  des  droites  qui  cou- 
pent un  cercle  donné  de  rayon  R,  cercle  qu'on  peut,  d'après  ce 
qui  précède,  supposer  décrit  de  l'origine  comme  centre,  il  faut 
l'aire  varier  p  de  o  à  R  el  a  de  o  à  tltz;  ce  qui  donne,  dans  ce  cas, 


/  /  dp  d%  =  -1  t.  R , 


c'est-à-dire  le  périmètre  du  cercle.   C'est  un  cas  particulier  du 
théorème  suivant  : 

,,.      .         »       .      .1       /"    /*  udvdw  -+■  vdwdu-^-  wdudv      .         , 
L  intégrale  double   j     j     5 >  étendue 

à  toutes  les  droites  gui  coupent  une  courbe  fermée  convexe, 
est  égale  au  périmètre  de  cette  courbe. 

Ce  théorème  est  lui-même  une  conséquence  du  suivant  : 

L'intégrale  double  précédente,  étendue  à  toutes  les  droites 
qui  rencontrent  un  segment  de  droite  donné,  est  égale  au 
double  de  la  longueur  de  ce  segment. 

Démonstration.  —  On  pourrait  démontrer  ce  théorème  en 
donnant  au  segment  une  position  particulière;  maison  peut  aussi 
le  démontrer  directement  dans  le  cas  général. 

Soient  Uqj  r0,  u>0  les  coordonnées  normales  de  la  droite  qui 
porte  le  segment;  on  a 

"o  -H*'»  =  If 

u0x  -+-  i\r  ■+•  *v0  =  o, 

u0dx  -f-  v0dy  =  o. 
Posons 

«o m  -+■  i>0r  =  X , 

m* -h  i'!  =  i  ; 
on  aura  alors 

(4)  X*-4-;jl«=i. 


—  m  - 

et  Ton  devra  donner  à  X  et  [/.  toutes  les  valeurs,  de  façon  que  le 

rapport  —  passe  une  fois  et  une  seule  par  une  valeur  donnée;  ce 

qu'on  obtiendra  en  prenant  jjl  positif  et  )„  quelconque.   On  aura 
alors 

Il   =  I/0  X  -h  i'o  {A, 
V    =    |?0  X  —  M0  f*. 
(    IV  =  tl»0X-f-  p(u0y  —  i'o^) 

et,  par  suite,  en  vertu  de  (4), 

udvdw  -+-  vdwdu  -+-  wdudv  =  (udv  —  vdu)dw 

=  —  \L(\d\L —  p.dk)(u0dy —  VqcLc). 
Enfin  on  a 

(u0dy  —  r0 dx)1  =  ( U*  -+-  %>l ) ( dx* -+-  dy% )  —  ( u0 dx -+- v9dy)*  =  dx* -+-  dy*% 

de  sorte  que 

*u  dv  dw  -h  v  dw  du  -+-  w»  du  dv 


ff 


(Ml-4-«»l)î 


-   =    /   !  iLCkdp—iLd^y/dxi-hdy*. 


En  posant 

X  =  sin©,         «x  =  cos©,         —  -  <  ©  <  - 

1  •  JL  *  'A 

celte  intégrale  se  transforme  enfin  en 


7C 


1 


.v  désignant  la  longueur  du  segment. 

Il  résulte  immédiatement  de  là  que,  étant  donné  un  arc  de 
courbe  quelconque,  on  obtient  en  coordonnées  tangentielles  le 
double  de  la  longueur  de  cet  arc  en  prenant  r  intégrale  double 

yj  ^  étendue  aux  droites  qui  coupent  l'arc  de  courbe 

autant  de  fois  qu'elles  ont  de  points  d'intersection  avec  cet 
arc. 

Ce  théorème  contient  comme  cas  particulier  celui  qui  est  relatif 
à  une  courbe  fermée  convexe.  Par  exemple,  pour  l'ellipse 
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on  peut  obtenir  toutes  les  droites  en  question  en  posant 


/*  r 

ii=-coso,         *>=Tsin©,        '*>!,     o<o<ar, 

a        *  o 


et  alors 

a1  b*  dv  do 

s 
cos'cp)* 


r    r     dudv      _     r   r a*b*drdo 

J  J    (i^-Hi'*)*       J  J    r*("*sin«© -+-£*< 


r — 

./rt       («*  sin* 


©  -+-  6*  cos,«p)î 


8  *■ 


Au  lieu  de  se  placer  en  coordonnées  rectangulaires,  on  peut 
aussi  se  placer  en  coordonnées  obliques.  Si  alors 

o(u,v)  =  o 

est  l'équation  tangentielle  des  points  circulaires  à  l'infini,  il  n'y  a 
qu'à  considérer  l'intégrale  double 


// 


yà(udvdiv  h-  vdwdu  -f-  wdudv) 


i 

\t 


\9(U,V)]' 

o  désignant  le  discriminant  de  la  forme  s.  Cette  intégrale  est 
égale  à  la  précédente;  par  exemple,  si 

cp  (  tl,  V  )  =  U*  -h  i'1  —  ï  uv  cos  0, 

on  a 

si n  6  (  u  dv  dw  -\-  v d%v  du  -+-  w  du  dv  ) 


ff 


3_ 
[M1-*-  V* 2  UV  COS 8]* 


Plus  généralement  considérons  une  conique,  que  nous  appelle- 
ront conique  fondamentale  ou  conique  absolue,  ayant  pour 
équation  tangentielle 

(i)  '?(",*>,  «')  =  o, 

et  considérons  l'intégrale  double 

où  A  désigne  le  discriminant  de  la  forme  s. 
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Si  Ton  effectue  sur  //,  r,  w  une  substitution  linéaire  quel- 
conque de  déterminant  D,  la  forme  <p  se  change  en  une  forme  ç', 
dont  le  discriminant  A'  est  égal  à  AD2,  de  sorte  que 

SÏD(u'dv'dw'+  v'div'du'-h  w'dudv) 


I J      s 


I  conserve  la  même  forme.  L'intégrale  I,  étendue  à  un  ensemble 
de  droites  donné,  représente  donc  une  quantité  attachée  à  cet  en- 
semble de  droites  et  à  la  conique  fondamentale,  quantité  qui  se 
conserve  par  une  substitution  linéaire  quelconque  effectuée 
sur  les  droites  et  la  conique. 

En  particulier,  on  peut  se  proposer  de  chercher  la  signification 
de  cetle  intégrale,  lorsqu'on  l'étcnd  à  l'ensemble  des  droites  qui 
coupent  un  segment  de  droite  donné,  ou  plus  généralement  un 
arc  de  courbe  donné.  Il  faut  naturellement,  pour  que  cela  ait  un 
sens,  que  la  forme  cp  ne  puisse  s'annuler  pour  aucune  de  ces 
droites,  c'est-à-dire  ou  bien  que  ç  soit  une  forme  définie,  ou 
bien,  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  que  le  segment  considéré  soit  tout 
entier  à  l'intérieur  de  la  conique  fondamentale. 

Mais,  avant  d'aller  plus  loin,  il  est  nécessaire  de  rappeler  quel- 
ques définitions  souvent  usitées  en  Géométrie  projeclive. 

Etant  donnés  deux  points  A,  B  (à  l'intérieur  de  la  conique  fon- 
damentale, si  cette  dernière  est  réelle)  appelons  distance  de  ces 
deux  points  le  logarithme,  divisé  par  21(011  par  2,  si  la  conique 
est  réelle),  du  rapport  anharmonique  des  points  A,  B  et  des  deux 
points  d'intersection  de  la  droite  AB  avec  la  conique. 

Etant  de  même  données  deux  droites  (se  coupant  à  l'intérieur 
de  la  conique,  si  celle-ci  est  réelle),  appelons  angle  de  ces  deux 
droites  le  logarithme,  divisé  par  2/,  du  rapport  anharmonique  de 
ces  deux  droites  et  des  deux  tangentes  à  la  conique  menées  par 
leur  point  d'intersection. 

Cetle  dernière  définition  coïncide  avec  la  définition  ordinaire  si 
laconique  fondamentale  est  formée  des  deux  points  circulaires  à 
l'infini. 
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Si  Ton  fait  la  perspective  sur  un  plan  d'une  sphère,  le  point  de 
vue  étant  au  centre  de  la  sphère,  et  qu'on  prenne  pour  conique 
fondamentale  l'intersection  du  plan  et  du  conc  asymptote  de  la 
sphère,  on  retombe  sur  la  distance  sphérique  des  points  de  la 
sphère  dont  on  prend  la  perspective  et  sur  Y  angle  des  grands 
cercles  qui  se  transforment  en  droites;  de  sorte  qu'on  a  affaire, 
dans  ce  cas,  à  la  Géométrie  sphérique  ordinaire. 

Quoi  qu'il  en  soit,  cherchons,  d'après  ces  définitions,  l'expres- 
sion de  la  dislance  d  de  deux  points  (xt, y^  zt)  et  (x>2,y2,  s2). 
Les  coordonnées  des  points  d'intersection  de  la  conique  avec  la 
droite  qui  les  joint  sont  de  la  forme 

•r,-+-X.rt,    yt-t-lfr,     -5i-hXsf, 

et  il  faut  donner  à  \  les  deux  valeurs  )>,,  )t3,  racines  de  l'équation 

où  f  désigne  le  premier  membre  de  l'équation  ponctuelle  de  la 
conique  et  f'XJ  f'y}  f.  ses  de  mi-dé  rivées.  On  a  donc  par  défini- 
tion, si  la  conique  est  imaginaire, 

*i  »*         3t/Vx,x, 

c'est-à-dire 

(3)     z\nd  =  i/f(Xi,yi'  Zl)f(Xi'y*'  Zt)  ~  (r*f'x*^ 

et  de  même,  si  la  conique  est  réelle, 

f*d (>  —  d 

sJi  d  = 


O') 


V  'f{jrityu*i)f{x%9yt,*t) 

Nous    aurons    de     même,    pour    l'angle  V    de    deux    droites 
(lit,  r,,  (V|)  et  (f/2,  r2,  iv2),  la  formule 

(  '       sin  V  —  4  /?(  f/|*y|'  u>1  )  ? (  f/f  '  y»f  ^  )  ~  (  M«?''i  "+~  y»?«,«  "*"  tvs?'"'.  )* . 

4         Sl!1  'V  ?(«!»  «,l»»'l)?("l»«'l»  "'*>> 

En  particulier,  la  distance  rfs  de  deux  points  infiniment  voisins 
xxiv.  1 1 
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(x,y,  z)  et  ( x  -h  dx,  y  -h  dy,  z  -f-  dz)  est 


V  f(*,y,*Y 


—  (  fxdx±fydy  -hf'»dz)* 


et,  si  Ton  choisit  x,  j',  5  de  façon  que/"(.r,  j',  5)  garde  une  valeur 
constante, 


<5>  *-v^g 


ou 


ds=  /_/^p^) 


suivant  que  la  conique  est  imaginaire  ou  réelle. 

De  même  l'angle  dV  de  deux  droites  infiniment  voisines  est 


(6) 


en  supposant  cp (w,  v,  tv)  constant. 

Cela  étant,  considérons  l'intégrale  I  et  cherchons  sa  valeur  lors- 
qu'on Tétend  à  toutes  les  droites  qui  coupent  un  segment  AB 
(situé  à  l'intérieur  de  la  conique  fondamentale,  dans  le  cas  où 
elle  est  réelle).  Soient  u0}  Voi  w0  les  coordonnées  de  la  droite  AB, 
et  supposons  que/(.r,  y,  z)  est  la  forme  adjointe  de  ç,  ses  coef- 
ficients étant  les  mineurs  du  discriminant  de  es.  Posons 

Alors  «,  c,  w  sont  déterminés  par  les  équations 


t  '«Il 


IV 


'?»»•« 


=  x. 


(7) 


U T  -+-  i^  -h  IV  S  =  O, 


3  étant  une  valeur  qu'on  peut  supposer  constante.  Pour  résoudre 
les  équations  (7),  introduisons  le  déterminant 


CP 

«M 

1 

?»v 

?.'•. 

— 

X 

.K 

•5 

//  I'  IV 


=      u 


t)        *  0 


IV, 


y^"      J  y      J  t 


cette  dernière  identité  résultant  de  ce  que /est  la  forme  adjointe 
de  a. 


u 


"o 


—  loi 


On  a,  en  faisant  le  produit  de  ces  deux  derniers  déterminants, 


V        w 

s 

<>Q      w* 

— 

Jy    Jz 

<p(tt,  v,  w)  X  o 

X  ?("o,^oiWo)  o 


=  /(*»>'»  *)(??o  —  X* 


Si  donc  on  pose 


(*<>/;  -  w0/;.)  m  -+-  (  w0/;— "o/o  v  -+-  ( "o/;  —  ^o/;.)  w  =  n, 


on  aura 


(8) 


fi*  -+-/(x,y,  s)X*  =f(x,y,  z)  y(u,  v,  w)  çp(ii0,  ^o,  w0). 


On  peut  remarquer  que,  dans  l'hypothèse  faite,  /  est  essen- 
tiellement positif  (*). 

On  a  donc  trois  équations  linéaires  pour  déterminer  u,  «',  w  en 
fonction  de  X,  [x,  x,  ^-,  5,  et  il  suffira  de  donner  à  [/.  des  valeurs 
positives  et  à  X  des  valeurs  positives  ou  négatives,  de  façon  à  satis- 
faire à  l'équation  (8).  Enfin,  on  pourra  s'astreindre  à  multiplier 
x,y,  z  par  un  facteur  tel  que  f(x,y,  z)  reste  constant;  alors  X 
et  pi  seront  fonctions  d'un  même  paramètre. 

La  résolution  des  équations  donne,  après  un  calcul  facile, 


(9)  l  /(*>.r>*)?("o,  *>o,  w0)i> 

d'où 


u0/(x 

>.r> 

^)x  •+-(?:.. 

~  ?w« 

,.7)»*» 

*>(>/(*, 

.r» 

*)*  +  (?!*, 

a?- 

-<p«. 

s)n> 

Wo/(^ 

>r> 

*)*  H-(?i. 

r- 

-?'* 

*)H. 

f*vl(udvdiv  -h  vdwdu  -+-  ivdudv) 

rfjr     rfj/"     cfc 

=  K/?o(Xrffx  —  jié/X) 


(X^-  j*^)(?i.rf*-T'w.rfr) 


?«•    ?^o    ¥w# 


(*)  Car  si  la  conique  est  imaginaire,  A/  est  une  forme  définie  positive;  si  elle 
est  réelle,  1/  est  positif  pour  tout  point  à  son  intérieur;  or  ici  A  est  le  carré  du 
discriminant  de  5,  donc  toujours  positif. 
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i 

A 


Pour  calculer  le  déterminant  du  second  membre,  remarquons 


u'il  est  égal  à 


i 

Â 


Jdx     Jdy     Jdz 
J x        J  y       J  z 
U0         Vq  w0 


et  que,  par  suite,  son  carré  est  égal  à 


f(dx,dy,dz)  o  o 


=  |  /(<**>  4y>  <**)/&*  y  >  -)  ?("o,  *><»  wo)- 


Donc 


■-/Y 


ji(X</fi  —  iidk)  Jfjdx,  dyidz)f(x,y,z)y(u0jv0,  w0)  m 


/'?î 


[<p(n,  f,w)]i 


ou,  en  posant 


Vio) 


1=  Ç  f$(aLd$  —  $d<x).ds  =  *s, 


s  désignant  la  distance  AB  ( f  ). 

D'ailleurs,  ce  résultat  était  à  prévoir  par  des  considérations 
d'invariants.  Si  Ton  considère  une  droite  quelconque  et  deux 
points  A  et  B  sur  celte  droite,  l'intégrale  I,  étendue  à  toutes  les 
droites  qui  coupent  le  segment  AB,  est  une  fonction  des  deux 

extrémités  qu'on  peut  désigner  par  AB  et  qui  jouit  manifestement 
de  la  propriété 

ÂBh-ÏÏG  =  AC; 

de  plus,  c'est  une  fonction  du  segment  AB  qui  ne  change  pas 
lorsqu'on  effectue  sur  A,  B  et  la  conique  fondamentale  une  même 
substitution  linéaire.  On  peut  démontrer  que  la  distance  des  deux 
points  A  et  B,  telle  qu'elle  a  clé  définie  plus  haut,  est,  à  un  fac- 


(')  Dans  le  cas  où  la  conique  fondamentale  est  réelle,  Af  est  négatif  et  il  faut 

prendre  pour  I 

±{udvdw  -+-  vdwdu  ■+■  wdudv) 


-fi- 


■-  > 


(- A?)* 


ce  qui  conduit  au  môme  résultat. 
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leur  constant  près,  la  seule  fonction  qui  jouisse  de  cette  propriété. 
Cela  est  d'ailleurs  évident  si  la  conique  fondamentale  se  réduit 
aux  deux  points  circulaires  à  l'infini. 

Nous  pouvons  donc  énoncer,  sur  l'intégrale  double  I,  les 
mêmes  théorèmes  qu'au  paragraphe  premier;  en  particulier,  sur 
la  longueur  d'un  arc  de  courbe  (relativement  à  la  conique  fonda- 
mentale) et  le  périmètre  d\ine  ligne  fermée  convexe.  Ces  théo- 
rèmes s'appliquent  immédiatement  en  Géométrie  sphérique;  m, 
y,  w  désignent  alors  les  coordonnées  d'un  grand  cercle  de  la 
sphère  (coordonnées  ponctuelles  du  pôle  de  ce  grand  cercle). 

La  formule  qui  donne  ainsi  sur  une  sphère  le  périmètre  d'un 
triangle  sphérique  au  moyen  d'une  intégrale  double  ne  doit  pas 
nous  étonner;  cette  intégrale  double  représente  simplement 
l'aire  de  la  portion  de  la  sphère  extérieure  au  triangle  sup- 
plémentaire du  triangle  considéré,  d'après  la  signification 
même  de  m,  vy  tv,  si  l'on  prend 

<p(w,  t>,  w)  =  u* -f-  *>* -f-  W*  =  I . 

En  effet,  comme  vérification,  si  a,  6,  c  sont  les  côtés  du  triangle,  i 
son  périmètre  est  a  -h  b  -\-  c  et  les  angles  du  triangle  supplémen- 
taire sont  tz  —  a,  7t  —  b,  tz  —  c.  L'aire  de  ce  triangle  est  donc 

(tt  —  a)-\-(iz  —  6)h-(7t  —  c)  —  7r  =  2ir  —  a  —  b  —  c 

et  l'aire  de  la  portion  de  la  sphère  extérieure  à  ce  triangle  est  bien 

27r  —  (27t  —  a  —  b  —  c)  =  a-+-6-+-c. 

D'ailleurs,  l'intégrale  double  qui  donne  Yaire  est  tout  à  fait  la 
dualistique  de  la  première;  il  suffit  de  considérer 

dydz  -\-ydzdx  -f-  zdxdy) 

j  — 


-//** 


t/tor.*)]1" 


A  désignant  maintenant  le  discriminant  dey.  En  Géométrie  ordi- 
naire, f=z2,  et  Ton  a  simplement,  en  faisant  5=1,  l'inté- 
grale /  /  dxdy.  En  Géométrie  sphérique,  on  a  l'aire  d'une  por- 
tion delà  sphère.  On  démontre,  d'une  façon  identique  à  celle  del, 
que  cette  intégrale,  étendue  à  l'espace  compris  dans    l'angle  de 
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deux  droites  (et  dans  son  opposé  par  le  sommet),  aucun  point  de 
ces  droites  et  aucun  des  points  à  l'intérieur  n'étant  sur  la  conique 
fondamentale,  est  égale  au  double  de  l'angle  des  deux  droites  ; 
d'où  Ton  déduit  immédiatement  un  théorème  sur  Taire  de  la  por- 
tion du  plan  extérieur  à  une  courbe  fermée  convexe  (conique 
fondamentale  imaginaire)  au  moyen  de  la  quantité  dont 
varie  Y  angle  de  contingence  lorsqu'on  parcourt  la  courbe 
(7:  —  A  H-  71  —  B  +  n  —  C  dans  le  cas  d'un  triangle). 


§3. 

On  peut  généraliser  les  résultats  précédents,  presque  sans  mo- 
dification, pour  passer  du  plan  à  l'espace.  Nous  appellerons  x,  y, 
z,  t  les  coordonnées  ponctuelles  et  «,  v,  w,  h  les  coordonnées 
tangentielles. 

Si  nous  prenons  d'abord  les  coordonnées  cartésiennes  rectan- 
gulaires, nous  considérerons  l'intégrale  triple  (') 

f  —   C  C f udv  dw  dh-\-  v  dw  dudh-\-  w  du  dv  dh  —  h  du  dv  dw 

"JJJ  (ut+vl+v*)* 

Cette  intégrale  se  reproduit  par  toute  transformation  de  coor- 
données rectangulaires,  le  numérateur  se  reproduisant  multiplié 
par  le  déterminant  de  la  substitution,  le  dénominateur  se  trouvant 
multiplié  par  le  même  facteur. 

Si  l'on  étend  cette  intégrale  à  un  segment  de  droite,  par  exemple 
porté  par  l'axe  des  z,  on  doit  trouver  une  quantité  proportionnelle 
à  la  longueur  de  ce  segment.  En  effet,  si  l'on  pose 

M2  h-  v*-\-  w1  =  1, 
«» s  -t-  h  =  0, 
l'intégrale  deviendra 

/   /   /  —  w(  u  dv  dw  -f-  v  dw  du  -+-  w  du  dv)dz\ 


(')  Il  est  entendu  que,  si  X,  ;jl,  v  sont  des  fonctions  de  trois  paramètres  a,  Ji,  y, 

(A  d'x  tfv  =  d\i  d*  dX  =  rfv  <A  dp  =  -  <fk  dv  d\i  -=  tt^—1— -  dz  d'p  rfy. 
r  l>(  a.  ,i,  y  ) 
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a y  v,  tv  prenant  lotîtes  les  valeurs  possibles  sur  la  portion  de  la 
sphère  de  rayon  i  et  de  centre  o  située  au-dessus  du  plan  des  xy, 
et  s  variant  de  2{  à  ;3;  on  peut  donc  poser 


i 


u  =  cos8  coso. 

4    * 

i'  =  cos8sinç,         o<8<->     o<^p<2ir, 


\  iv  =  sinG, 
et  alors 

(2)  I  =  {zt — zx)  f  I  sinô  cos6  d§  dy  =  iz(zt  —  Z\). 

L'intégrale  triple  I  étendue  à  toutes  les  droites  qui  coupent 
un  arc  de  courbe  donné,  chacune  d'elles  étant  prise  autant  de 
fois  qu'elle  a  de  points  d' intersection  avec  l'arc,  est  égale  à  la 
longueur  de  cet  arc  de  courbe,  multipliée  par  tz. 

Par  exemple,  étendue  à  toutes  les  droites  qui  coupent  une 
courbe  fermée  plane  convexe,  l'intégrale  I  est  égale  au  périmètre 

de  la  courbe,  multiplié  par  -• 

On  peut  aussi  étendre  l'intégrale  I  à  l'ensemble  des  plans  qui 
coupent  une  sur/ace  fermée  convexe;  on  peut  alors  toujours  sup- 
poser que  l'origine  est  à  l'intérieur  de  la  surface  ;  si  Ton  astreint 
m,  f,  (v  à  satisfaire  à  la  relation 

M1 -4-  V*-h  IV*  =  1, 

el  si  Ton  considère  la  sphère  de  rayon  1  ayant  pour  centre  l'ori- 
gine, à  chaque  point  M  de  la  surface  correspond,  sur  la  sphère, 
un  point  m  trace  de  la  perpendiculaire  au  plan   tangent  en  M. 
menée  par  l'origine.  Si  alors  p  est  la  distance  de  l'origine  au  plan 
tangent,  l'intégrale  est 

(3)  l=ffpdi, 

dv  désignant  l'élément  de  surface  de  la  sphère  en  m. 

On  a  donc  là  une  nouvelle  quantité  métrique  attachée  à  la  sur- 
face fermée  convexe  et  indépendante  du  choix  du  point  O  à 
l'intérieur  de  la  surface.  Pour  une  sphère,  c'est  4 tcR ;  pour 
l'ellipsoïde 

rt  yt  zi 

n*         ù*         c1 
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cette  nouvelle  quantité  est  l'intégrale  double 


jf^-u 


«  _j_  b*  ci  -i-'c*  «>*  di^ 


w,  r,  w  désignant  les  coordonnées  d'un   point  de  la  sphère  de 
rayon  1  concentrique  à  l'ellipsoïde. 

Si  l'on  est  en  coordonnées  obliques,  ou  d'une  manière  générale, 
si  l'équation  tangentielle  du  cercle  imaginaire  à  l'infini  est 

©(m,  v,  w)  =  o, 
on  a 

Ç  Ç  Cyf%  {udv  dw  dh-^t-v  dw  dudh-*-  w  du  dvdh  —  h  du  dv  dw) 

(,)  l=JJJ 1*(«, -,«-;]« ' 

o  désignant  le  discriminant  de  la  forme  <p. 

Généralisation.  —  De  la  même  façon  qu'en  Géométrie  plane, 
considérons  une  quadrique,  d'équation  tangentielle 

©(a,t>,  w,h)  =  o, 

que   nous   nommerons  quadrique  fondamentale,  et  l'intégrale 
triple 


Ç  Ç  r^±:b(uds>dwdh-±-vdwdudh-)-wdudvdh — hdudvdw) 
(    }         J  J  J  [*(«,*,  »,*)]«  ' 

A  désignant  le  discriminant,    supposé  différent   de  zéro,  de  la 
forme  ©. 

Par  une  substitution  linéaire  effectuée  sur  m,  i>,  w,  /«,  le  numé- 
rateur se  reproduit  multiplié  par  le  déterminant  D  de  la  substi-. 
tution,  et  le  discriminant  de  la  nouvelle  forme  o  est  égal  à  A.D2, 
de  sorte  que  I  se  change  dans  la  même  expression  relative  à  la 
forme  transformée  <p'.  De  plus,  si  l'on  multiplie  <p  par  une  con- 
stante //?,  le  dénominateur  est  multiplié  par  m2,  mais,  le  discri- 
minant A  étant  multiplié  par  m\  le  numérateur  est  également 
multiplié  par  m'2. 

L'intégrale  triple  I,  étendue  à  un  ensemble  de  plans  (dont  aucun 
n'est  tangent  à  la  quadrique  fondamentale),  est  donc  une  quantité 
attachée  à  cet  ensemble  de  plans  et  à  la  quadrique,  et  qui  ne 
change  pas  par  une  même  substitution  linéaire  quelconque  effec- 
tuée sur  les  plans  et  la  quadrique. 

On  peut,  comme  dans  le  paragraphe  précédent,  définir  la  dis- 
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tance  de  deux  points  et  Y  angle  de  deux  plans  relativement  à  la 
quadrique  fondamentale.  En  particulier,  la  distance  de  deux  points 
infiniment  voisins  est 


(6)  ^  =  |/±^>^f), 

f=o  désignant  l'équation  ponctuelle  delà  quadrique,  la  forme  f 
étant  assujettie  à  rester  constante,  les  deux  signes  correspondant 
aux  deux  cas  où  la  droite,  qui  joint  les  deux  points,  ne  coupe  pas 
ou  coupe  la  quadrique. 

De  même,  l'angle  de  deux  plans  infiniment  voisins  est 


(7)  dy  =  {/7E^KE^29 

les  deux  signes  correspondant  aux  deux  cas  où  les  plans  tangents 
à  la  quadrique  menés  par  la  droite  d'intersection  des  deux  plans 
sont  imaginaires  ou  réels  (la  forme  <p  gardant  la  même  valeur 
pour  les  deux  plans). 

Cela  étant,  cherchons  la  signification  de  l'intégrale  I  étendue  à 
tous  les  plans  qui  coupent  un  segment  de  droite  MN.  Pour  que 
celte  intégrale  ait  un  sens  il  faut  que,  d'aucun  des  points  du  seg- 
ment MN,  on  ne  puisse  mener  de  plan  tangent  réel  à  la  quadrique 
fondamentale. 

On  peut  toujours,  par  une  transformation  ho'mographique,  faire 
en  sorte  que  la  droite  MN  ait  pour  équations 

x  =  o,        y  =  o, 
et  que  ©  soit  de  la  forme 

En  écrivant  que  le  plan  (w,  r,  w,  h)  coupe  le  segment  MN,  nous 

obtenons 

wz  -h  ht  =  o, 

ce  qui  permet  de  poser 

(8)  w  =  It,         h  =  —  lz, 

et,  par  suite  : 
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Comme  u,  p,  X  peuvent  prendre  toutes  les  valeurs  possibles  et 
que  cp  doit  garder  un  signe  constant,  il  faut  nécessairement  que  A, 
B,  Ct2-\-Dz2  aient,  pour  tous  les  points  du  segment  MN,  le  même 
signe.  Il  y  aura  donc  deux  cas  à  distinguer  : 

Ou  A,  B,  C,  D  ont  le  même  signe,  et  alors  on  peut  supposer 

Ou  A,  B,  C  sont  de  même  signe,  contraire  à  celui  de  D,  et  alors 
on  peut  supposer 

©  =  M*  -+-  t'1  -f-  W* S*, 

avec 

**  —  £*><>. 

Dans  tous  les  cas,  on  peut  supposer  A  =  B  =  C  =  i  et  de  plus 

aussi 

*«-f-D**=i. 

Alors,  en  prenant 
(9)  u*-f-  i>*+  X*=  1, 

cp  garde  une  valeur  constante.  En  portant  les  valeurs  de  //,  r,  w,  h 
dans  l'intégrale  I,  on  obtient 

I  =  f f f)/±~D\  (\du  dv  -+-  u  dv  cCk  h-  v  dk  du)(zde  —  tdz). 
Mais  on  a 


tlz    de 


Dz      e 

Ddz     de 


D(zde—edz)*  = 


I  o 

o     Ddz*-hdt* 


=  ±ds*; 


donc 


(  10  » 


J  =    1   rfs   I  f  X  (  À  du  dv  -r-  u  dv  cTk  -+-  v  dX  du  )  =  t:s, 


a*  désignant  la  distance  MN. 

Le  segment  MN  est  quelconque,  si  la  quadrique  fondamentale 
est  imaginaire,  et  il  est  tout  entier  à  Y  intérieur  de  la  quadrique, 
si  celle-ci  est  un  ellipsoïde  réel  ou  un  hyperboloïde  à  deux  nappes 
(quadrique  réelle  non  réglée). 

On  déduit  de  là,  dans  le  cas  011  la  quadrique  fondamentale  est 
à  génératrices  imaginaires,  que  i intégrale  I,  étendue  à  tous  les 
/tlans  qui  coupent  un  are  de  courbe  f  Ion  né  (situé  tout  entier  à 
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l'intérieur  de  la  quadrique,  si  celle-ci  est  réelle),  chacun  de 
ces  plans  étant  pris  autant  de  fois  qu'il  a  de  points  d 'inter- 
section avec  l'arc,  est  égale  à  la  lonc;ueir  de  cet  arc  de 
courbe  (relativement  à  la  quadrique  fondamentale)  multi- 

pliée  par  -  • 

On  pourrait  de  même  considérer  l'intégrale  étendue  a  une  sur- 
face fermée  convexe  (siluée  tout  entière  à  l'intérieur  de  la  qua- 
drique fondamentale,  si  celle-ci  est  réelle). 

L'intégrale  I  est  la  dualistique  de  l'intégrale  J 

i        /'  C  f W^~ '  Hxdydzdt-hydzdxdt-rzdrdydt —  tdxdydz) 

{,,)  1=JJJ LA*,*  *,<)]•     ! ' 

où  A  désigne  le  discriminant  de  la  forme  quadratique/*.  Cette  in- 
tégrale, étendue  à  un  certain  ensemble  de  points,  représente  ce 
qu'on  peut  appeler  le  volume  de  cet  ensemble  relativement  à  la 
quadrique  fondamentale.  Si  cette  quadrique  est  à  génératrices 
imaginaires,  le  volume  de  l'espace  compris  dans  deux  des  dièdres 
opposés  par  l'arête  formés  par  deux  plans  donnés  (aucun  des 
points  de  cet  espace  n'étant  sur  la  quadrique,  si  celle-ci  est  réelle) 
est  égal  à  Y  angle  des  deux  plans  multiplié  par  t.  On  peut  étendre 
aussi  l'intégrale  à  tous  les  points  d'où  l'on  peut  mener  un  plan 
tangent  à  une  portion  de  surface  développable  (limitée  par  deux 
de  ses  plans  tangents);  le  volume  obtenu  est  égal  à  la  variation 

de  Yangle  de  contingence  de  la  développable,  multipliée  par  — 

Revenons  aux  coordonnées  rectangulaires  ordinaires.  Il  ja  une 

autre  intégrale  qui  a  une  signification  métrique  :  c'est  l'intégrale 

double 

u  dv  dw  -+-  v  dw  du  -+-  w  du  dv 


2 


/./ 


(  //*-+-  r*-+-  ii'*")1 


-  » 


étendue  à  un  ensemble  de  plans  satisfaisant  à  une  même  relation 
(tangents  à  une  même  surface).  Cette  intégrale  n'est  autre  chose 
que  Y  a  ire  de  l'image  sphérique  de  la  portion  de  surface  con- 
sidérée, car  //,  t\  w  peuvent  être  considérées  comme  les  coor- 
données homogènes  d'un  point  de  la  sphère  de  rayon  1  ayant  pour 
centre  l'origine,  le  point  où  la  normale  au  plan  (//,  r,  «r,  h)  perce 
cette  sphère. 
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Celle  intégrale,  qui  est  égale  aussi,  comme  on  sait,  à 


JJ  RiR, 


di  désignant  l'élément  de  surface  de  l'enveloppe  des  plans  consi- 
dérés, et  0  D    la  courbure  totale  de  cette  surface,  n'a  pas  d'ana- 

logue,  quand  on  remplace  le  cercle  imaginaire  de  l'infini  par  une 
quadrique  quelconque. 

Dans  le  paragraphe  précédent,  nous  avons  surloul  considéré 
l'espace  comme  engendré  par  des  plans;  regardons-le  maintenant 
comme  engendré  par  des  droites.  Il  existe  aussi,  dans  ce  cas,  des 
intégrales  multiples  qui,  étendues  à  certains  ensembles  de  droites, 
éléments  de  l'espace,  jouissent  de  propriétés  invariantes,  lorsqu'on 
imprime  un  même  déplacement  quelconque  dans  l'espace  à  toutes 
ces  droites. 

Trois  intégrales  jouissent  de  cette  propriété,  deux  intégrales 
doubles  et  une  intégrale  quadruple.  Nous  nous  occuperons  des 
deux  premières  dans  ce  paragraphe. 

Les  intégrales  doubles  en  question  sont  naturellement  étendues 
à  des  droites  dépendant  de  deux  paramètres,  c'est-à-dire  faisant 
partie  d'une  congruence,  elles  se  rapportent  donc  à  un  pinceau 
de  droites  d'une  congruence. 

Pour  arriver  à  la  notion  de  la  première  de  ces  intégrales,  consi- 
dérons les  droites  (en  nombre  simplement  infini)  qui  limitent  le 
pinceau  et  supposons  pris,  sur  chacune  d'elles,  un  point  M,  de 
manière  à  former  une  courbe  fermée  C  (entourant  le  pinceau  à  la 
façon  d'un  anneau). 

Si  x,  y,  z  sont  les  coordonnées  d'un  point  M  de  cette  courbe; 
a,  J3,y  les  paramètres  directeurs  de  la  droite  D  correspondante, 
ds  la  différentielle  de  l'arc  de  la  courbe  C  et,  enfin,  V  l'angle  de 
la  droite  D  avec  la  tangente  en  M  à  la  courbe  C,  considérons  l'in- 
tégrale 

.          r  idx -r-  $dy-*-  vdz  f        ..    . 

r  ./^ï '■>*      »•*.  1 
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prise  le  long  de  la  courbe  C.  Cette  intégrale  ne  dépend  pas  de  la 
courbe  choisie  C  entourant  le  pinceau,  car  si  l'on  remplace  x,  y, 
z  par  x  +  pa,  y  +  pp,  z  -+-  pf,  l'intégrale  I  est  simplement  aug- 
mentée de 


L 


y  rf<pA«-t- ?■+■,!)= 


On  peut  prendre,  par  exemple,  pourC  la  courbe  suivante.  Par- 
tons d'un  point  A  d'une  des  droites  qui  limitent  le  pinceau  et 
considérons  la  trajectoire  orthogonale  issue  de  A  des  droites 
limites  :  en  général  elle  ne  reviendra  pas  au  point  A,  mais  coupera 
de  nouveau  la  première  droite  en  un  certain  point  B  différent 
de  A.  En  prenant  pour  courbe  C  l'arc  de  courbe  AMB  ainsi  dé- 


Fig. 


terminé,  augmenté  du  segment  HA,  la  portion  de  l'intégrale  1  re- 
lative à  l'arc  AMB  est  nulle  et  celle  qui  est  relative  à  BA  n'est 
autre  que  la  longueur  de  ce  segment  {fig.  i).  On  a  donc 

(a)  I  =  AB. 

Il  résulte  de  là  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  l'intégrale  I  srannule,  quel  que  soit  te  pinceau  pris  dans 
la  congruence,  est  que  la  co/igruence  soit  formée  des  droites 
normales  à  une  surface- 

La  condition  est  nécessaire;  cela  est  évident  d'après  la  for- 
mule (2). -Elle  est  suffisante,  car  si  l'on  se  donne  arbitrairement 
un  point  A  sur  une  des  droites  D  de  la  congruence,  on  peut  dé- 
terminer sur  toute  autre  droite  D'  un  point  M  en  considérant  une 
surface  réglée  quelconque  contenant  D,  D' et  formée  de  droites 
de  la  congruence  et  cherchant  la  trajectoire  orthogonale  des  géné- 
ratrices de  celte  surface  qui  passe  par  A;  elle  coupe  la  droite  D' 
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en  un  point  M  indépendant  de  la  surface  considérée,  en  vertu 
de  (2)  et  de  l'hypothèse  que  I  est  identiquement  nulle.  La  surface 
lieu  des  points  M  est  alors  manifestement  normale  à  toutes  les 
droites  de  la  congruence. 

L'intégrale  I  jouit  de  la  propriété  que  si  Ton  divise  un  pinceau 
de  droites  en  deux  pinceaux  partiels,  l'intégrale  relative  au 
pinceau  total  est  égale  à  la  somme  des  intégrales  relatives  aux 
pinceaux  partiels.  Il  est  donc  à  prévoir  qu'elle  peut  se  représenter 
au  moyen  d'une  intégrale  double  étendue  à  toutes  les  droites  du 
pinceau.  Avant  de  montrer  ce  point,  nous  pouvons  déduire  de  la 
considération  de  cette  intégrale  I  une  conséquence  importante. 

Supposons  que  l'on  fasse  réfracter  les  droites  d'une  congruence 
dans  un  milieu  d'indice  n  suivant  les  lois  ordinaires  de  la  réfrac- 
lion.  Les  droites  réfractées  forment  une  nouvelle  congruence. 
Cherchons  ce  que  devient  l'intégrale  I  relative  à  un  pinceau  de 
la  première  congruence  lorsqu'on  passe  au  pinceau  réfracté.  Si 
l'on  partage  le  pinceau  en  pinceaux  infiniment  petits,  chacun  d'eux 
peut  être  considéré  comme  réfracté  sur  un  plan,  le  plan  tangent  à 
la  surface  de  séparation  au  point  d'intersection  de  cette  surface 
avec  une  des  droites  du  pinceau.  En  appelant  i  l'angle  d'incidence 
des  droites  du  pinceau  sur  ce  plan  et  0  l'angle  que  fait  la  projec- 
tion sur  le  plan  de  chaque  droite  avec  la  tangente  à  la  courbe  C 
d'intersection  du  plan  et  du  pinceau,  on  a 

I  =   /    /    siiw  cosô  ds  =  siiw    /    cosôrfs. 

Dans  le  pinceau  réfracté  9  ne  change  pas,  non  plus  que  la  courbe  C, 
mais  on  a 

sirw'  =  --  sin  /, 
n 

de  sorte  que 

(3)  I  =  /il'. 

La  relation  (3)  étant  vraie  pour  tout  pinceau  infiniment  petit 
est  évidemment  vraie  pour  un  pinceau  quelconque  : 

L'intégrale  I,  relative  à  un  pinceau  de  droites  a" une  con- 
gruence, se  reproduit  donc,  divisée  par  n,  pour  le  pinceau  ré- 
fracté dans  un  milieu  dy  indice  n. 
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Il  résulte  manifestement  delà  le  théorème  suivant,  bien  connu  : 

Étant  donnée  une  congruence  de  droites  normales  à  une 
surface,  les  droites  résultant  de  leur  réfraction  dans  un  milieu 
d'indice  n  sont  également  normales  à  une  surface. 

Ces  considérations  mettent  bien  en  évidence  l'importance  de 
l'intégrale  I  et  par  suite  de  l'intégrale  double  qui  lui  est  égale. 
C'est  cette  intégrale  double  que  nous  allons  maintenant  déter- 
miner. Pour  cela,  rappelons  la  définition  des  coordonnées  plucké- 
riennes  de  la  droite.  Etant  donnée  une  droite  définie  par  deux 
points  (x,y,  z)  et  (x',y,  z')f  on  appelle  coordonnées  de  cette 
droite  les  six  quantités  a,  ^,  y,/?,  q,  r  déterminées  par 

(  »=  *  —*'.        M  y  —y,       ï=  z  —  *'. 

\p=yz'—  z/>         q=zx—xz\         r-xy'  —  yx'\ 
ces  six  quantités  sont  liées  par  la  relation 

ap  -+-  P^-h  yr  =  o; 

de  plus,  si  la  droite  est  définie  par  les  deux  plans  (u,  c,  cv,  h)  et 
(m',  v',  çv7,  A'),  on  a,  à  un  facteur  constant  près, 

p  =  uh' —  hu\         q  =  vh'  —  hv' ,  r  =  wh! —  hw' . 

Cela  étant,  si  Ton  considère  les  droites  d'une  congruence,  leurs 
coordonnées  peuvent  être  regardées  comme  des  fonctions  de  deux 
paramètres  a  et  b,  et  l'intégrale  de  courbe  I  est  de  la  forme 

I  =    f  \da-hBdb\ 

«Ac( 

elle  peut  se  mettre,  comme  on  sait,  sous  la  forme  d'une  intégrale 
de  surface 

JM-'!à)datib=ffdAda+dBdb- 

Autrement  dit,  en  revenant  à  l'expression  (i)de  I, 
(\)       I-    f  f(d—=JL==dx  +  d  l  dy  +  d    .        T    =  dz] 
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C'est  cette  expression  (6)  qu'il  s'agit  de  transformer  en  y  intro- 
duisant les  coordonnées  de  la  droite. 

En  effectuant  les  calculs,  on  trouve,  pour  l'expression  sous  le 

signe//, 

[$($d<x  —  gcff)-f-Y(Y<fc  —  3U/ï)]<fo-h...-f-[g(guftr  —  ^  d*) -+-$($  dy  — 7 d$)]dz 

Le  numérateur  de  cette  expression  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(prfr-Y^P)(M*-Y4r) 

-h(Y«fo  —  ad*()(*(dx  —  aLdz)-\-(zd$  —  $da)(ady  —  $dx). 
Or  on  a  l'identité  résultant  de  (4), 

d'où 

fi  dz  —  y  dy  =  dp  -*- y  dy  —  z  d$, 
de  sorte  que 

(Pdr  — YdP)(P«fa-Y<Cr) 

=  (Prfr-Y^)*+(PrfY-YrfP)(r^Y-*^P) 

=(P«*y-y^)*/> -♦-(?* -y-t^My 

=  y?  rfji  dfy  -h  fi  dfy  ^  +"  Y  dp  d$ . 
En  introduisant  la  notation 

tOXjiv  =  X  <fy  ^v  -h  fz  rfv  </X  -4-  v  d\  dp, 
on  voit  donc  que 


(7) 


'=/r, 


(gS-H-pi-hY*)* 


C'est  l'intégrale  double  cherchée. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  droites  d'une 
congruence  soient  normales  à  une  surface  peut  donc  s'écrire 


IXippy  -+-  U)7ya  -4-  COrfltp  =   O. 

Si  par  exemple  on  détermine  la  droite  par  sa  trace  sur  le  plan 
des  xy  et  ses  deux  premiers  paramètres  directeurs,  le  troisième  v 


/ 


—  H»  — 
étant  pris  égal  à  l'uni  lé,  on  a 

/>=—  y  y         q=x,         r  =  *y  —  $x 
et 

tûpfa~*~  ^Y»-1- "'«P  =  ( '  ~+"  P'^a^-Wi-H*')^?  dy  —  ct$(da  dy  4-  c?p  da?). 

Si  donc  on  prend  #  et  y  pour  paramètres  de  la  congruencc,  l'é- 
quation cherchée  est 

si  au  contraire  on  prend  a  et  j3,  l'équation  est 

«„     o+p)$-(.*-)g-^(j-ë)— 

Tous  ces  résultats  peuvent  être  généralisés  en  remplaçant  le 
cercle  imaginaire  de  l'infini  par  une  quadrique  quelconque.  Les 
mêmes  raisonnements  peuvent  être  faits  et  Ton  arrive  aux  mêmes 
théorèmes  généraux,  en  particulier  sur  les  congruences  de  droites 
normales  à  une  surface  qui  conservent  cette  propriété  après 
réfraction  dans  un  milieu  d'indice  n. 

La  deuxième  intégrale  double  de  l'espace  réglé,  —  On  peut 
arriver  à  la  notion  de  celte  intégrale  d'une  manière  lout  à  fait 
analogue  à  celle  qui  nous  a  conduit  à  la  première  intégrale  double. 
Considérons  un  pinceau  de  droites  d'une  congruence;  les  droites 
qui  limitent  ce  pinceau  engendrent  une  surface  réglée.  Considé- 
rons une  développable  quelconque  fermée  circonscrite  à  celte 
surface  (*);  si  M  est  un  point  de  conlact  de  la  développable  et  de 
la  surface  réglée,  désignons  par  V  l'angle  des  deux  génératrices  de 
ces  deux  surfaces  qui  passent  par  M  el  par  dh  l'angle  du  plan  lan- 
gent à  la  développable  avec  le  plan  tangent  infiniment  voisin.  Con- 
sidérons enfin  l'intégrale 

(10)  J  =   /cosVrfÔ 

étendue  à  toute  la  courbe  de  contact.  Cette  intégrale  est  en  quelque 


(')  C'est-à-dire  telle  que  la  courbe  de  contact  soit  une  courbe  fermée. 
XXIV.  12 
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sorte  la  dualistique  de  la  première,  la  courbe  C  étant  ici  rem- 
placée par  la  développable,  la  tangente  à  la  courbe  C  par  la  géné- 
ratrice de  la  développable  et  enfin  la  différentielle  de  Tare  par  la 
différentielle  de  l'angle  de  contingence. 

On  voit  d'abord  que  Ton  peut  transporter  les  droites  du 
pinceau  parallèlement  à  elles-mêmes  d'une  façon  quelconque,  en 
conservant  parallèles  à  eux-mêmes  les  plans  tangents  à  la  dévelop- 
pable, sans  que  l'expression  cosV  rfô  change  de  valeur.  On  peut 
donc  supposer  que  le  pinceau  est  formé  de  droites  passant  par  un 
point  fixe.  Si  l'on  prend  la  trace  de  la  figure  sur  la  sphère  ayant 
pour  centre  ce  point  et  pour  rajon  l'unité,  le  pinceau  découpe  une 
courbe  sphérique  C,  le  plan  tangent  à  la  développable  un  grand 
cercle  tel  que  MH.  Si  M  et  M'  sont  deux  points  infiniment  voisins 
de  la  courbe  C,  MH   et  M' H  les  grands  cercles  correspondants, 

Fig.  2. 


l'angle  V  n'est  autre  que  MH  et  rf9  est  égal  à  l'angle  MHM'.  Or, 
figurons  l'arc  de  grand  cercle  MM'  elles  deux  arcs  de  grand  cercle 
MN,  M'N  langent  en  M  et  M'  à  la  courbe  C.  Dans  le  triangle 
MM' H  (Jig.  2),  on  a 


cosVsinlI  =  cosMM'llsinM'MIl  +  sinMM'IIcosM  MIIcosII, 
et  si  H  est  infiniment  petit 

sV  d<)  =  sin(.MM'II  -f-  M'MIl). 


co 
Or  on  a 


MM' II  -+-  M' Mil  =  NMIÏ  —  NM^+7:--(*nrïï-T-  NM'm), 

ou,  en  appelant  dz  l'angle  de  contingence  des  deux  arcs  de  grand 
cercle  MN,  M'N, 

MM'  Il  -+-  M' Mil  =  -    d  NMH  -+-  t:  —  </s, 
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d'où  finalement,  en  posant 

on  a 

cos  V  dti  =  da-h  dz. 

En  intégrant  le  long  de  la  courbe,  a  reprend  sa  valeur  par  hy- 
pothèse lorsqu'on  revient  au  point  de  départ  et  il  reste 


-/*• 


Mais,  d'après  le  paragraphe  2,  la  variation  de  l'angle  de  contin- 
gence est  égale  à  l'aire  de  la  surface  de  la  sphère  extérieure  à  la 
courbe  C.  On  peut  donc  prendre  (§  2) 

.    v  i  _    /*   (**  d$  d*{ +-$dr{d%  •+-*[_  d%d$ 


-II 


(a»-+- £*-+-?*)* 


Telle  est  la  deuxième  intégrale  double,  que  nous  aurions  na- 
turellement pu  écrire  immédiatement,  mais  dont  l'analogie  avec  la 
première  intégrale  I  est  mise  en  évidence. 

La  condition  pour  que  cette  intégrale  soit  nulle,  quel  que  soit  le 
pinceau  choisi  dans  la  congruence,  est,  en  supposant  y  non  iden- 
tiquement nul  et  par  suite,  si  l'on  veut,  égal  à  i, 

da.  d$  =  o, 

c'est-à-dire  que  a,  (ï,  y  sont  fonctions  d'un  seul  paramètre.  Les 
droites  de  la  congruence  sont  donc  toutes  parallèles  aux  généra- 
trices d'un  même  cône. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que,  étant  donnée 
une  congruence  de  droites,  on  puisse  faire  passer  par  chaque 
droite  D  de  cette  congruence  un  plan  P  tel  que  V intersection 
de  ce  plan  P  et  d'un  quelconque  des  plans  infiniment  voisins 
soit  perpendiculaire  à  la  droite  D,  est  que  toutes  les  droites  de 
la  congruence  soient  parallèles  aux  génératrices  d'un  même 
cône. 

C'est  l'analogue  dos  congrueners  de  droites  normales  à  une  sur- 
face. 
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Expression  des  intégrales  letJ  dans  un  système  quelconque 
de  coordonnées.  —  On  peut  arriver  à  ces  expressions  en  se  don- 
nant l'équation  tangentîelle  du  cercle  imaginaire  de  l'infini,  cal- 
culant les  deux  intégrales  de  courbe  et  les  transformant  en  inté- 
grales doubles.  Pour  éviter  les  calculs,  je  me  borne  à  prendre 
a  priori  leurs  valeurs  définitives  et  vérifier  qu'elles  sont  égales 
aux  intégrales  doubles  I  et  J  exprimées  en  coordonnées  rectangu- 
laires. 

Prenons  d'abord  la  seconde.  Soient  fi(,  m2,  l'ii  u\  les  coor- 
données d'un  plan  et 

(12)  ©(«M,  USl  Uz,  «*0=  S  Xik Ui  ut  =  o 

l'équation  tangentîelle  du  cercle  imaginaire  de  l'infini.  Soit  enfin 
/"(j?!,  x2,  #3,  x4)  la  forme  adjointe  de  o,  qui,  égalée  à  zéro,  re- 
présente Féquation  du  plan  double  de  l'infini.  Etant  donnée  une 
droite  définie  par  deux  plans  u  et  v,  nous  prendrons  pour  coor- 
données de  la  droite  les  six  expressions 

qik  =  UiVk—  Vi  **k  =—  qu       (*,  k  =  1 ,  2,  3  4  ) 

liées  par  la  relation 

în^n+îij^u+  Çuqu  =  o. 
Posons  enfin 

'  dtul  =  ut  dqu  -f-  i/j  dqit  -f-  u^  dqi3. 
\  d<M>t=  utdqu-+-  ukdqu-r-  u3dqn, 

dt*>t=  ut  dqti-T-  Utdq^-r-  uhdqti* 

di*)i=  Ux  dqit~^  Uz  dq u -\-  ut  dqlt. 

m 

On  vérifie  immédiatement  que  Ton  a.  par  exemple, 
d'où 

dut     du}     du, 
d*>l=  —  (qudut-hqudu3-hqt3dut)=—       ut       uz        u. 

*i         ***         *'* 

Nous  poserons  de  même 

dtu\  =  vt  dqy.-r-V}  dq*t-r-  **;  dqiiy 

el  le*  formules  analogues. 
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Enfin  posons 

j    *(Çik)  =  ?(W|)  «t.  "3i  "*)  <?(•>!,  "î,  ?J>  M 

i  -(*,i?«l-*-^?;/t-+-^?;--+-^9;/4)«, 

les  cp^  désignant  toujours  les  demi-dérivées  de  cp.  Le  second 
membre  ne  dépend  manifestement  que  des  ti/f* — *>/#**  et,  égalé 
à  zéro,  il  représente  l'équation  du  complexe  des  droites  isotropes 
(tangentes  à  la  surface  cp  =  o).  On  a 

*(?/*)=  2(A/xA*|i—  AiptAa)^!)//^- 
Considérons  alors  l'intégrale  double 


/y 


(15) 

[*(?u>  ••->9n)] 

On  vérifie  immédiatement  qu'au  numérateur  les  u  et  les  p  n'entrent 

que  par  les  combinaisons  ///(>* —  'Va*  De  plus  le  numérateur  est 

du  premier  degré  par  rapport  aux  coefficients  de  /,  c'e%t-à-dire 

du  troisième  degré  par  rapport  à  ceux  de  cp,  et  il  en  est  de  même 

du  dénominateur;  l'expression  est  donc  homogène  et  de  degré 

zéro  par  rapport  aux  A;  elle  ne  dépend  donc  que  de  l'équation 

» 
o(w)  =  o, 

et  non  de  la  forme  cp  elle-même. 

Si  nous  effectuons  maintenant  sur  les  u  et  les  v  une  même  sub- 
stitution linéaire 

k=\ 

(16)  a/=2X/*ai, 

k=i 

la  forme  cp  devient  une  certaine  forme  cp'  et  4>  se  change  dans*  Fa 
forme  correspondante  4>'.  Quant  à  la  forme  adjointe  /de  cp,  elle 
devient  la  forme  adjointe/7  de  cp'  par  la  substitution 

A  =  ï 

(17)  *i  =  2A|*^  (£=1,2,3,4), 

k-\ 

où  A /a  désigne  le  mineur  du  déterminant  de  la  substitution  (16), 
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relatif  à  ),/*  (').  Or,  par  la  substitution  (16),  il  est  facile  de  voir 
querfto, ,  rfw2,  rfws,  dios  subissent  précisément  la  substitution  (17), 
de  même  rfw',,  . . . ,  dto\.  Il  en  résulte  que  le  numérateur  de  l'in- 
tégrale (i5)  se  reproduit,  sauf  que  /est  remplacé  par/'. 

L'intégrale  (i5)  est  donc  invariante  par  une  transformation 
homo graphique  quelconque. 

Or,  pour 

<p  =  u\  -h  m}  -+-  mJ, 

on  a 

*  =  7la  -+-  7Îi  -+-^Ïj 

et 

de  sorte  que  l'intégrale  devient,  au  signe  près, 


ff 

:ff 


dijii  dti>\ 


Çu  dqti  dqu  -+-  qt9  dqit  dqlt-h  </3i  <fyi*  dqî3 


ou,  avec  nos  notations  précédentes, 

a  d$  d^  ■+■  p  «fy  doi  -+-  7  di  d$ 


"ff 


L'intégrale  (i5)  est  donc  égale  à  J. 

Remarque.  —  On  pourrait  supposer  que  o  est  une  forme  qua- 
dratique quelconque,  et  l'on  a  alors  une  intégrale  double  de  l'es- 
pace réglé,  où  celle  quadrique   serait    quadrique  fonda  m  en  la  le. 

(  «  )  En  effet,  /(j,,  x„  x^  xt)  n'est  autre  chose  que  le  discriminant  de  la  forme 

<Kwl,i/1,w1,M„tfJ)  =  ?(tft,«i,w1,«l)+a(j'I«l  +  jJwJ+jJttJ4-a:<«4)Hl. 

Par  la  substitution  (iO),  à  laquelle  on  ajoute  u[  —  — :  >  on  obtient  une  substi- 

tulion  de  déterminant  1  qui  change,  d'après  (17),  la   forme  ^  en  une  forme  de 
même  discriminant 

4/  =  9'(  U\,  lt't,u'„  It'i)-h2(x\  U\  H-  x\  U\     \-  X\  U ',     i     x\  ll\  )  tt\  ", 

donc  /  se  rhanpe  par  (17)  en  /'. 
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Celle  intégrale  double  est  encore  égale  à  l'expression  (10), 


/ 


cosVrfO, 


définie  de  la  même  façon  qu'en  Géométrie  ordinaire. 

Si  l'on  remplace  maintenant  dans  (i5)  les  coordonnées  tangen- 
tielles  par  les  coordonnées  ponctuelles,  c'est-à-dire  les  u  par  les  .r, 

et  les  qik  par 

Pik  =  xiyk—yiXk 

(d'ailleurs /?l2,/>i3,/>i4î />23,/?24»/>34  sont  proportionnels  à  <jr34, 
^42?  723)7i4)7si9  <]\2)t  on  a  une  nouvelle  intégrale  double  qui 
jouit  de  propriétés  invariantes.  Mais  celte  intégrale  n'est  définie 
que  si  la  forme  f(xt,  xiy  x3,  xA)  [qui  remplace  <p (//)]  est  réduc- 
tible à  une  somme  d'au  moins  trois  carrés  indépendants,  et  dans 
le  cas  de  la  Géométrie  ordinaire /=  x*.  Mais  remarquons  que  le 
dénominateur  F(/>/*)  qui,  égalé  à  zéro,  représente  l'équation  du 
complexe  des  tangentes  à  la  surface  f  =  o,  peut  aussi  bien  être 
calculé  en  partant  de  l'équation  tangentiellc  q  =  o  de  celte  sur- 
face, et  dans  ces  conditions  l'intégrale  conserve  un  sens  en  Géo- 
métrie ordinaire. 

Si  donc  <P(pi/f)  désigne  le  premier  membre  de  l'équation  du 
complexe  des  droites  isotropes  (calculé  au  moyen  du  premier 
membre  <p  de  l'équation  tangentiellc  du  cercle  imaginaire  de  Tin- 
fini),  on  peut  considérer  l'intégrale  double 


(18) 


c)cp  ào  ù?f  ôo 

dm\  d  -r->-  ■+■  dm*  d  — *  -  -+-  dm'  d  -r±-  -h  dm\  d-r-*- 
cmTj  ami  ^a  on  h 


9 


où,  par  exemple, 

dmx  =  x*  dpz±  -h  xz  dpkt  -+-  xk  dpi3i 
dm\  =yidpZk  +  ysdpkl  +  y,>dptz. 

Cette  intégrale  conserve  sa  valeur  (à  un  facteur  constant  près) 

par  toute  transformation  homographique. 

Or,   si   Ton   se  place  en  coordonnées  rectangulaires,  on   peut 

prendn; 

•p  =  u\-*-ul-¥-  uj, 


% 
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et  l'intégrale  est,  au  signe  près, 

dxni  dw\  h-  dwf  dm'}  -+-  dm^  dxn'z 


ff 


(pU+pU+pD* 


En  calculant  dxs%  dtn\,  on  trouve 

dwt  dm\  =/>j3  dpn  dpu~\-pn  dp„  dp^-hp^  dpti  dp3k  =  t»Pii,pu,p 

En  revenant  à  nos  anciennes  notations,  nous  retrouvons 

wyya-l-  wrap 


-fp-f. 


Pf-+-Tf) 


!^l 


qui  est  bien  la  première  des  intégrales  doubles  considérées  au 
commencement  de  ce  paragraphe. 

La  formule  (18)  permet  donc  d'écrire,  en  coordonnées  té- 
traédriques,  la  condition  pour  que  les  droites  d'une  con- 
gruence  soient  normales  à  une  surface,  connaissant  l'équa- 
tion tangentielle  0  =  0  du  cercle  imaginaire  de  V infini. 

Il  est  évident  aussi  qu'on  peut  remplacer  dans  cette  formule  © 
par  une  forme  quadratique  quelconque,  et  Ton  a  alors  l'intégrale 
de  courbe 


/ 


cos  V  dst 


V  et  5  élant  définis  par  rapport  à  la  quadrique  fondamentale 
o  =  o.  Cette  intégrale  se  reproduit  à  un  facteur  constant  prés, 
lorsque  les  droites  se  réfractent  dans  un  milieu  d'indice  donné. 
Le  théorème  relatif  aux  congruences  de  normales  à  une  sur- 
face qui,  par  réfraction,  conservent  la  même  propriété, 
s^étend  donc  naturellement  avec  une  quadrique  fondamentale 
quelconque. 

s  °- 

Nous  avons  trouvé  deux  intégrales  doubles  exprimant  des  pro- 
priétés métriques  de  pinceaux  de  droites.  Désignons  symbolique- 
ment par  d\  cl  r/J  les  quantités  sous  le  si^ne    /   /  de  ces  deux 
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intégrales.  On  pourrait  considérer  l'intégrale  quadruple 


//if 


d\d], 


étendue  à  un  ensemble  de  droites  dépendant  de  quatre  paramètres 
et  elle  exprimerait  également  une  propriété  métrique  de  cet  en- 
semble. Dans  le  cas  où  Ton  prend  une  quadrique  fondamentale 
quelconque,  cette  intégrale  quadruple  existe  en  effet  ;  mais,  en 
Géométrie  ordinaire,  on  vérifie,  par  un  calcul  simple,  qu'elle  est 
identiquement  nulle.  C'est,  en  effet, 


(/>  d$  cfy  ■+■  ?  dY  dP  •+■  y  dp  rf(3 

-Wrfarfft  +  acfpflfr+  $  dr  d<z)(oL  d$  dy  -h...-+-  yd<xd$) 

Si  Ton  fait  y  =  i ,  ce  qui  est  permis,  il  reste, 

(dp  d$  -*-  d%  dg  ~+-  r  dz  d$  -h  a  d$  dr  -h  $  dr  da)  da  d$ 


] 


ffff 


(a«-f-p«-+-Y,)ï 


expression  identiquement  nulle,  puisque,  en  effectuant  le  produit 
symbolique  du  numérateur,  chaque  produit  partiel  contient  deux 
différentielles  identiques  (da  ou  d$). 

Néanmoins  il  existe  une  intégrale  quadruple  de  l'espace  réglé, 
invariante  par  une  transformation  de  coordonnées  quelconques. 
Désignons  toujours  par  $(/?/*)  le  premier  membre  de  l'équation 
du  complexe  des  droites  isotropes  ;  par  P  le  premier  membre  de 
l'équation  du  plan  de  l'infini,  et  par  /  le  premier  membre  de 
l'équation  d'une  sphère  quelconque  et  considérons 

r  r  r  r\^id^\^d^d^d^\)^{d^ud^^d^^d^)  i 

,)////     [     K(du\dfL,  +  dw'tdfLt+du'tdf^+d<»fkdfWt)\ 

}  J    J    J    J  [+<j>t*)V 

où  les  dtû£,  dto'j  sont  déterminés  par  les  formules  (i3) 

rfu>!  =  Mj  dq^-h  Wj  dqkt-+-  a4  dqti  •=  ut  dplt-h  uz  dpl3-h  w4  dpikf 

dto\   =  T,  dqU-h  t>i  dq\l-+~  *>4  dqt3  =  *>1  dP\t-*r  V%  dp^-h  Vk   dpXk> 


Cette  expression  est  homogène  et  de  degré  zéro  en  p^.  Par  une 
substitution  linéaire,  elle  conserve  la  même  forme.  Elle  est  indé- 
xxiv.  i3 
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pendante  de  la  sphère  choisie,  car,  si  l'on  remplace/ par  f-\-  PQ, 
le  numérateur  ne  change  pas.  Enfin,  si  l'on  multiplie  les/?**  par 
un  même  facteur,  fonction  quelconque  des  quatre  paramètres  des 
droites,  l'expression  ne  change  pas  non  plus  (*). 

L'intégrale  double  (i)  représente  donc,  à  un  facteur  près,  une 
quantité  métrique  attachée  à  tout  ensemble  de  droites  (dépen- 
dant de  quatre  paramètres). 

En  coordonnées  rectangulaires,  on  a 

P  =  xkj       f=zx\-*-x\  +  x\,       *  =/>?*  -+-/>ï4  -h-/>J4, 
et  l'intégrale  devient 

'*/co4  dtû'k  tdw\  dt»)\  •+■  dtùf  dm\  -+-  dtat  dta\  ) 


A 


-////■■ 


(a«-+-  3* -h  y*)' 
Or 

dtùi  d<a\  =/>u  dpti  dpn-\-px*  dpik  dpit-i-plk  dpiS  dpxt  =  o>Plt,Plt,Pit9 
rfco,  dtù\  =pu  dpu  dpu-^pn  dpt*  dptï-^p1%  dptl  dpu  =  ^Pu.PtuPuJ 
rfti)3  d<>>\  =pn  dpn  dp3k-hpit  dpn  dpz\-*-pu  dp%x  dplt  =  v>Pu,PutPu, 
da>k  dt>}\  =/>4i  dpki  dpkl  H-/?4»  dpkt  dpkX  -+-  pkt  dpkl  dpk%  —  *»PtA,PutPu. 

Finalement,  et  en  reprenant  nos  anciennes  notations, 

(2)  X=JJJJ  («»+P«  +  7^ 

Cas  particulier.  —  Supposons  que  nous  étendions  l'intégrale  A 
à  l'ensemble  des  droites  qui  coupent  une  aire  plane  donnée,  qu'on 
peut  toujours  supposer  dans  le  plan  des  xy.  Alors,  en  prenant 
pour  paramètres  d'une  de  ces  droites  les  coordonnées  de  son 
point  d'intersection  avec  le  plan  des  xy  et  ses  deux,  premiers  pa- 
ramètres directeurs  a  et  [î,  le  troisième  v  étant  pris  égal  à  l'unité, 
on  a 

a  =  a,         ?  =  P,         ï  =  l>         P=—yy         <1  =  x>         r  =  *y—$x 


(')  Cela  résulte  de  ce  que  le  numérateur  est  un  produit  (symbolique)  de  deux 
facteurs  dont  chacun  contient  les  variables  p  par  des  combinaisons  de  la  forme 
tùX  —  \  d\i  dv  -h  u.  dv  cTk  -+-  v  d\  d\i,  et  cette  expression  se  reproduit  multipliée 
par  h\  si  l'on  remplace  X,  jx,  v  par  /iX,  /«  u.}  /<v,  h  étant  quelconque. 


et 
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wa<7r  =  a*  dx  dy  —  a x  dx  d$  -+-  ax  dy  dx  -\-  x*  d%  d$y 
aipr/,  =  (J*  dx  dy  —  $y  dx  d$  -*-  $y  dy  da  +y*  dz  rfp, 


a> 


Y#»7 


=  dxdyt 


d'où 


r  c  r  c  d*d?dxdr  _  s  r  ç    d*dP 

JJJJ  (i-ha'4-p*)»  "  *JJ  (n-ai+pt)i 


S  désignant  Taire  de  la  portion  considérée  du  plan  des  xy,  et  l'in- 
tégrale double  étant  étendue  à  tout  le  plan  des  a(3.  En  calculant 

cette  intégrale,  on  trouve 

A  =  «S. 

On  déduit  de  là  le  théorème  suivant  : 

L'intégrale  quadruple  A,  étendue  à  toutes  les  droites  qui 
coupent  une  portion  de  surface,  chacune  d'elles  étant  prise 
autant  de  fois  qu'elle  a  de  points  d'intersection  avec  celle-ci, 
est  égale  au  produit  de  tz par  l'aire  de  cette  portion  de  surface. 

En  particulier,  l'intégrale  A,  étendue  à  toutes  les  droites  qui 

coupent  une  surf  ace  fermée  convexe,  est  égale  au  produit  de  - 
par  l'aire  totale  de  cette  surface. 

Étant  donnée  une  surface  fermée  convexe,  nous  sommes  donc 
arrivés  à  la  notion  de  trois  invariants  métriques  de  cette  surface  : 

i°  Le  volume  de  l' espace  compris  à  l'intérieur  de  la  sur- 
face, invariant  de  dimension  S  par  rapport  à  la  longueur,  qui 
s'exprime  au  moyen  d'une  intégrale  triple  de  l'espace  ponc- 
tuel 


su 


dx  dy  dz, 


étendue  à  tous  les  points  à  l'intérieur  de  la  surface  ; 

20  L'aire  de  la  surface,  invariant  de  dimension  2,  qui  s'ex- 
prime au  moyen  d'une  intégrale  quadruple  de  l'espace  réglé 


us  si 


Uafa(<»aqr-+-  «*>pr/,-f-  Uypq) 


(ai+pi+yi)» 

■é 

étendue  à  toutes  les  droites  qui  coupent  la  surface  ; 
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3°  Un  autre  invariant  de  dimension  i,  qui  s'exprime  au 
moyen  d'une  intégrale  triple  de  V espace  tangentiel 


fil 


u  dv  dw  dh  -4-  v  dw  du  dh  h-  w  du  dv  dh  —  h  du  dv  dw 


(m*-+-  i>*-f-  wt) 


t\t 


étendue  à  tous  les  plans  qui  coupent  la  sur/ace.  Cette  der- 
nière intégrale  est  égale  à  /\tzK  pour  une  sphère  de  rayon  R  ;  à 
iz(a  -h  b  -\-c)  pour  un  parallélépipède  rectangle  de  côtés  a,  b,  c; 

à  -p  pour  un  disque  plan  de  périmètre/?. 

A* 

On  pourrait  appeler  périmètre  de  la  surface  fermée  l'inté- 
grale précédente  multipliée  par-*  Le  périmètre  d'une  sphère 

serait  alors  égal  à  8R,  et  celui  d'un  cylindre  droit  au  péri- 
mètre de  la  base  augmenté  du  double  de  la  hauteur. 

Il  n'y  a  pas,  dans  l'espace  tangentiel,  d'autre  intégrale  multiple 
de  la  forme  considérée  qui  soit  invariante  par  tout  déplacement 
dans  l'espace,  que  les  deux  intégrales  triple  et  double  que  nous 
avons  considérées.  Il  n'y  a  pas  non  plus,  dans  l'espace  réglé,  d'autre 
intégrale  multiple  jouissant  des  mêmes  propriétés  que  les  trois 
intégrales,  deux  doubles  considérées  dans  le  §  4,  et  une  quadruple 
considérée  dans  le  §  5.  D'ailleurs  toutes  ces  intégrales  multiples 
peuvent  être  trouvées  par  des  résolutions  d'équations  différen- 
tielles. Ce  sont,  en  effet,  en  employant  une  expression  due  à 
M.  Poincaré,  des  invariants  intégraux  relatifs,  les  premiers  au 
groupe  de  transformations  des  plans  de  l'espace,  les  seconds  au 
groupe  des  droites  de  l'espace,  lorsqu'on  déplace,  d'une  façon 
quelconque,  cet  espace  en  lui-même.  D'après  les  méthodes  de 
M.  Lie,  on  a  le  moyen  de  trouver  tous  ces  invariants  intégraux. 

Ces  considérations  sont  naturellement  susceptibles  d'extension 
dans  plusieurs  sens  ;  on  peut,  par  exemple,  substituer  au  groupe 
des  mouvements  un  groupe  quelconque  et,  prenant  une  famille  de 
courbes  ou  de  surfaces  invariante  par  ce  groupe,  considérer  des 
intégrales  multiples  de  l'espace  considéré  comme  engendré  par 
les  courbes  ou  les  surfaces  de  cette  famille  ;  certaines  de  ces  inté- 
grales pourront  conserver  leur  valeur  en  effectuant  sur  les  courbes 
ou  les  surfaces  considérées  une  transformation  quelconque  du 
groupe.  Par  exemple,  on  peut  considérer  la  famille  des  sphères 
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de  l'espace  relativement  au  groupe  à  10  paramètres  des  transfor- 
mations qui  conservent  les  angles  ;  ou,  au  lieu  des  sphères,  on 
peut  considérer  les  cercles  de  l'espace,  relativement  au  même 
groupe.  On  a  alors  des  quantités  attachées  à  certains  ensembles 
de  sphères  ou  de  cercles,  et  qui  font  corps  avec  ces  ensembles 
vis-à-vis  de  toute  transformation  qui  conserve  les  angles. 


DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  DE  M.  VASCHT 
J3UR  UNE  DISTRIBUTION  QUELCONQUE  DE  VECTEUR  ; 

Par  M.  Larose. 

1.  M.  Carvallo  a  donné  {Bull,  de  la  Soc.  mathém.,  t.  XVIII} 
1890)  la  généralisation  suivante  de  la  formule  de  Green  : 

Soit  un  champ  U  limité  par  une  surface  S;  soient  cp  un  opéra- 
teur linéaire  fonction  du  vecteur  qui  va  de  l'origine  au  point  con- 
sidéré, v  l'unité  de  normale  intérieure,  V  l'opérateur  d'Hamillon  ; 
on  a  l'identité 

(1)  J  fo(v)di  +J  j j \(V)dv  =  o, 

les  dérivations  de  V  portant  sur  les  éléments  de  cp. 

On  passe  donc  de  l'intégrale  double  à  l'intégrale  triple  en  rem- 
plaçant v  par  V. 

2.  Soit  h  un  vecteur  défini  en  chaque  point  du  champ  U;  si  cp 

est  une  fonction  de  h  tel  que  l'intégrale  /  /  cp(v)rfcr,  prise  le  long 

d'une  sphère  S,  soit  à  un  facteur  numérique  près  égale  à  la  valeur 
moyenne  du  vecteur  h  sur  la  sphère,  en  appliquant  l'identité  (1) 
au  volume  compris  entre  S  et  2,  et  supposant  2  infiniment  petit, 
on  aura 

(a)  ir.h+  j    f  y(v)da+  j  j  J  <p(V)cfo  =  o; 

cette  identité  sera  analogue  dans  l'espace  à  l'identité  de  Cauchy 
dans  le  plan  pour  le  calcul  des  résidus. 

3.  On  est  conduit  à  une  expression  de  l'opérateur  cp  par  les 
considérations  physiques  suivantes  : 
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La  force  exercée  sur  une  masse  i  placée  en  O  par  une  masse  m 

située  en  M  est,  d'après  la  loi  de  Newton,  égale  à — >  /•  étant 

la  distance  OM  et  a  le  vecteur  unité  de  direction  OM. 

Si  en  M  on  a  un  élément  de  courant  mv  ou  masse  laplaciennc, 

la  force  exercée  en  O  sera  —  V  (  ~  •  mv \  • 

La  résultante  des  deux  forces  sera  donc  — Vf  —  *q\>  q  désignant 

un  quaternion  dont  le  scalaire  est  la  masse  newtonienne,  le  vec- 
teur la  masse  laplacienne. 

Sur  la  sphère  S  de  centre  O,  on  a  a  =  v  (v  normale  intérieure 
au  volume  U)  ;  donc 

-yj£v(s-*)*-/£$-<**- 

Nous  poserons  <p(v)  =  —  Vf  —  «v.Aj  et  l'identité  (2)  s'écrira 

Les  dérivations  du  V  de  l'intégrale  triple  s'appliquant  aux  élé- 
ments des  deux  vecteurs  h  et  —, 

v(H=v(^)+v(*^> 

or  on  a  V  —  =  o.  Il  suffit  donc  d'appliquer  les  dérivations  de  V 

au  vecteur  h. 

Cette  identité  exprime  le  théorème  signalé  par  M.  Vaschy  : 

Le  champ  d'un  vecteur  quelconque  h  peut  être  considéré 
comme  produit  par  la  superposition  d'un  champ  de  masses 
newtoniennes  et  d'un  champ  de  masses  laplacienncs  réparties 
dans  le  volume  U  et  sur  la  surface  limite  S  du  champ. 

La  loi  de  distribution  est  la  suivante  : 

4tc^  -+-  SVA  =  o,         \r.[x  -f-  V( v7#)  =  o, 

4  7T7   -f-  S  V   li    =  O,  /|  7TT   -t-  V  (  V  //  )  —   o. 
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p,  <t  désignant  les  densités  de  masses  new  ioniennes  de  volume  et 
de  surface,  ja,  t  les  densités  de  masses  laplaciennes  de  volume  et 
de  surface. 

4>.  L'identité  démontrée  ci-dessus  peut  être  considérée  comme 
une  généralisation  de  la  formule  de  Cauchy  dans  le  plan  pour  le 
calcul  des  résidus,  mais  elle  est  plus  générale  dans  l'espace  que 
l'identité 

ne  l'est  dans  le  plan,  puisqu'elle  renferme  une  intégrale  triple. 


Fig.  i 


«V 


ac 


La  formule  de  Cauchy  résulte  immédiatement  de  l'identité 

J(\  +  i\)(dx  +  idy)  =  iff(J~x  +  i  £)  <X  +  iY)£lS, 

X  +  «Y=/(j), 
x  ■+-  iy  =  z. 

X,  Y  sont  des  fonctions  de  x,y  réelles,  continues  et  uniformes  à 
l'intérieur  de  l'aire  S  d'intégration. 

Les  vecteurs  représentatifs  d'imaginaires  considérés  par  Cauchy 
sont  assujettis  à  la  relation  symbolique 


(k+'£)<x+'"y>— • 


qui  exprime  que  la  dérivée  f'{z)  est  indépendante  delà  direction 
choisie  autour  du  point  considéré,  et  cette  relation  fait  disparaître 
l'intégrale  double. 


L'opérateur  l-r-  -*- *' t- )  joue  dans  le  plan  le  rôle  de  l'opéra- 
teur d'Hamilton  dans  l'espace. 
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La  généralisation  immédiate  de  la  formule  de  Cauchy  serait  donc 


4*A=yyv(£.v./i)rfs, 


le  vecteur  h  étant  assujetti  aux  équations  différentielles 

Vh  =  o. 

Cette  identité  symbolique  s'interprète  géométriquement. 

Donnons,  par  exemple,  au  vecteur  h  la  signification  du  déplace- 
ment du  point  (x,  y,  z). 

Vh  =  o  exprimera  qu'autour  du  point  considéré  il  n'y  a  ni  dé- 
formation, ni  rotation;  le  mouvement  est  un  simple  mouvement 
de  translation. 

■^  ■  ■  ^ — ^ — ^ 

GÉNÉRALISATION  ET  EXTENSION  A  L'ESPACE  DU  THÉORÈME 

DES  RÉSIDUS  DE  GAUGHT; 

Par    M.    E.    Carvallo. 

1.  Dans  la  théorie  des  fonctions  analytiques,  /(x)  est  une  ima- 
ginaire, fonction  de  l'imaginaire  x.  Si,  avec  Cauchy,  on  repré- 
sente les  imaginaires  par  des  vecteurs  allant  de  l'origine  aux 
divers  points  d'un  plan,  les  résultats  analytiques  s'interprètent 
géométriquement  :  y  est  un  vecteur;  il  est  fonction  du  vecteur  x 
ou,  plus  simplement,  du  point  qui  est  à  l'extrémité  de  ce  vecteur 

issu  de  l'origine.  On  considère  l'intégrale  de  l'expression  • - 

le  long  d'un  contour  formé  de  deux  lignes  :  un  cercle  <r  de  rayon 
infiniment  petit,  qui  a  pour  centre  le  point  a,  puis  une  ligne  s  qui 
renferme  le  cercle  <r.  Pour  avoir  la  formule  de  Cauchv,  il  suffit  de 
transformer  cette  intégrale  de  ligne  en  une  intégrale  étendue  à 
l'aire  i',  qui  est  comprise  entre  les  lignes  i  et  s.  Telle  est  la  mé- 
thode que  nous  allons  étendre  à  l'espace. 

2.  La  variable  indépendante  x  décrira,  non  plus  un  plan,  mais 
l'espace.  Pour  plus  de  généralité,  /(x)  sera  une  entité  quel- 
conque, géométrique  ou  non,  déterminée  en  chaque  pointa?  ('). 

(')  Par  exemple,  une  des  entités  considérées  par  Ilamilton  ou  Grassmann,  dans 
leurs  méthodes  de  calcul  géométrique,  une  masse,  un  vecteur,  un  couple,  uu 
point,  un  plan,  une  force. 
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Les  champs  d'intégration  seront  la  surface  d'une  sphère  a,  une 
surface  s  qui  enveloppe  a,  enfin  le  volume  v  compris  entre  les 

deux  surfaces  o-  et  s.  Le  vecteur (qui  dérive  du  potentiel  lo- 

garithmique)  sera  remplacé  par  le  vecteur  newtonien,  représenté 
parla  formule  —  *  où  a  est  le  vecteur  égal  à  l'unité  et  porté  du 
point  a  vers  le  pointa?;  r  est  la  distance  de  ces  deux  points. 
Ainsi,  nous  aurons  à  intégrer  l'expression  -\f(x)  le  long  des  sur- 
faces o"  et  s.  Pour  ces  surfaces,  considérons  les  normales  v  et  vM 
égales  à  l'unité  et  dirigées  vers  l'intérieur  du  volume  v.  L'inté- 
grale de  surface  envisagée  sera 


XI*  */]**/[- */]* 


La  signification  des  symboles  v,  —  >/aélé  expliquée.  Quant  au 

crochet  I  o-j/h  c'est  une  fonction  de  ces  trois  symboles;  mais  sa 

signification  demeure  arbitraire  et  nous  pouvons  en  disposer  à 
notre  gré,  pourvu,  toutefois,  que  la  définition  qu'on  adoptera 
permette  la  transformation  que  nous  avons  en  vue.  Or,  d'après  un 
théorème  général  que  j'ai  établi  antérieurement  (*),  sur  la  trans- 
formation des  intégrales  doubles  en  intégrales  triples,  il  suffit  que 

la  fonction  v  —  f\  soit  linéaire  en  v;  elle  peut  d'ailleurs  repré- 
senter tel  élément  qu'on  voudra,  géométrique  ou  non.  La  règle 
est  simple  :  pour  avoir  l'élément  de  l'intégrale  triple,  il  suffit  de 
remplacer,  dans  l'élément  de  l'intégrale  double,  le  vecteur  v  par 
le  vecteur  symbolique  d'Hamilton 


d        _     0 

h  Ij  

dxt   '   "'  dxt  ôxz 


V=I,  —  -h  I,  —  -4-  I3 


La  formule  de  réduction  est  donc  ici 


(ï) 


/[v-S-/]*^/^^-/]**/^^]*"0- 


(')  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XVIII;  1890. 
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Première  application  de  la  formule  (i).  —  Celle  formule  (i), 
d'une  grande  généralité,  contient  des  résultats  géométriques  nom- 
breux ;  mais,  si  Ton  veut  rendre  manifes  te  l'analogie  de  la  formule  (i) 
avec  celle  de  Cauchy,  il  convient  de  particulariser  la  signification 
du  crochet  de  façon  que,  sur  la  sphère  a,  [va/]  représente/ à  un 
facteur  numérique  près.  Or,  sur  cette  sphère,  v  coïncide  avec  a; 
il  suffit  donc  d'attribuer  au  crochet  une  valeur  égale  à/  multi- 
plié par  le  produit  intérieur  de  Grassmann  a|v  (•  ) 

[va/]  =  a|v./. 

Le  premier  terme  de  la  formule  (i) devient 


x 


Le  troisième  terme  se  simplifie  aussi,  car  les  dérivations  de  V 

portant  sur  —  donnent  un  terme  nul;  il  ne  reste  qu'à  faire  porter 

les  dérivations  sur/.  La  formule  (i)  ainsi  particularisée  s'écrit, 
en  remplaçant  la  normale  intérieure  v1  par  la  normale  extérieure 
changée  de  signe  —  v, 

4*/<a)  =f^-fds  -fît-  *\*-fd»> 

Dans  le  second  membre,  -^-  ds  représente  la  projection  dio  de 
l'élément  d'aire  ds  sur  la  sphère  de  rayon  i .  Pour  l'intégrale  triple, 
a|V/cst  la  dérivée  de /dans  la  direction  a;  c'est  -^--  La  formule 
s'écrit  donc  simplement,  dans  la  notation  cartésienne, 

(2)  4  */(«)  =  ff(x)dv-  fjr^:*- 

Comme  celle  de  Cauchy,  la  formule  (2)  établit  un  lien  entre  la 
valeur  de  /au  point  a  et  l'ensemble  des  valeurs  de/dans  un  do- 
maine qui  enveloppe  le  point  a.  Elle  s'applique  à  toute  grandeur/, 
fonction  du  point  x,  pourvu  toutefois  que/ satisfasse  aux  condi- 


(•)  C'est  le  produit  a|v  =  a,v,  -+-  o^v,  -h  xivi  des  deux  vecteurs  par  le  cosinus 
de  leur  angle. 
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lions  d'application  du  théorème  relatif  à  la  transformation  des 
intégrales,  savoir  :  f  doit  admettre  trois  dérivées  dans  tout  l'es- 
pace intérieur  à  s. 

Deuxième  application  de  la  formule  (i).  —  Dans  le  cas  où  f 
est  un  vecteur,  on  peut  encore  donner  au  crochet  la  signification 
suivante  : 

[va/]  =  a.v|/—  v.a|/-4-a|v./, 

car,  v  et  a  coïncidant  le  long  de  la  sphère  a,  les  deux  premiers 
termes  du  second  membre  se  détruisent  et  l'intégrale  suivant  <r 
donne  encore  ^Tzf(a).  Le  long  de  s,  la  même  réduction  n'a  pas 
lieu,  mais  on  peut  grouper  les  deux  derniers  termes.  Leur  somme 
se  représente,  dans  la  notation  de  Grassmann,  par  |[&-|(v/*)]. 
Dans  cette  notation,  [(v/)  représente  un  vecteur  perpendiculaire 
au  plan  (v/)  et  mesuré  par  le  même  nombre  que  Taire  du  parallé- 
logramme construit  sur  les  vecteurs  v  et/*.  Posons 

v//=4^,        (v//)  =  4**; 

(jl  est  un  nombre  et  k  un  vecteur.  L'élément  de  l'intégrale  suivant 
la  surface  s,  divisé  par  4  **,  sera 

Le  premier  terme  représente  l'action  d'une  couche  de  masse 
newtonienne  de  densité  superficielle  jx  sur  un  point  de  masse  i 
situé  en  a.  Le  second  représente  l'action  d'une  couche  de  cou- 
rant dont  la  densité  superficielle  est  représentée  par  le  vecteur  k 
(loi  de  Laplace).  Ces  transformations  s'appliquent  à  l'intégrale 
de  volume,  en  remplaçant  v  par  V.  On  voit,  en  résumé,  qu'un 
champ  quelconque  peut  être  envisagé  comme  produit  par  la  su- 
perposition de  deux  champs  fournis,  l'un  par  une  distribution  de 
masses  newtoniennes,  l'autre  par  une  distribution  de  masses  lapla- 
ciennes.  C'est  le  résultat  signalé  par  M.  Vaschy  et  démontré  d'une 
façon  élégante  par  M.  Larose,  au  moyen  des  qualernions. 

Troisième  application  nE  la  formule  (i).  —  Si  l'on  cesse  de 
poursuivre  l'analogie  de  la  formule  (  i  )  avec  celle  de  Cauchy,  on  peut 
donuer  au  crochet  une  signification  quelconque.  Par  exemple,  sif 
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* 


est  un  vecteur,  [va/]  peut  désigner  le  volume  du  parallélépipède 
construit  sur  les  trois  vecteurs  v,  a  et  /.  Dans  cette  hypothèse, 
l'intégrale  suivant  <j  est  nulle.  La  formule  (i)  se  réduit  à 

les  dérivations  de  V  portant  seulement  sur/.  En  particulier,  si  le 
vecteur/  dérive  d'un  potentiel,  f  «V/]  est  nul  et  la  formule  (3)  se 
réduit  à 


wu_ 


/        'i  J  ds  =  o. 


r* 


Cette  formule  peut  être  énoncée  sous  forme  de  théorème  : 
Si  Ton  considère  une  distribution  de  vecteur/  qui  dérive  d'un 
potentiel,  puis  une  couche  superficielle  s  dont  la  densité  est  repré- 
sentée par  le  vecteur/,  enfin  l'action  de  cette  couche  superficielle, 
agissant  d'après  la  loi  de  Laplace  sur  un  point  intérieur,  le  flux 
de  force  qui  traverse  la  surface  s  est  nul. 

Il  ne  semble  pas  utile  de  multiplier  les  exemples  pour  montrer 
la  fécondité  de  la  formule  (i).  Elle  constitue  elle-même  une  appli- 
cation particulière  importante,  il  est  vrai,  des  formules  générales 
que  j'ai  données  pour  la  réduction  des  intégrales  multiples.  Ces 
formules,  d'une  application  si  simple,  jouent  un  rôle  fondamental 
en  Physique  mathématique,  et  il  y  aurait,  je  pense,  intérêt  à  en 
répandre  l'usage. 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE   DU   1er  JUILLET   1896. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   KOENIGS. 

Elections  : 

Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  Euverte, 
présenté  par  MM.  Laisant  et  Kœnigs;  M.  Gourtin,  présenté  par 
MM.  Laisant  et  Touche;  M.  Larose,  présenté  par  MM.  Carvallo 
et  Laisant;  M.  Hadamard,  présenté  par  MM.  Kœnigs  et  ïannery; 
M.  Laugcl,  présenté  par  MM.  Hermite  et  Picard;  M.  Baker,  pré- 
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sente  par  MM.   Fields   et  Raffy  ;    M.    Boulanger,   présenté   par 
MM.  Humbert  et  Painlevé. 

Communications  : 

M.  Kœnigs  :  Sur  les  courbes  à  torsion  constante. 

M.  Raffy  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  le  signe  de  la  torsion  des  courbes  gauches. 

Une  courbe  gauche  étant  tracée  dans  l'espace,  pour  nous  rendre 
compte  de  son  allure  en  l'un  de  ses  points  M,  imaginons  qu'un 
observateur  soit  debout  sur  l'une  des  faces  du  plan  xMy  oscula- 
leur  en  M,  et  qu'il  regarde  le  point  M.  Comme  la  courbe  traverse 
ce  plan  en  M,  l'un  des  deux  arcs  de  courbe  séparés  par  le  point  M 
lui  paraîtra  au-dessous  du  plan  xMyy  l'autre  au-dessus.  Si  l'arc 
inférieur  est  à  sa  gauche,  il  jugera  qu'un  point  qui  décrit  la 
courbe  en  s'élevant  monte  de  gauche  à  droite;  on  dit  alors  que 
l'allure  de  la  courbe  en  M  est  dextrorsum  (sinistrorsum  dans  le 
cas  contraire). 

Ce  qui  justifie  cette  distinction  importante,  c'est  que  la  courbe, 
comme  on  le  voit  aisément,  présente  la  même  apparence  à  l'ob- 
servateur, quelle  que  soit  celle  des  deux  faces  du  plan  osculateur 
sur  laquelle  celui-ci  se  tient  debout,  pourvu  qu'il  se  place  tou- 
jours du  même  côté  du  plan  rectifiant  xMz,  soit  du  côté  du 
centre  de  courbure  R  relatif  au  point  M  (côté  des  y  positifs),  soit 
du  côté  opposé. 

Convenons  maintenant  de  placer  l'observateur  du  côté  du  plan 
rectifiant  où  nyest  pas  le  centre  de  courbure.  Donnons  au 
trièdre  (NL,xyz)  la  disposition  habituellement  adoptée  en  Géo- 
métrie analytique  et  choisissons  le  signe  de  la  torsion  (indépen- 
dant, comme  on  sait,  du  sens  des  arcs  croissants)  de  telle  sorte 
qu'on  ait  pour  les  points  de  la  courbe  voisins  de  l'origine  M 

65» 
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Nous  arriverons  à  cette  règle  :  une  courbe  q,  torsion  positive 
est  dextrorsum  y  une  courbe  à  torsion  négative  est  sinistrorsum. 
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Les  conclusions  seraient  inverses  si  Ton  changeait  la  disposition 
des  axes  ou  la  situation  de  l'observateur. 

J'ajouterai  encore  ce  théorème  :  Si  deux  courbes  ont,  aux 
extrémités  d'arcs  égaux,  leurs  courbures  égales,  leurs  tor- 
sions égales  et  de  signes  contraires,  l'une  d'elles  peut  être 
rendue  symétrique  de  l'autre  par  rapport  à  un  plan. 

M.  Hadamard  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  les  fonctions  entières. 

Dans  un  précédent  Mémoire  ('),  j'ai  étudié  les  relations  qui 
existent  entre  Tordre  de  grandeur  des  coefficients  du  développe- 
ment d'une  fonction  entière  et  l'ordre  de  grandeur  de  la  fonction 
pour  des  valeurs  infinies  de  la  variable.  J'ai  reconnu  depuis  que 
ces  relations  pouvaient  se  mettre  sous  une  forme  plus  simple  et 
en  même  temps  plus  exacte.  Je  vais  exposer  sommairement  les 
résultats  auxquels  j'ai  été  conduit  à  cet  égard. 

Soit  la  fonction  entière 

( i )  /( x )  =  a0  -+-  ai  x  -+-  at  x1  -4-  . . .  -4-  a„, xm .... 

Comme  dans  le  Mémoire  cité,  je  porterai  les  valeurs  de  m 

en  abscisses  et  les  valeurs  de  jjl  =  L 

cients  de  la  série  seront  ainsi  représentés  par  une  série  de  points 
auxquels  je  circonscrirai  le  polygone  de  Newton  P,  ainsi  qu'il  a 
été  expliqué  loco  citato. 

D'autre  part,  je  désignerai  par  r,  le  logarithme  du  module 
maximum  de  la  fonction  sur  le  cercle  de  rayon  e^  (où  Ç  est  un 
nombre  réel  quelconque).  Le  lieu  du  point  (Ç,*^)  est  une  courbe  C 
qui  tourne  toujours  sa  concavité  vers  les  r,  positifs;  elle  aura  en 
général  (mais  non  en  tous  ses  points)  une  tangente,  ce  dont 
d'ailleurs  nous  n'aurons  pas  à  nous  servir. 

Soit  (£,  r,)  un  point  de  cette  courbe  C.  Les  expressions  des 
coefficients  am  sous  forme   d'intégrales  définies   nous  montrent 

que  l'on  a 

|  am  |  <  en-»**, 

(*)  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées;  iNi)3. 


r 
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en  ordonnées.  Les  coeffi- 
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ou  bien 

(a)  fH-Ti  — mÇ>o. 

Le  premier  membre  égalé  à  o  représente,  en  supposant  le  plan 
du  point  (/w,  (jl)  et  le  plan  du  point  (£,  r[)  superposés,  la  polaire  du 
point  £,  t\  par  rapport  à  la  parabole  m2  —  ajx  =  o.  Cette  polaire 
doit  donc  laisser  le  point  (m,  jjl)  en  dessus. 

Nous  arrivons,  par  conséquent,  à  la  première  conclusion  sui- 
vante : 

Prenons  le  contour  C|,  réciproque  du  contour  P  par  rapport 
à  la  parabole 

(  3  )  ni1  —  a  fi  =  o  ; 

la  courbe  G  est  tout  entière  au-dessus  du  contour  Cj . 

Soit,  d'autre  part,  ix  =  ma  —  (3  un  côté  du  polygone  P.  Le 
point  (a,  (3)  est  un  sommet  de  C,.  Les  coefficients  am  seront  tous 
inférieurs  en  valeur  absolue  aux  valeurs  correspondantes  de  eP""mot. 
Remplaçant  dans  l'équation  (i),  on  obtient,  pour  £<a,  l'inégalité 

(4)  «1< 


i  —  e\-* 


Considérons  la  courbe  e^-\-e~^=i.  C'est  une  courbe  tout 
entière  comprise  dans  l'angle  des  £  négatifs  et  des  r\  positifs,  et 
qui  admet  ces  axes  pour  asymptotes.  Transportons  l'origine  de  ces 
axes  successivement  aux  différents  sommets  du  polygone  Ci  (sans 
changer  leur  direction).  Nous  aurons  ainsi  une  série  de  courbes 
que  nous  rejoindrons  par  des  tangentes  communes,  de  manière  à 
former  un  contour  mixtiligne  C2  dont  les  côtés  courbes  se  rac- 
cordent aux  côtés  droits  qui  les  comprennent.  La  courbe  C  est 
tout  entière  en  dessous  de  ce  second  contour  C2. 

Nous  avons  donc  ainsi  constamment  deux  contours,  dont  l'un 
limite  la  fonction  inférieurement,  l'autre  supérieurement.  D'ail- 
leurs, ces  deux  contours  vont  en  se  resserrant  indéfiniment  et,  par 
conséquent,  le  contour  Ci,  par  exemple,  représente  asymploti- 
quement  la  courbe  C  (en  définissant  convenablement,  bien  en- 
tendu, ce  qu'on  doit  entendre  par  cette  locution). 
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SÉANCE  DD  i5  JUILLET  1896. 

PRÉSIDENCE   DE  M.    BIOCHE. 

Communications  : 

M.  Demoulin  :  Sur  les  surfaces  réglées  minima. 

M.  Mawnheim  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  le  rapport  des  deux  courbures  d'une  courbe  gaucbe. 

Dans  la  séance  du  20  mai  1896,  M.  Mangeot  s'est  occupé  d'une 
manière  de  représenter  le  rapport  des  deux  courbures  d'une 
courbe  gauche  et  il  a  prouvé  que  lorsqifun  point  se  déplace  sur 
une  génératrice  G  d'un  cône  quelconque,  le  rayon  de  cour- 
bure principal  du  cône  en  ce  point  varie  proportionnellement 
à  sa  distance  au  sommet  du  cône,  et  le  coefficient  de  propor- 
tionnalité est  égal  au  rapport  de  la  première  à  la  seconde 
courbure  dfune  courbe  quelconque  ayant  ses  tangentes  paral- 
lèles aux  génératrices  du  cône,  ces  courbures  étant  relatives 
au  point  où  la  tangente  est  parallèle  à  G. 

D'après  cela,  le  rapport  des  deux  courbures  de  la  courbe  gauche 
est  égal  à  la  tangente  de  l'angle  compris  entre  G  et  la  droite  A 
qui  joint  le  sommet  du  cône  au  centre  de  courbure  principal  de 
cette  surface  relatif  à  un  point  de  G. 

Mais  on  sait  (voir  Principes  et  développements  de  Géométrie 
cinématique,  p.  »38)  que  ce  rapport  est  aussi  égal  à  la  tangente 
de  l'angle  compris  entre  la  tangente  de  la  courbe  gauche,  paral- 
lèle à  G,  et  la  droite  rectifiante  de  cette  courbe  pour  le  point  de 
contact  de  cette  tangente. 

Rapprochant  ces  deux  résultats,  on  doit  conclure  que  A  est 
parallèle  à  cette  droite  rectifiante. 

En  effet,  la  droite  A  est  l'intersection  du  plan  mené  par  G  nor- 
malement au  cône  et  du  plan  analogue  mené  par  la  génératrice 
infiniment  voisine  de  G;  comme  ces  deux  plans  sont  respective- 
ment parallèles  à  deux  plans  rectifiants  de  la  courbe  gauche,  A  est 
bien  une  droite  parallèle  à  la  droite  rectifiante  en  question. 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SftANCE   DU  K  NOVEMBRE    I89(i. 
pri-:sii>kn<:k  de  m.  koenic.s. 

Commit  m'en  fions  : 

M.  Duporcq  :  Sur  les  ce titres  de  gravité. 

M.  Kœnigs  :  Sur  les  mouvements  identiques  à  leurs  inverses. 

M.  Appell  adresse  la  Note  suivante  : 

Les  équalions  établies  par  Cauchy  dans  la  deuxième  partie, 
section  première,  de  son  Mémoire  sur  la  Théorie  de  la  propa- 
gation des  ondes  à  la  surface  d'un  Jluide  pesant  d'une  pro- 
fondeur indéfinie,  peuvent  être  interprétées  comme  il  suit: 

Si  ton  appelle  a,  6,  r  et  u0,  v0,  ir0  les  coordonnées  et  les  pro- 
jections de  la  vitesse  initiale  d'une  molécule,  x,  y,  z  et  u,  r,  ir 
les  quantités  analogues  au  temps  /,  r  expression 

il  (/.r  -+-  r  dy  h-  w  dz  —  (  //c  d<t  -+-  c0  dh  -f-  ir0  dv  ) 

est  une  différentielle  exacte. 

On  retrouve  ainsi  facilement,  en  partant  des  équations  de 
Cauchv,  le  théorème  de  llelmlioltz  sur  les  tourbillons. 

M.  Lemoise  expose,  d'après  des  renseignements  personnels 
récents,  l'état  de  la  question  des  Congrès  internationaux  de 
Ma  thé  ma  l  iciens . 

Il  rappelle  que  l'échange  préalable  des  vues  de  mathématiciens 
de  diverses  nations  semblant  désigner  une  ville  de  Suisse  comme 
un  lieu  très  favorable  pour  tenir  la  première  assemblée  internatio- 
nale qui  organiserait  les  Congrès  périodiques,  et,  en  particulier, 
Zurich  parmi  elles,  les  mathématiciens  de  celte  ville  ont  décidé 
de  s'occuper  de  la  convocation  des  mathématiciens  en  189"". 

La  Société  Mathématique  de  France,  sur  la  proposition  de  son 
(Conseil,  avait  adhéré  au  projet,  par  vole  unanime,  dans  sa  séance 
du  1  -  i  11  il  Ici   1 8().T>.  , 

XXIV.  14 
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La  Société  allemande  des  mathématiciens  {Deutsche  Mathe- 
matiker-Vereinigung),  qui  avait  appuyé  le  projet  de  tels  Con- 
grès lors  de  sa  réunion  de  Vienne,  en  1894»  avant  que  le  lieu  de 
réunion  ne  fût  en  question,  a  reçu,  à  la  réunion  de  Francfort- 
sur-le-Mein,  à  la  fin  du  mois  de  septembre  dernier,  une  invitation 
du  Comité  provisoire  de  Zurich,  invitation  que  lui  apportait  le 
Professeur  Rudio,  membre  de  ce  Comité. 

11  est  déjà  décidé  que  la  réunion  aura  lieu  vers  le  10  août  1897, 
à  Zurich,  et  qu'elle  durera  trois  au  quatre  jours;  la  date  reste  à 
déterminer  d'une  façon  précise.  Un  Comité  zurichois  est  nommé; 
il  se  compose  de  MM.  Geiser,  Hurwitz,  Rudio,  F.  Weber  et 
Franel;  il  doit  s'adjoindre  des  mathématiciens  étrangers  afin  de 
prendre  le  caractère  international.  Alors,  après  entente  avec  les 
diverses  Sociétés  de  Mathématiques  de  l'ancien  et  du  nouveau 
monde,  il  enverra  des  invitations  personnelles  aux  mathémati- 
ciens; elles  seront  faites  dans  l'esprit  le  plus  large.  Le  Comité 
s'occupera  également  de  l'organisation  générale  et  du  programme 
du  Congrès. 

Parmi  les  renseignements  généraux  dont  M.  Lemoine  a  con- 
naissance, il  signale  que  la  Société  Mathématique  d'Edimbourg  a 
adhéré  au  projet  qui  lui  a  été  soumis  par  J.  Mackaj;  que  l'Asso- 
ciation Française  pour  l'Avancement  des  Sciences,  au  Congrès  de 
Caen,  en  i8g5,  a  émis  un  vote  favorable;  que  les  savants  russes 
ont  été  des  premiers  à  s'intéresser  au  projet  et  s'en  sont  occupés, 
particulièrement  à  la  réunion  de  kazan,  le  6'  septembre  1896,  à 
propos  du  centenaire  de  Lobatchefsky,  où  M.  Wassilief  a  pris  la 
parole  sur  la  question;  que  la  Société  Mathématique  Américaine 
s'v  est  associée  dès  le  mois  d'août  1894.  Il  termine  en  disant  que 
les  fondateurs  de  V Intermédiaire  des  Mathématiciens  ont 
trouvé  dans  des  lettres  de  savants  allemands  et  russes,  écrites  à 
propos  de  son  apparition  prochaine,  les  prémices  de  l'idée  qu'ils 
ont  propagée  personnellement  d'abord  et  qui  est  aujourd'hui 
en  cours  de  réalisation.  Le  Journal  en  a,  depuis,  entretenu  plu- 
sieurs fois  ses  lecteurs;  il  continuera  à  leur  faire  connaître  les 
notes  et  les  décisions  v  relatives  qu'on  \oudra  bien  lui  commu- 
niquer. 
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SfiAXGE    DU    18    NOVEMBRE    1890. 

pniCSIDKNCi:   DK   M.    KOENIGS. 


Elections 


Sont  élus  à  l'unanimité  membres  de  la  Société  :  M.  Andover, 
présenté  par  MM.  Ivœnigs  et  RaflTv;  M.  Girardville,  présenté  par 
MM.  Laisant  et  Lemoine. 

Démissions  : 

MM.  Charles  Henry,  Laquière  et  de  IVesIe  adressent  leurs 
démissions  de  membres  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Fouret  :  Méthode  pour  exprimer  quune  droite  est  située 
sur  une  quadrique. 

M.  Humherl  :  Observations  sur  le  même  sujet. 

M.  Laisaxt  communique  la  Note  suivante  : 

Identités  relatiTM  à  des  polynômes  entiers. 

Il  y  a  déjà  plusieurs  mois,  M.  Maillard,  professeur  à  la  Faculté 
des  Sciences  de  Poitiers,  m'a  communiqué  les  propositions  sui- 
vantes : 

Si  f(x)  =  o  est  une  équation  du  troisième  degré  ayant 
pour  racines  a<  by  r,  on  a  identiquement 


\D 


/(fl)+/'(6)4-/^)  +  3/'(^trj=0; 


Si  F(x)  =  o  est  une  équation  du  quatrième  degré  ayant 
pour  racines  a,  £,  c,  dy  on  a  identiquement 


ri)      F'(  a  )  -r-  F'<  h  )  ■+-  F'<  fi+F'«rfi  +  8F 


,  (a  -i-  b  -+-  r  -t-  d\ 


En  cherchant  à  généraliser  ces  résultats,  qui  paraissent  ù  un 
premier  examen  ne  pas  s'étendre  au  delà  du  quatrième  degré,  j'ai 
trouvé  les  deux  identités  suivantes,  que  je  me  borne  ici  à  énoncer 
sans  démonstration,  et  dans  lesquelles  h  représente  la  moyenne 
arithmétique  des  racines  a,  /?,  r,  .  .  .,  /  d'une  équation  f(.r)  =  o 
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de  degré  m  : 


(4)  ^yvn-i)(q)  .+.  „l(//l  _  a)/1"1-»^  A)  =  o; 

les  sommations  s'étendent,  naturellement,  à  toutes  les  racines  de 
l'équation. 

La  relation  (i)  est  un  cas  particulier  de  l'identité  (4),  en  sup- 
posant m  =  3,  et  la  relation  (a)  est  un  cas  particulier  de  l'iden- 
tité (3)  en  supposant  m  =  4-  On  remarquera  en  outre  que,  si 
dans  1  identité  (4)  on  fait  /?*  =  4,  on  a  la  relation  suivante,  relative 
à  un  polvnômey'(x)  du  quatrième  degré  : 

M.  DuMiitcy  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  les  centres  de  gravité  des  courbes  parallèles. 

Dans  le  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées 
(189.5,  p.  4^0  j3*  démontré  le  théorème  suivant  : 

A  tout  déplacement  d'un  plan  mobile  sur  un  plan  fixe  cor- 
respond un  point  dont  la  trajectoire  est  fermée.  Le  centre  de 
gravité  de  cette  trajectoire  coïncide  avec  celui  de  la  courbe 
formée  dans  le  plan  fixe  par  les  centres  instantanés  de  rota- 
tion,  à  la  condition  de  supposer  que  les  arcs  de  ces  courbes  ont 
des  masses  proportionnelles  aux  angles  dont  tourne  le  plan 
mobile  pendant  la  description  de  ces  arcs. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  plan  mobile  est  entraîné  par  le 
roulement  d'une  circonférence  sur  une  courbe  fermée,  le  centre 
de  cette  circonférence  décrit  une  trajectoire  fermée,  dont  un  arc 
quelconque  est  visiblement  proportionnel  à  l'angle  dont  tourne  le 
plan  mobile  pendant  la  description  de  cet  arc  :  le  théorème  géné- 
ral qui  précède  va  donc!  nous  donner  des  propriétés  des  centres 
de  gravité  des  périmètres  de  courbes  fermées  parallèles.  Je  rap- 
pellerai d'ailleurs  que  le  périmètre  d'une  courbe  v  aura  sa  sigui- 
licalion    analytique,    c'est-à-dire   que    deux    arcs    séparés   par    un 
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point  de  rebroussemcnt  doivent  se  retrancher  au  lieu  de  s'ajou- 
ter. 

Parmi  les  courbes  fermées  parallèles  entre  elles,  il  y  en  aura 
toujours  une,  I\  dont  le  périmètre  ainsi  défini  sera  nul;  et  si  R 
est  la  dislance  à  cette  dernière  d'une,  C,  des  courbes  parallèles, 
celle-ci  aura  pour  longueur  ±  2/î7:R,  selon  qu'elle  se  trouvera 
d'un  coté  ou  de  l'autre  de  T,  en  désignant  par  9. fit:  la  courbure 
de  T.  D'ailleurs  Taire  de  C  et  celle  de  V  différeront  de  l'aire 
/î-R2. 

Cela  posé,  soit  dv  la  courbure  d'un  arc  ds  d'une  courbe  fer- 
mée C;  soit  Cjt  une  courbe  parallèle  à  C,  décrite  par  le  centre 
d'une  circonférence  de  rayon  p,  roulant  sur  C  :  du  théorème  gé- 
néral on  déduit  que  le  périmètre  de  C|  a  pour  centre  de  gravité 
celui  de  la  courbe  C,  si  l'on  suppose  la  masse  de  Tare  ds  propor- 
tionnelle à  la  somme  {ds  •+•  p  d?).  Ce  résultat  peut  s'interpréter 
ainsi  :  soit  co  le  centre  de  gravité  des  courbures  de  C(la  masse 
de  ds  étant  supposée  proportionnelle  à  rfs),  et  soient  O  et  O,  les 
centres  de  gravité  des  périmètres  des  courbes  C  et  CM  supposées 
homogènes  :  le  point  01  sera  le  centre  de  gravité  des  points  O  etwt 
si  l'on  attribue  au  point  O  une  masse  proportionnelle  au  péri- 
mètre de  la  courbe  C,  et  au  point  o>  une  masse  proportionnelle  à 

la  somme  /  o  d*s ,  qui  représente  évidemment  la  différence  des  pé- 

rimètres  des  courbes  Ci  et  C.  Par  suite  les  points  co,  O  et  0|  sont 
en  ligue  droite,  et  les  distances  wO  et  wO,  sont  inversement  pro- 
portionnelles aux.  périmètres  des  courbes  C  et  C|. 
Ces  résultats  se  résument  ainsi  : 

I)es  courbes  fermées y  géométriques  ou  non,  parallèles  entre 
elles,  ont  le  même  centre  de  gravité  des  courbures.  Les  centres 
de  gravité  de  leurs  périmètres  sont  sur  une  droite  passant  par 
ce  point  fisc,  et  leurs  distances  à  ce  point  sont  inversement 
proportionnelles  au.r  périmètres  correspondants. 

Autrement  «lit  : 

Le  centre  de.  gravité  des  courbures,  commun  à  une  famille 
de  courbes  fermées  parallèles,  a,  en  direction  et  en  grandeur^ 
h*  même,  moment  relativement  aux  périmètres  de  ces  courbes. 
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II  est  bien  évident  que  cette  droite,  lieu  des  centres  de  gravité 
des  périmètres,  est  aussi  le  lieu  des  centres  de  gravité  des  aires 
comprises  entre  deux  quelconques  des  courbes  fermées  parallèles. 
On  voit  aisément  que  le  centre  de  gravité  de  Taire  comprise  entre 
deux  courbes  parallèles  C  et  C  coïncide  avec  celui  du  périmètre 
de  la  courbe  parallèle  à  C  et  C,  qui  est  équidistanle  de  ces 
courbes.  On  en  déduit  sans  peine  la  propriété  suivante  : 

Soient  w  le  centre  de  gravité  des  courbures,  commun  à  une 
famille  de  courbes  fermées  parallèles  C,  xux'  la  droite  qui 
constitue  le  lieu'  des  centres  de  gravité  des  périmètres  de  ces 
courbes;  soit  enfin  y  le  centre  de  gravité  de  l'aire  de  celle,  F, 
des  courbes  C,  dont  le  périmètre  est  nul.  Ae  lieu  des  centres 
de  gravité  des  aires  des  courbes  C  est  une  conique  admettant 
pour  centre  le  milieu  de  yto  et  touchant  en  w  la  droite  Xiùx' . 

Pour  terminer,  j'indiquerai,  sans  en  développer  les  démonstra- 
tions, quelques  résultats  applicables  à  des  courbes  parallèles  non 
fermées.  Ils  se  déduisent  des  précédents,  en  formant  des  courbes 
fermées  au  moyen  des  courbes  données,  dont  on  prend  les  svmé- 
triques  par  rapport  à  leur  normale  commune  en  Tune  de  leurs 
extrémités,  puis  qu'on  ferme  par  des  arcs  de  cercle  concentriques. 
On  trouve  ainsi  que  : 

Les  centres  de  gravité  des  courbures  o>  dy  une  famille  d'arcs 
ab  parallèles  entre  eux  sont  sur  une  droite,  parallèle  à  la 
bissectrice  de  V angle  des  normales  communes  extrêmes.  Si  :p 
désigne  cet  angle,  deux  courbes  distantes  de  p  ont  des  centres 
de  gravité  dont  la  distance  est 

P    •    ° 

Quant  aux  centres  de  gravité  g  des  périmètres  de  ces  arcs, 
ils  sont  sur  une  hyperbole  dont  une  des  asymptotes  est  parallèle 
à  la  bissectrice  de  V angle  des  normales  extrêmes. 

Les  droites  g to  enveloppent  une  parabole,  qui  touche  égale- 
ment les  perpendiculaires  abaissées  des  centres  de  gravité  g 
sur  les  cordes  ab  correspondantes. 
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SÉANCE  DU  2  DÉCEMBRE   1896. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    IIIOUX. 

Communications  : 

M.  Àntomari  :  Conditions  pour  qu une  équation  algébrique 
ait  un  nombre  donné  de  racines  distinctes, 

M.  Carvallo  :  Sur  l'intégrale  de  Clausius  pour  les  cycles 
non  réversibles. 

M.  i/0<:.\i;ne  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  le  signe  de  la  torsion  des  courbes  gauches  et  du  paramètre 

de  distribution  des  surfaces  réglées. 

Dans  ses  Leçons  sur  les  applications  géométriques  de  l' Ana- 
lyse (*),  récemment  parues,  M.  RadV  a  adopté,  quant  au  signe 
de  la  torsion  des  courbes  gauches  (qui  entraine  celui  du  para- 
mètre de  distribution  des  surfaces  réglées),  une  convention  qu'il 
a  d'ailleurs  fait  connaître  aux  lecteurs  de  ce  Bulletin  (2). 

J'ai  eu,  en  raison  de  mon  enseignement  à  l'Ecole  des  Ponts  et 
Chaussées,  à  m 'occuper  aussi  de  la  question,  et  la  convention  que 
j'ai  admise  [et  qui  est  reproduite  dans  mon  Cours  de  Géométrie 
descriptive  et  de  Géométrie  infinitésimale  (3),  paru  il  y  a  quel- 
ques mois]  se  trouve  être  inverse  de  celle  de  notre  Collègue. 

Aussi  demanderai-je  la  permission  d'indiquer  ici  la  raison  de 
mon  choix.  1)  suffit,  pour  passer  de  la  convention  de  M.  Ralfv  à  la 
mienne,  de  changer,  dans  la  définition  très  précise  qu'il  a  donnée 
à  la  page  1 85  de  ce  Bulletin  (avant-dernier  alinéa),  les  mots: 
«.  Donnons  au  trièdre  (Js\,xyz)  la  disposition  habituellement 
adoptée.  .  .  »,  par  ceux-ci  :  «  Donnons  au  trièdre  (M^xjz)  une 
disposition  telle  que,  considérés  de  l'intérieur  du  trièdre,  chacun 
des  trois  angles  /Mv^'M:  et  zMjc  soit  compté  dans  le  sens  di- 


(  '  )   Paj;cs  ni  et  2r>i . 

(M   Pu-o  i8">. 

;')  P«iRC»  Soi.   mi  ri  3'h. 
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rect,  c'est-à-dire  dans  le  sens  trigonomélriquc  positif  (/ig.  i).  » 


l'ig.  i. 


Avec  la  disposition  liabituelleincnt  adoptée  (fig*  i  6/5),  chacun 


Fig.   1  6/5. 


de  ces  trois  angles  est  compté  dans  le  sens  rétrograde  ou  trigono- 
métrique  négatif,  ce  qui  me  semble  peu  rationnel. 

On  ne  voit,  en  effet,  aucune  raison  pour  que  le  sens  positif  des 
angles  sur  le  plan  des  xy  soit  changé  suivant  que  ce  plan  est  con- 
sidéré seul  ou  comme  rattaché  à  Taxe  des  z. 

Je  reconnais  que  la  convention  à  laquelle  je  nie  suis  arrêté  va 
contre  les  usages  reçus;  mais  elle  me  semble  davantage  dans  la 
logique  des  choses  et  plus  conforme  au  besoin  d'uniformité  qui  se 
fait  sentir  dans  le  domaine  mathématique. 

M.  Laisam\  à  propos  de  la  Communication  de  M.  d'Ocagne, 
présente  quelques  observations  sur  un  moyen  de  définir  l'allure 
des  courbes  gauches  (Hrxtmrsum  ou  sini.strorsutn). 
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SÉANCE  DU  IG  DÉCEMBRE  1896. 

PRKSIDKNCK    DK   V.    TOUCHE. 

Co  m  m  u  n  ica  tu  m  s  : 

M.  Laisant  :  Sur  l'organisation  des  Congrès  internationaux 
de  mathématiciens. 

M.  Andoyer  :  Détermination  des  racines  communes  à  plu- 
sieurs équations. 

M.  Dupout  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  la  constitution  des  atomes  et  l'action  de  la  matière  sur  la  matière. 

Comme  suite  au  Mémoire  que  j'ai  publié  récemment  dans  le 
Bulletin  (t.  XXIV)  sous  le  même  titre,  et  où  j'ai  montré  que  les 
atomes  doivent  être  considérés  comme  de  petits  corps  solides,  j'ai 
obtenu  les  résultats  suivants  : 

i°  Les  moments  principaux  d'inertie  relatifs  au  centre  de  gra- 
vité d'un  atome  sont  égaux; 

a"  L'action  d'un  point  M  d'un  atome  sur  un  point  A  du  même 
atome  ne  saurait  dépendre  seulement  de  la  position  relative  de 
ces  deux  points  et  de  leurs  vitesses; 

3°  Celte  action  peut  être  représentée  par  le  segment 

w*(AI>):iy, 

P  étant  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A  sur  la 
vitesse  de  rotation  de  l'atome,  celle  vitesse  étant  considérée 
comme  ayant  pour  origine  le  point  .M,  a  étant  la  masse  du  point  A, 
dv  le  volume  du  point  M,  Vr  le  volume  de  l'atome. 

M.  Laisant  fait  la  Communication  suivante  : 

Propriétés  algébriques  des  coefficients  du  binôme. 

Il  y  a  plusieurs  années  déjà,  j'ai  communiqué  à  la  Société  ma- 
thématique une  propriété  des  coefficients  du  binôme,  sans  accom- 
pagner celte  communication  d'aucune  Note.  Je  n'avais  alors  pas 
de  démonstration  algébrique  satisfaisante;  un  peu  plus  lard,  au 
Congré.s  de    Br>an<  on   (i8())%  je  donnai   la  même  proposition  à 
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titre  d'exemple,  dans  une  communication  sur  les  tableaux  de 
sommes;  la  démonstration  était  alors  facile,  mais  assez  indirecte. 
Dernièrement,  cette  question  mêlant  retombée  sous  les  yeux,  j'ai 
trouvé  un  moyen,  purement  algébrique  et  très  élémentaire,  d'éta- 
blir la  propriété  dont  il  s'agit,  et  dont  voici  l'énoncé  : 

Si  Von  forme  le  Tableau  y  de  n-\-  \  colonnes  et  de  n  lignes* 


1 

1 

I 

•   •   • 

T 

i 

I 

2 

3 

•   •   • 

n 

n  -+- 1 

I 

7* 

3* 

•   •   • 

/i* 

(n  -i-i)« 

• 

i!   i     *«-i     3"-'      ...     /*"->     (n-*-i)«-1  II 

et  si  Von  désigne  tes  déterminants  qui  résultent  de  fa  sup- 
pression de  la  ire,  de  la  2e,  . . .,  de  la  (n  -4-  i)èin,e  colonne' par 

A0,  A|,  Ag,   ...,  A/i— |,  A/|, 

les  valeurs  des  termes  de  cette  suite  sont  proportionnelles  aux 
coefficients  du  développement  de  la  puissance  nième  d'un  binôme. 

Appelons  c0,  cu  r2,  . .  ..  cn  ces  coefficients,  de  sorte  qu'on  a 
l'identité 


Ci) 


r0  -:-  rt  x  -~  ct  x1  -+■ . .  .  H-  rn  xn  —  <  i  -f-  x  )" . 


Si  nous  multiplions  les  deux  membres  par  x,   et  si  nous  prenons 
les  dérivées,  il  vient 


-i 


(7)       c0--  2C| x  ->-  3cjjrs  --1-.  . .    -  (n  ■+-  i  )r„ xn  =  Ci  -+-  x)"~-  nxi  i  -h  x)n 
Soi  t  x  =  —  i .  Les  deux  identités  (i)  et  (-a)  nous  donnent 

r*o —  2*'i  H-  3r2  . .  .  ±z  i  n  -  --  i  >rw  —  o. 


Il  est  clair  qu'en  prenant  la  dérivée  de  l'identité  (a)  après  lavoir 
multipliée  par  .r,  et  en  faisant  x= —  i,  puis  en  continuant  de  la 
même  manière,  on  aura  successivement 


c 


„ —    *22r,    -,-     3V2     .  .  .    :    (  //.  -f-  i  |J  r„       — 


o. 


r„ —■>«-!  r,  -•  3""' rj  ..  .    :-(/i-f-l»"    ' '•„  -     <>. 


—  iOî)  — 

L'ensemble  de  ces  identités  linéaires  en  c0,  ct,  . . .,  cn  montre 
que  l'on  a 

—   r=   -l-   =  =   —  . 

A0        A|  A/4 

11  est  visible  qu'on  ne  peut  avoir  des  identités  de  la  forme  in- 
diquée que  jusqu'à  la  (n  —  i)»*1»*  opération.  Si  l'on  continuait  au 
delà,  on  obtiendrait,  en  effet,  en  prenant  les  dérivées,  des  termes 
qui  ne  contiendraient  plus  (i  -+-  x)  en  facteur. 

M.  A*doyer  indique  une  autre  démonstration  de  la  propriété 
ci-dessus. 

MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  LA  DISTRIBUTION  DES  ZÉROS  DE  LA  FONCTION  ï(s) 
ET  SES  CONSÉQUENCES  ARITHMÉTIQUES  (  ■  )  ; 

Par  M.  Hadamaiu). 

I.  —  Sur  les  zéros  de  la  fonction  ^  et  de  quelques  fonctions 

analogues. 

1.   La  fonction  £(s)  de  Kiemann  est  définie,  lorsque  la  partie 
réelle  de  s  est  plus  grande  que  1,  par  l'équation 

(I)  ]0g;(5)  =  -2l0g(|-i,), 

P 

où  p  désigne  successivement  les  différents  nombres  premiers;  les 
logarithmes  sont  népériens.  Elle  est  liolomorplie  dans  tout  le 
plan,  sauf  au  point  5=1,  qui  est  un  pôle  simple.  Elle  ne  s'annule 
pour  aucune  valeur  de  s  dont  la  partie  réelle  soit  supérieure  à  1, 
puisque  le  second  membre  de  l'équation  (1)  est  fini.  Mais  elle 
admet  une  infinité  de  zéros  imaginaires  dont  la  partie  réelle  est 
comprise  entre  o  et  1.  Stïeltjes  avait  démontré,  conformément 
aux  prévisions  de  Riemann,  que  ces  zéros  sont  tous  de  la  forme 


(')  Les  résultat?»  fondamentaux    du   présent  Mémoire  mit   éld   communiqués  à 
rVcadcinic  des  Sciences  dan*  la  séance  du  32  juin  1896. 
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J-  -f-  ti  (le  nombre  t  étant  réel);  mais  sa  démonstration  n'a  jamais 
été  publiée,  et  il  n'a  même  pas  été  établi  que  la  fonction  £  n'ait 
pas  de  zéros  sur  la  droite  (  *  )  ^  (s)  ~  i . 

(7 est  celle  dernière  conclusion  que  je  me  propose  de  dé- 
montrer. 

2.  Faisons  d'abord  tendre  s  vers  i  par  valeurs  réelles  et  dé- 
croissantes. Le  logarithme  de  £(s),  ou,  à  une  quantité  finie  près, 
la  série 


s-2i 


P* 

r 


augmente  indéfiniment  comme  —  log(  .v  —  i). 

Remplaçons  maintenant  s  par  s  -h  ti  et  imaginons  que  le  point 
d'affixe  i  -+-  ti  soit  un  zéro  de  £.  Alors  la  partie  réelle  de 
log(.v  -f-  //),  c'est-à-dire  (à  une  quantité  finie  près)  la  somme 

O)  p= 2^ro*(',o?/>)' 

p 

%     devra  croître  indéfiniment  par  valeurs  négatives  comme  log(s  —  i), 
c'est-à-dire  comme  —  S,  lorsque  s  tendra  vers  i  (l  restant  fixe). 

3.  Cela  posé,  soit  a  un  angle  que  nous  supposerons  petit  ; 
parmi  les  différents  nombres  premiers,  distinguons  deux  catégo- 
ries : 

i°  deux  qui  satisfont,  pour  quelque  valeur  entière  de  A,  à  la 
double  inégalité 


(  i) f J<W 


l 


Les  parties  des  sommes  S„  et  V,t  [c'est-à-dire  des  séries  (:>.)  el 
\'\')  bornées  à  leurs  n  premiers  termes  J  correspondant  à  celle 
première   catégorie    de   nombres    premiers    seront  désignées   par 

a"   Les    nombres   premiers    restants,   c'est-à-dire    ceux    qui   ne 


(')  Ai*)  't<-si^ii(.',  connue  d'iiultilurlc.  la  partie  réelle  «lu  s 
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vérifient  la  double  inégalité  (4)  pour  aucune  valeur  de  A',  donne- 
ront, dans  les  sommes  S„  et  P„,  les  parties  S*  et  P*. 

S' 
Considérons   le    rapport   p„  =  ~,    lequel    est   compris    entre 

o  et  t  :  lorsque  n  augmentera  indéfiniment,  ce  rapport  aura  soit 
une  limite,  soit  des  limites  d'oscillation.  Si  £(i  4-  ti)  était  nul, 
cette  ou  ces  limites  devraient  tendre  vers  i  avec  s.  Autrement  dit, 
p  étant  un  nombre  quelconque  plus  petit  que  i,  on  pourrait  faire 
correspondre  à  loule  valeur  réelle  de  s  supérieure  à  i,  mais  suf- 
fisamment voisine  de  i,  une  valeur  de  n  à  partir  de  laquelle  on 
aurait 

(S)  ?«>p. 

On  peut,  en  effet,  écrire  évidemment  : 

(les  inégalités  ayant  leur  sens  algébrique).  Si  donc  on  avait 

il  en  résulterait 

où  6  =  p  -4-  (i  —  p)cosa  est  un  nombre  fixe  plus  petit  que  i  ;  et  si 
cela  avait  lieu  pour  une  infinité  de  valeurs  de  /?,  on  pourrait 
passer  à  la  limite  et  écrire 

Ï'.'  —  OS, 

ce  qui  serait  en  contradiction  avec  l'hypothèse  £(i-f-/i")  =  o, 
ainsi  qu'il  a  été  remarqué  au  numéro  précédent. 

L'égalité  £(i  -+-//)  =  o  exige  donc  bien  que  la  ou  les  limites 
de  pw. tendent  vers  i  avec  s. 

4.  Changeons  alors  t  en  2/,  dans  la  série  (3)  et  soit  (J>  la  nou- 
velle série  ainsi  obtenue  :  les  termes  qui  formaient,  dans  la 
série  (3),  les  sommes  P^P^P,,  =  lyu  -+-  P*  donneront,  dans  celte 
nouvelle  série,  respectivement  les  sommes  <>^,<J^,Q/i  =  <,)'  -+-Q* 
et  Ton  aura,  cette  fois, 

(  )  ''         _    S  "        M  *      iS 
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el,  par  conséquent, 

Q/i  t  S,,  [  ?/i  ^os  2  ot  —  (  i  —  p„  )]  : 

d'où,  moyennant  l'inégalité  (5)  supposée  vérifiée  pour  n  suffisam- 
ment grand, 

0'  désignant  le  nombre  pcos2a —  (i  —  p),  lequel  est  positif  si 

nous  avons  pris  i  >  o  > • 

1  »   n-  cos  a  a 

Or  ceci  donnerait  Q5.8'S  et,  par  suite,  (,)  augmenterait  indéfi- 
niment par  valeurs  positives;  de  sorte  que  le  point  d'affiie 
i  -f-  iti  serait  un  infini  de  £(*)  '•  ce  que  nous  savons  n'avoir  pas 
lieu. 

L'impossibilité  de  l'hypothèse  ^(i  -h  (i)  =  o  est  donc  mise  en 
évidence. 

5.  Il  est  remarquable  que  celte  démonstration  ne  repose  que 
sur  les  propriétés  les  plus  simples  de  £(s)  :  nous  nous  sommes, 
en  effet,  exclusivement  servi  des  remarques  suivantes  :  i°  le 
logarithme  de  notre  fonction  est  développante  en  série  de  la 
l'orme  %ane~^«*,  les  nombres  an  étant  tous  positifs;  2°  la  fonction 
est  uniforme  sur  la  droite  qui  limite  la  convergence  de  celle 
série  et  ne  présente  sur  cette  droite  qu'un  seul  pôle  simple. 

Toute  fonction  satisfaisant  à  ces  conditions  sera  donc  différente 
de  o  sur  la  droite  limite. 

Ainsi,  dans  la  démonstration  précédente,  c'était  uniquement 
pour  simplifier  l'écriture  que  nous  avons  réduit  le  second  membre 
de  l'équation  (i)  à  la  série  S  :la  démonstration  se  serait  également 
appliquée  au  développement  complet  de  log^(.v).  De  même,  les 
nombres  premiers  ayant  été  distribués  d'une  façon  quelconque 
en  deux  catégories,  les  nombres  de  la  première  catégorie  étant 
désignés  par//,  ceu\  de  la  deuxième  par//7,  si  la  fonction  repré- 
sentée (lorsque  la  partie  réelle  de  s  est  supérieure  à  i)  par  le 
produit  infini 

<('»)  /m- . - — 

ir-i)n<-v-.) 


%VA  — 


est  holomorphe  sur  la  droite  limite  &(*)*=  1,  elle  est  différente 
de  o  sur  cette  droile  (  '  ). 

En  effet,  le  logarithme  du  produit 

/(*);(*)  = 


ik-jO'iio-*) 

r'  /'* 

est  représenté  par  une  série  ^a«e  *«'  à  coefficients  positifs  ;  ce 

produit  satisfait  donc  aux  conditions  ci-dessus  indiquées. 
Ce  cas  est,  par  exemple,  celui  de  la  fonction  de  Schlômilch 


(7)  JL(a/i--i)*  ~~  11 


6.  Plus  généralement,  nous  allons  étendre  la  proposition  qui 
précède  aux  séries  introduites  en  Arithmétique  par  Dirichlet,  et 
dont  nous  devons  tout  d'abord  rappeler,  en  les  complétant  sur 
certains  points,  les  principales  propriétés. 

Ces  séries  appartiennent  à  la  catégorie  des  séries  de  la  forme 

2u~^s  périodiques,  c'est-à-dire  dont, les  coefficients  an  se  repro- 
duisent de  k  en  k.  De  telles  séries  sont  évidemment  des  combi- 
naisons linéaires  des  k  fonctions 


I  I  I 


I       •    •    • 


'2*  (An-*)*  (UÀ--H2)*         "', 


'   •  9 


;X  X'^XH-X^UX-n-A)'  '•' 

étudiées  par  MM.  Htirwitz  (2)  et  Cahen  (3 ).  Ces  fonctions  sont 


(')  Sauf  pcut-i'trc  au  point  s  —.  i;  mais  cette  circonstance  ne  se  présentera  pas 
«tans  la  suite 

(J)  Zeitsvhrift  fiir  Mnthematik  unit  Physik,  t.  XW1Ï,  p.  80-102;  i88«.i. 

( 3  )  Thèse  de  Doctorat,  iN«i'|.  et  Annales  de  t'JCcole  Xormate  supérieure,  3'  sé- 
rii*.  t.  \1. 


—  204  — 
uniformes  dans  lout  le  plan,  avec  le  seul  pôle  simple  5=  i  et  le 
résidu  correspondant  r>  ainsi  qif  il  résulte  de  l'expression 

(8)  5i.(*)=  —T(i   -s)    /(    -*)<-i_-_,/.r, 

l'intégrale  étant  prise  le  long  d'un  contour  C  parlant  de  -4-00  et  v 
revenant  après  avoir  tourné  dans  le  sens  trigonométrique  autour 
de  l'origine,  et  — x  étant  considéré  comme  avant  (pour  x  réel  et 
positif)  l'argument  — îtz  dans  la  première  partie  du  chemin  d'in- 
tégration et,  par  suite,  l'argument  -f-  iiz  dans  la  seconde. 

L'intégrale  qui  figure  dans  la  formule  précédente  est  une  fonc- 
tion entière  de  5,  et  les  théorèmes  généraux  donnés  dans  mon  Mé- 
moire Sur  les  propriétés  des  /onctions  entières  (*)  permettent 
d'en  déterminer  le  genre.  A  cet  effet,  on  peut,  par  exemple,  di- 
viser le  contour  C  en  deux  parties  :  l'une  C  partant  du  point 
x=i  et  y  revenant  après  circulation  autour  de  l'origine;  l'autre 
C"  comprenant  les  deux  traits  de  1  à  +00;  les  intégrales  prises 
suivant  ces  deux  traits  ne  diffèrent  entre  elles  et  de  l'intégrale 

que  par  les  facteurs  exponentiels  e  tns  pour  la  première.  eins  pour 
la  seconde.  Or,  le  coefficient  de  s"  dans  l'intégrale  (i)).  qui  a  pour 
valeur 


hi 


* 


e(A-r'.t    ds 


(\oÇT)»-j-c , 


I       X 


est  (puisque  /'est  un  entier  plus  grand  que  o)  au  plus  comparable 
au  coefficient  correspondant  de  la  fonction 

i)(s)  —    I      jr*-ic-  xdj\ 

«■  1 

qui  intervient   dans   l'élude   de   la   fonction   Y   et   dont    Tordre  de 


(l)  Journal  de  M.  Jordan.  \*  svvw.  t.  1\:  i8i»3. 
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grandeur  pour  s  infini  est  celui  de  I\  Quant  à  l'intégrale  prise  le 
long  de  C,  le  coefficient  de  s",  qui  a  pour  valeur 


7H  J  <'°b*>-3î=t«**. 


K7* 
y  est  au  plus  de  l'ordre  de >  en  désignant  par  K  le  module 

maximum  de  logo:  sur  le  contour  en  question.  On  voit  donc  que 
la  fonction  considérée  est  de  genre  1  :  le  nombre  de  zéros  de  cette 
fonction,  compris  dans  le  cercle  de  rayon  R,  est  de  Tordre  de 
RlogR. 

7.  Lorsqu'on  change  s  en  i — s,  les  nouvelles  valeurs  des  fonc- 
tions £  s'expriment  en  fonction  des  anciennes  par  les  relations 
établies  par  M.  Hurwitz  (f)  et  que  l'on  peut  prendre  sous  la 
forme  (a) 


F(7^7)  2  "'*<<'> 


(.o)      ' 


site 


où  t  désigne  e  k  . 

8.  Pour  définir  ses  séries,  Dirichlet  (s)  part  de  la  décompo- 
sition du  nombre  k  en  facteurs  premiers 

(n)  k  =  &p**  />'©'  ...  (X^o;m,  w',  ...  >o), 

et,  à  tout  entier  n  premier  avec  k,  fait  correspondre  les  indices 

«»     ?,     Y»     Y'»     •••• 


(*)  Hurwitz,  loc.  cit.,  p.  93. 

(\)  Cahen,  loc.  cit.,  n"  47,  53. 

(s)  Abhandlungen  der  Derl.  Acad.y  1837;  traduit  par  Terquem,  Journal  de 
Liouville,  ir-  série,  t.  IV;  i83g.  Nous  nous  conformons  aux  notations  employées 
dans  les  Vorlesungen  iiber  Zahlcntheorie,  éditées  par  Dedekind,  édition  de  i863, 
supplément  VI. 

xxiv.  i5 


déliais  par  les  congruences 

n  =  ( —  i  »*  5?         «  mod  >*  h 
'  /•  £=  ^T  «  mod  p°  i. 

i  *  =  ^'T'  t  mod  />'°'>. 

où  ••.  *\  . .  .  sont  des  racines  primitives  pour  les  modèles 

pectifs  />°«  /Z0' Les  nombres  a  et  3  sont  ainsi  définis  a 

modules  11  et  b  près  :  les  nombres  a  et  b  avant  tous  deux  la  va- 
leur i%  si  a  =  o%  i,  el  prenant  les  valeurs  <i  =  a.  6  =  i  ^«  aA  .  si 
i_!  a.  Pareillement,  les  nombres  •*■.  -"\  .  . .  sont  définis  relative- 
ment  aux  modules 

où  s  est  la  fonction  bien  connue  qui  exprime  combien  il  v  a  de 
nombres  premiers  à  un  entier  donné  et  inférieurs  à  lui. 

Réciproquement*  la  connaissance  des  indices  2.  S.  ^„  ~ .  ...  fait 
connaître  le  nombre  a.  au  module  k  près.  Autrement  dit.  au\ 
s:  X"  »  valeurs  de  «  premières  avec  i*  et  incongrues  entre  elles  sui- 
vant le  module  k  correspondent,  d'une  façon  uniioque.  les 

a  b  c  c   . . .  =  -z*  k 

systèmes  de  valeurs  de  1.  î.  ~.  v  . . . .  iniroo^rus  entre  eu\  >u:*.  -ia-: 

les  modules  '.1.  6.  i\  »." 

Désignant  par  *kt.  oj,  ti  .  ...  respective  nient  une  racine  ■.:*■"'. 
une  racine  6'*".  une  racine  r"11-,  nce  racine  •.*  * ""' .  •  -  -  ie  i"-u  :-. 
j  titre  me  ri  *  dit  posant 


1 


■t  —  -  . . 

:    tj. 


»    —  ^ 


P;rv  li.et  :'j:ri;«.;:É'"  .a  :>.  nc:i*-n 


7    — 


t  .    -  .    »j       •,  »,      1 
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a,  p,  y,  y',  •  •  •  étant  les  indices  de  n  [  l'indice  v  a  pour  but  de  dis- 
tinguer les  unes  des  autres  les  <f(k)  fonctions  ^  correspondant 
aux  différents  choix  possibles  des  racines  6,  7},  <o,  <o',  .  .  .]. 

Il  forme  ensuite  la  série  (périodique  au  sens  indiqué  ci-dessus) 


(i4)  M*)  =  2^4^  =  2î/(,)+v(r)      ïv  =  l''2>  •••'?<*>]• 


«  =  1  r  =  t 


égale  au  produit  infini 

05)  M*)  =  JJ 


i 


,_   +*<?> 


?' 


dans  lequel  q  doit  être  remplacée  successivement  par  tous  les 
nombres  premiers. 

Les  séries  Lv  se  répartissent  en  trois  catégories  :  la  première 
comprend  une  seule  série  L,,  celle  qui  correspond  à 

la  seconde  comprend  toutes  les  séries  L,  pour  lesquelles  les  nom- 
bres 9,  7j,  ...  sont  égaux  à  +iou  à  —  î  (à  l'exception  de  Lt) ;  la 
troisième,  les  séries  correspondant  aux  cas  où  l'un  au  moins  de  ces 
nombres  est  imaginaire.  Ces  dernières  sont  conjuguées  deux  à 
deux;  la  série 

déduite  des  racines  &,  rl9  co,  co',  .  .  . ,  est  conjuguée  de  la  série 

Us) 


déduite  des  racines  r»  -#  —>  —■.> 

6       Tj       10       w 


La  série  Lt  admet,  comme  seule  singularité,  le  pôle  simple  s=  i . 
Quant  aux  autres  séries  L,  elles  sont  holomorphes  dans  tout  le  plan 

I  parce  que  la  somme  r  ?$v('%)  des  résidus  au  point  s  =  i  est  nulle  I . 

Dirichlet  démontre   qu'elles  sont    toutes   différentes  de   o  pour 

v  —  i  . 
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9.  De  la  relation  générale  (10),  M.  Hurwitz  a  pu  déduire  que 
certaines  séries  de  seconde  catégorie  se  reproduisent,  à  un  facteur 
près,  par  le  changement  de  s  en  (i  —  s)  à  la  façon  de  la  fonction  Ç. 

Cette  proposition  est  un  cas  particulier  d'un  théorème  démontré 
par  M.  Lipschitz  (*  ),  et  qui  est  le  suivant  :  La  série  Ly(s)  est  (à 
un  facteur  exponentiel  et  trigono métrique  près,  analogue  à 
celui  qui  se  rencontre  dans  la  formule  relative  à  la  fonction  Ç) 
changée  en  sa  conjuguée  par  le  changement  de  s  en  1  —  s,  sous 
les  conditions  suivantes  : 

i°  X^3,  jx  impair; 

20  ?  ?ép  —  1 ,  si  xs  =  1  ;     t  non  divisible  par  />,  si  vs  >  1  ; 

3°  ^T^p* —  \,si  m'=i;    t7  non  divisible  par  p'y  si  gj'>  1  ; 

Ce  théorème  nous  fournit  un  renseignement  important  sur  la 
distribution  des  zéros  de  L*(s).  Puisque  cette  fonction  n'a  aucun 
zéro  imaginaire  dont  la  partie  réelle  soit  plus  grande  que  s,  elle 
n'en  a  non  plus  aucun  dont  la  partie  réelle  soit  négative  :  les  zéros 
imaginaires  sont  compris  dans  la  même  bande  que  ceux  de  s(*)- 
Ils  sont  même,  comme  ceux  de  £(.*),  disposés  symétriquement  par 
rapport  à  la  droite  &(s)  =  £,  puisqu'à  tout  zéro  <x  correspond  un 
zéro  a'  (différent  ou  non  du  premier),  tel  que  a  et  1  —  a'  soient 
imaginaires  conjugués. 

Toutefois,  cetle  conclusion  n'est  pas  encore  démontrée  dans  les 
cas  où  la  relation  de  Lipschitz  ne  s'applique  pas;  mais  on  ramène 
ces  cas  aux  autres  par  les  remarques  suivantes  : 

i°  Si  une  racine  ta,  par  exemple,  est  égale  à  1,  on  aura 

hy(s)  =  [1  -  <K(/0/t-*]l;(s), 

la  série  L^  étant  composée  en  partant  du  nombre  À' supposé  débar- 
rassé du  facteur/?1*.  La  même  circonstance  se  produit  pour  le  fac- 
teur 2  lorsque  l'exposant  ),  est  égal  à  1  ; 

2°  Si  l'entier  7  est  divisible  par/>A,  la  série  peut  se  composer  en 
partant  de  rentier  A\  divisé  par  ph,  la  racine  primitive  g  de  />CT 
étant  une  racine  primitive  de  p™  h.  La  nouvelle  valeur  de  7  ne  con- 


(l)  Journal  de  C  relie,  t.  lO.î.  p.   i  >-  x'yj. 
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tiendra  plus  p  en  facteur.  11  en  est  de  même  pour  le  facteur  2 
lorsque  l'entier  [x  est  pair,  et  aussi  lorsque  X  =  2,  8  =  1. 

3°  Le  raisonnement  de  l'auteur  est  encore  valable  pour  X==  2, 

8,  <!*;  e  *x  /  la  valeur 


trilt  —ii-ilt 


e  4   +He  "  *    . 

Notre  conclusion  est  donc  établie  pour  toutes  les  séries  Lv.  On 
pourrait  dès  lors  développer,  sur  la  distribution  des  zéros  de  Lv, 
une  théorie  analogue  à  celle  de  M.  von  Mangoldl  (2).  La  seule 
remarque  sur  laquelle  se  fonde  cet  auteur,  outre  les  propriétés 
communes  à  Ç(s)  et  aux  séries  Lv,  est  que  l'argument  de  Ç(s)  reste 
fini  lorsque  le  point  d'affixe  s  décrit  la  droite  &(s)  =  a  >  1 .  Or 
cette  propriété  appartient  également  aux  fonctions  Lv.  On  pourrait 
donc  compléter  l'anal  vse  présentée  à  cet  égard  (3)  par  Piltz. 

10.  L'équation  fondamentale  utilisée  par  Dirichlet  pour  la 
démonstration  de  son  théorème,  est 

«■•>  z!sfc,;,-t<'>(2?*!2:£->-i2fÉ~-)' 


V 


où  m  est  un  entier  quelconque  premier  avec  k  et  où  les  signes 

\\  \\  \\  •  •  •  9  s'étendent,  le  premier  aux  nombres  premiers  q 

tels  que  q  =  m  (mod  À*),  le  second  aux  nombres  premiers  q  tels 
que  q2=  m  (mod  /r),  etc.  Pour  m  =  1 ,  ceci  donne 

V 

Donc  les  séries  de  Dirichlet  n'ont  aucun  zéro  sur  la  droite 
A(s)  =  1,  car  la  fonction  I  I  Ly(s)  satisfait  aux  conditions  énu- 

V 

mérées  au  n°  5. 


(*)  Loc.  cit.,  p.  i4'i,  formule  (<)).  M.  Lipschitz  désigne  par  la  lettre  ty  la  quan- 
tité que  nous  nommons  r,. 

(")  Journal  de  C relie,  t.  \\\. 

(*)  Ifabilitationschrift,  léna,  188 \. 
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II.  —  Conséquences  arithmétiques. 

\\.  Nous  sommes  bien  loin,  comme  on  le  voit,  d'avoir  démontré 
l'assertation  de  Riemann-Stieltjes;  nous  n'avons  même  pas  pu 
exclure  l'hypothèse  d'une  infinité  de  zéros  de  Ç(s)  s'approchant 
indéfiniment  de  la  droite  limite.  Cependant  le  résultat  auquel  nous 
sommes  parvenu  suffit,  à  lui  seul,  pour  démontrer  les  principales 
conséquences  arithmétiques  que  l'on  a,  jusqu'ici,  essayé  de  tirer 
des  propriétés  de  Ç(s). 

Tout  d'abord  on  peut  remarquer  que  l'équation 

y a  —  =  —  log(«  —  i)  -h  quantité  finie 

fournit  déjà  quelques  renseignements  sur  la  distribution  des 
nombres  premiers.  Soit,  en  effet,  a  un  nombre  plus  grand  que  i , 
et  désignons  par  Nx  le  nombre  des  nombres  premiers  compris 
entre  a*  et  a*+l.  Le  premier  membre  de  l'équation  précédente  est 

compris  entre  \*  ~~£  et  2    ix-+-tu'  ^n  Posant  ~~7Zï  =  x  et  remar- 

x  x 

quant  que  s  —  i  =  -j peut  être  ici  remplacé  par  i  —  x,  on  peut 

écrire,  à  une  quantité  finie  près,  pour  x  plus  petit  que  1,  mais 
tendant  vers  i  : 

N>_w    .....        _..    *^*X_> 


2-xx^>iop(i-*»>  ^2 


«x 


d'où  Ton  déduit  que,  e  étant  un  nombre  positif  aussi  petit  qu'on 
veut,  on  aura  une  infinité  de  fois 

(,_C),/X 

>; — 

et  une  infinité  de  fois 

conclusions  analogues  à  celles  que  donne,  par  exemple,  M.  Poin- 
carr  clans  son  Mémoire  sur  i extension  aux  nombres  premiers 
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complexes  des  inégalités  de  M.  Tchebicheff  ('),  et  qui  suffi- 
raient,, comme  elles,  à  établir  que  si  le  rapport  d'un  nombre  x  à 
la  somme  des  logarithmes  des  nombres  premiers  plus  petits  que 
lui  a  une  limite,  cette  limite  ne  peut  être  que  1. 

D'autres  inégalités  pourraient  sans  doute  être  tirées  de  ce  fait  , 
que,  quel  que  soil  le  nombre  réel  t  différent  de  o,  la  quantité 

\]  —  cos(/  logyo)  reste  finie  lorsque  s  tend  vers  i . 

12.  Dans  son  Mémoire  précédemment  cité,  M.  Cahen  présente 
une  démonstration  du  théorème  énoncé  par  Halphen  :  La  somme 
des  logarithmes  des  nombres  premiers  inférieurs  à  x  est 
asymptotique  à  x.  Toutefois  son  raisonnement  dépend  de  la  pro- 
position de  Stieltjes  sur  la  réalité  des  racines  de  Ç(^  4-  ti)  =  o. 
Nous  allons  voir  qu'en  modifiant  légèrement  l'analyse  de  l'auteur 
on  peut  établir  le  même  résultat  en  toute  rigueur. 

A  cet  effet,  au  lieu  de  partir  de  l'intégrale  — r--  /  —  dz, 

égale  à  i  ou  à  o  suivant  que  x  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  i , 
nous  considérerons  l'intégrale  plus  générale 


Dans  cette  intégrale,  comme  dans  la  première,  x  est  une  quan- 
tité positive  ainsi  que  a;  u.  est  positif. 

Lorsque  u  est  un  entier,  cette  intégrale  s'évalue  par  les  mêmes 
méthodes  que  J,  ou  s'en  déduit  par  une  intégration  par  parties, 
déduite  de  l'identité 

zV-  ~     Y(\k)      dzV--i   \z)' 
La  partie  tout  intégrée  disparaît  à  l'infini  et  il  vient 


/  o,  si  x  <  i 

J*(f(!ïrjl0G,l-,*'si 


07)  „       .       - 

X  >  ! 


(')  Journal  de  M.  Jordan,  !\'  série,  t.  VIII;  189s. 
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La  même  formule  peut  se  démontrer  pour  [x  non  entier,  auquel 
cas  il  est  entendu  que  zV-  doit  recevoir  la  détermination  qui  est 
réelle  et  positive  pour  3  =  0.  Pour  #<i,  on  intégrera  le  long 
d'un  rectangle  ayant  un  de  ses  côtés  sur  la  droite  fo(z)  =  a  et 
situé  dans  la  région  &(z)^>a%  le  second  côté  du  rectangle  aug- 
mentant indéfiniment  comme  la  puissance  |x'iè,ne(o  <^  |*'<!  pt-)  du 
premier.  Le  résultat  est  alors  évident. 

Pour  x  >  1 ,  on  commencera  par  supposer  pi  <^  1 .  On  intégrera 
alors  le  long  d'un  contour  ABCDEFGHA  (fig*  1)  composé  encore 
d'un  rectangle  ayant  un  côté  AB  sur  la  droite  A(z)  =  a,  mais 
situé  dans  la  région  àl(z)  <  a  et  interrompu  sur  son  côté  DA  par 
un  lacet  qui  va  à  l'origine  et  en  revient  en  suivant  la  partie  néga- 
tive de  l'axe  imaginaire.  Si  le  côté  BC  augmente  indéfiniment 
comme  la  puissance  |i/ièlne(o  <  |x'  <  |x)  de  AB,  l'intégrale  prise  le 
long  des  côtés  qui  s'éloignent  à  l'infini  disparaît  et  il  reste 

J|i=  -r-lim  (   /    -+-  !    ). 
a'*        Vue     *W 

Or,  sur  le  chemin  HG,  l'argument  de  s  est »  et,  sur  le 

Fig.  1. 
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chemin  FE,  '• 11  vient  donc  bien 
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•21: 
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I 


_       e      *    sin  |A7i   r 

«   0 


x-"  dt 
IV 


cos(/  \ogx)  — /  sin(/  log.r) 

7v 


dt  =  - 


log!1-1^ 


i'(f) 
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Cette  formule,  établie  pour  [x<0,  s'étendra  au  cas  de  |x>i 
par  une  intégration  par  parties  déduite  de  l'identité 

( — i)«r(fx)  d'n    i 

,    j    ■        ■ .  .  ■  ■  ■     i        • 


zV-+'n         r(fx-hm)    dz'"  zY- 

13.  Parallèlement  à  la  voie  suivie  par  M.  Cahen,  nous  applique- 
rons la  formule  (17)  à  l'intégrale 


rt-+- ao/ 


où  a  est  un  nombre  quelconque  plus  grand  que  1 .  En  vertu  du 
développement 


c- 


:(z)       ju  *^\ps    p**       /' 
p 

notre  formule  donne 


(19)        <M*)  =   f^—}  (2  l0g/>  log!*-»  ^  -h^]  log/>  logl*"'  yf  -h.  .  .  j, 

le  signe  V  s'étendant  aux  nombres  premiers  plus  petits  que  x,  le 
signe\*  aux  nombres  premiers  plus  petits  que  x*f  etc. 

14.  L'avantage  que  nous  trouvons  à  prendre  u  >  1  réside  dans 

la  convergence  de  la  sérier— j—>  où  a  désigne  successivement  les 

zéros  de  Ç(s),  convergence  sur  laquelle  reposent,  comme  nous 
allons  le  voir,  les  raisonnements  qui  vont  suivre. 

Dans  ces  conditions,  en  effet,  nous  pouvons  séparer  de  l'en- 
semble des  racines  a  un  nombre  M  de  ces  quantités  assez  grand 

pour  que  la  sommeV . — =-*  étendue  aux  racines  restantes,  soit 

plus  petite  qu'un  nombre  positif  quelconque  s.  Aucun  des  a 
n'ajant  sa  partie  réelle  égale  à  1,  nous  pourrons  (Jig.  2)  tracer 
une  parallèle  CD  à  l'axe  imaginaire,  laissant  à  sa  droite  la  paral- 
lèle «!R.(s)  =  i  et  à  sa  gauche  les  M  premières  racines  a.  Des 
points  C,  D  de  cette  droite,  nous  ferons  partir  des  parallèles  CE, 
DF  à  l'axe  réel,  parallèles  comprenant  entre  elles  les  M  racines 
en   question,   ne   passant  par   aucune  autre  racine,  et  que  nous 
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prolongerons  jusqu'à  rencontre  en  E,  F  respectivement  avec  deux 
droites  OEG,  OFH  issues  de  l'origine  et  situées  respectivement 
dans  les  deux  angles  formés  par  la  partie  négative  de  Taxe  réel 
avec  les  deux  directions  de  l'axe  imaginaire.  Enfin  nous  fermerons 
le  contour  d'intégration  ABGECDFH A  {Jig-  2)  par  deux  parai- 

Fig.  2. 
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lèles  variables  BG,  AH  à  l'axe  réel  (parallèles  comprenant,  bien 
entendu,  CE  et  DF  entre  elles),   rejoignant  en  A,  B  la  droite 

15.  Je  dis,  en  premier  lieu,  que  Ton  peut  éloigner  les  parallèles 
BG,  AH  à  l'infini,  de  telle  façon  que  la  partie  de  l'intégrale  ^  re- 
lative à  ces  droites  tende  vers  zéro. 

On  peut  suivre  pour  cela  une  marche  analogue  à  celle  qui  est 
exposée  dans  mon  Mémoire  sur  les  propriélés  des  fonctions  en- 
tières (  *  ).  La  méthode  qui  va  suivre  diffère  légèrement  de  celle-là  ; 
elle  me  paraît  plus  avantageuse. 

Soit  A  un  nombre  plus  grand  que  l'unité.  Traçons  des  parallèles 
à  l'axe  réel  à  des  distances  de  cet  axe  représentées  par  A5,  A'6,  ..., 
A3*,  —  Le  nombre  (2)  des  racines  a,  dont  les  coordonnées  sont 
comprises  entre  A3*  et  A3*+3  est  au  plus  égal  à  K),A3),  le  nombre  K 


(')  Loc.  cit.,  n°  29  et  suiv. 

(a)  Chaque   racine  est,  bien  entendu,  comptée  un  nombre  de  fois  égal  à  son 
ordre  de  multiplicité. 


étant  fini  (!),  et  il  en  sera  de  même  a  fortiori  de  l'intervalle 
(  AsX+l,  A3)+,J);  de  sorte  que  si  Ton  range  les  racines  a  par  ordre 
de  coefficients  de  i  croissants,  il  en  existera  au  moins  deux  con- 
sécutives pour  lesquelles  les  coefficients  de  i  différeront  d'une 

,  A»X+«_A»>+«         A  (A  —  i) 
quantité  supérieure  a k-      ^ =*:  — ljtt 

Nous  tracerons,  à  égale  distance  de  ces  deux  racines,  une  paral- 
lèle à  Taxe  réel  dont  l'ordonnée  sera  désignée  par  zQ,  et  cette  or- 
donnée aura,  avec  celle  de  toute  racine  a,  une  différence  supérieure 

.  A(A-i) 

a    aia    ' 

Or  on  a 

j£;-2(^-;)-3(^-HH^ 

01  (3 

les  a  désignant  les  zéros,  les  [3  les  pôles  (réels  et  négatifs)  de  Ç, 
et  C  étant  une  constante.  Lorsque  z  varie  sur  le  segment  BG  de 

la  parallèle  d'ordonnée  30,  le  rapport  "a      reste  supérieur  à  un 

r 

nombre  fixe,  indépendant  de  [3,  et  il  en  est  de  même  pour  le  rap- 

port f    si    l'ordonnée    de    a    est    extérieure    à    l'intervalle 

(A3\  A3*"1"3).  Les  parties  correspondantes  du  second  membre 
de  l'équation  (20)  donnent  donc  le  produit  de  z  par  une  somme 

finie  (puisque  les  somines\->  ^j  «i  sont  fin*es)- 

Quant  aux  termes  correspondant  aux  racines  a  comprises  entre 
les  parallèles  d'ordonnées  A3*  et  A3*+3,  elles  donneront,  d'après 

ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  une  somme  moindre  que  KXA3>  T7  rzr~\' 

quantité  de  la  forme  K's0  logs0  (où  K'  est  un  nouveau  nombre 
fini). 


(')  Il  est  clair  qu'on  peut  se  dispenser  des  précautions  que  nous  prenons  ici 
en  utilisant  les  résultats  obtenus  par  M.  von  Mangoldt  sur  la  distribution  des 
quantités  2;  In  méthode  du  texte  a  l'avantage  de  s'appliquer  chaque  fois  qu'on 
connaît  le  grim»  de  la  fonriion  étudiée. 
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On  aura  donc 


C(*) 


<K'50Iog50; 


d'où  en  reportant  dans  notre  intégrale 


„  K'  log  *0   /*.       ,   , 


quantité  infiniment  petite  pour  £0  infini. 

16.  L'intégrale  prise  le  long  dé  la  droite  indéfinie  AB  peut 
donc  être  remplacée  par  l'intégrale  prise  le  long  du  contour  indé- 
fini HFDCEG,  augmentée  de  la  somme  des  résidus  relatifs  au  pôle 
-5  =  1  et  aux  zéros  a  non  compris  entre  les  parallèles  CE,  DF. 

Le  résidu  relatif  au  pôle  z  =  i  est  —  x. 

Les  résidus  relatifs  aux  zéros  de  a  non  compris  entre  CE  et  DF 
ont  une  somme  moindre  que  ex,  où  e  a  été  choisi  aussi  petit  qu'on 
veut,  et  cela  indépendamment  de  x. 

Quant  à  l'intégrale  prise  le  long  du  contour  HFDCBG,  elle  est 
infiniment  petite  relativement  à  x.  Cela  est  évident  pour  la  partie 

finie  FDCE,  où  il  suffit  de  remarquer  que  -—  ~— |  est  fini.  Sur  les 


p 


sont  supé- 

z  ;(3) 


parties  infinies  EG,  FH,  les  rapports 

rieurs  à  un  nombre  fixe,  et,  par  conséquent,  la  quantité 

est  finie.  L'intégrale  sur  un  de  ces  chemins  est  donc  moindre  que 

Kl   hnrri    \dz\    0e    nombre   K    étant  fini),   c'est-à-dire   qu'une 

quantité  finie,  décroissante  quand  x  croît. 

<ly( x)  est  donc  asymptolique  à  x,  car,  pour  rendre  la  différence 

[x  —  ^(iC^)]  moindre  que  r,x,  il  suffira  de  choisir  e  <  ->  puis  x 

À* 

assez  grand  pour  que  l'intégrale  /  soit  inférieure  k-f-x, 

*^hfdceg  x 


17.  Dans  l'expression  (19)  de  '}ja(#)î  nous  ferons  abstraction 
des  termes  compris  sous  les  signes   ^  autres  que  le  premier.  Le 

nombre  de  ces  signes  est,  en  eflet,  moindre  que  .  ^'  >  et  la  plus 
grande  des  sommes  correspondantes  est  la  première,  inférieure 
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elle-même  à  logT  yi  4-  x*J  Jogt*"1  x,  par  conséquent  (à  un  facteur 
fini  près)  à  x*  logi*a:.  Nous  négligeons  donc  une  quantité  moindre 
que  #*  logt*+,.r;  et  le  résultat  obtenu  ci-dessus  peut  s'énoncer 
ainsi:   la  somme  ^r — ;  Zjlog/>l°g|l'~<  ->  étendue  aux  nombres 

premiers  inférieurs  à  x,  est  asymptotique  à  x. 

Ce  résultat  (où  il  est  entendu  que  nous  devons  supposer  u,  >  1) 
diffère  de  l'énoncé  d'Halphen  :  la  somme  des  logarithmes  des 
nombres  premiers  inférieurs  à  x  est  asymptotique  à  x.  Nous 
allons  voir  qu'il  le  comprend  comme  cas  particulier. 

18.  Pour  cela,  prenons  u,  =  3,  ce  qui  donne 

Vl0g/>l0g^   =  «(1  +  1))» 

0 

7}  étant  (pour  x  assez  grand)  inférieur  en  valeur  absolue  à  tel 
nombre  qu'on  voudra. 

Dans  cette  relation,  changeons  x  en  x(i  +  h)  et  retranchons 
membre  à  membre  :  il  vient 

x  x  (  1+  h  ) 

0  x 

égalité  dans   laquelle   le   signe  ^F(/>)  désigne  la  somme  des 

a 

valeurs  de  la  fonction  F  pour  les  nombres  premiers  compris  enlre 
a  et  (ï. 

Pour  les  nombres  premiers  qui  figurent  sous  le  second  signe  ?t9 

la  quantité  — est  comprise  entre  1  et  1  -f-  A  :  on  peut  donc 

écrire,  en  divisant  par  log(i  -f-  A), 


.»• 


(A -+-*)) 


V1  •  (/*  ■+-  f\) 


0 

.r  :  1-4-  h 


(A 


y 1                        (/i-hft) 
7    lo£/>  >  r  1 j-  • 
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Dans  cette  dcrwère,  nous  changerons  x  en -r  :  eH*  deviendra 


>x 


h  -+-  rj 


(»)  2lo^-~(,  +  A,log(,-HA, 

0 

Les  formules  (21)  et  (22)  démontrent  l'énoncé  d'Halphen.  On 

.r 

voit,    en    effet,    que  ^log/>    sera   compris    entre   .r(i-f-p)  et 

0 
x(i  —  p),  si  J'on  a  choisi  h  tel  que 

,    p  <         h         <     h     <  i  +  e, 

2       (1  + A)log(i-+- A)        log(n-/r)  2' 

puis  a:  assez  grand  pour  que  t\  <  -log(i  -+-  A). 

19.  Les  résultats  qui  précèdent  s'étendent  d'eux-mêmes  aux 
séries  de  Dirichlet.  On  considérera  l'intégrale 


xz 


(a3)         -—  r  i?-i—  U(g)i 

V         '  21^1    [^«M*»)    M*)  J 

où  u.  est  un  nombre  plus  grand  que  1,  les  autres  lettres  ayant  le 
même  sens  que  dans  les  n°8  8-10.  Cette  intégrale  représente,  à 
une  quantité  près  infiniment  petite  relativement  à  x,  le  produit 
de  'f  (A)  par  la  somme  des  logarithmes  des  nombres  premiers  q 
congrus  à  m,  suivant  le  module  k  et  plus  petits  que  x,  multipliés 

respectivement  par  les  valeurs  correspondantes  de  log**-'  -• 

Or  on  peut  raisonner  sur  celte  intégrale  exactement  comme 
nous  l'avons  fait  sur  l'intégrale  (18),  car  les  propriétés  de  Ç ($), 
que  nous  avons  utilisées  et  qui  sont  relatives  à  la  distribution  des 
zéros  et  au  genre,  ont  été  démontrées  pour  les  séries  de  Dirichlet. 

La  quantité  qui  figure  sous  le  signe   /  dans  l'intégrale  (^3)  a  pour 

L'  ( z) 
pôle   simple   5=1,   pôle   de    .  *       >   et  le  résidu   correspondant 

—  t- - — -  =  —  x:  les  résidus  relatifs  aux  autres  pôles  donnent  une 

somme  qu'on  peut  considérer  comme  négligeable  vis-à-vis  de  x, 
ainsi  que  l'intégrale  prise  le  long  du  contour  GECDFH,  comme 
il  a  été  expliqué. 
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Donc  l'intégrale  (23)  est  asymptotique  à  x.  En  suivant  la  même 
marche  qu'au  numéro  précédent  nous  reconnaissons  que  la  somme 
des  logarithmes  des  nombres  premiers  inférieurs  à  x  et  compris 
dans  une  progression  arithmétique  déterminée  de  raison  k  est 

asymptotique  à  —(Jr.  • 
L'équation  générale 

X 

o 

qui,  comme  nous  venons  de  le  voir,  comprend  la  relation  corres- 
pondant à  [a  =  i,  ne  paraît  pas  pouvoir  se  déduire  inversement 
de  celle-ci  ;  il  serait  intéressant  de  rechercher  quels  renseigne- 
ments cette  équation  fournit  sur  Tordre  de  grandeur  de  p,  c'est- 

à-dire  de  Terreur  commise  en  remplaçant  ^logy  par  sa  valeur 

0 

asymptotique. 

20.  En  terminant,  je  signalerai  l'application  possible  de  la 
môme  méthode  aux  séries  de  Weber  (*)  et  de  Meyer  (,J),  par 
lesquelles  on  étend  le  théorème  de  Dirichlet  sur  la  progression 
arithmétique  aux  formes  quadratiques.  Une  fois  démontré  que  ces 
séries  sont  uniformes,  la  relation  (3),  analogue  à  celle  donnée  pré- 
cédemment au  n°  10,  prouvera  qu'elles  ne  s'annulent  pas  sur  la 
droite  A(s)=  i. 

Dans  le  cas  où  le  déterminant  est  négatif,  et  où  l'on  considère 
la  forme  quadratique  seule  (sans  faire  intervenir  de  progression 
arithmétique),  une  formule  donnée  par  Weber  (*)  fournit  la 
démonstration  demandée;  en  même  temps,  elle  fait  connaître  le 
genre  de  ces  séries  et  fournit  la  relation  correspondant  au  chan- 
gement de  5  en  î — s.  Les  méthodes  exposées  dans  le  présent 
Mémoire  sont  donc  dés  à  présent  applicables  à  ce  cas  particulier. 


(')  Math.  Annalen,  t.  XX,  p.  3oi. 

(J)  Journal  de  C relie,   t.   103,  p.  <>8;   cf.    Baciimaxx,   Analytische   Zahlen- 
theorie.  Cli.  \;  Leipzig,  Teuhner,  1894. 

(3)  Baciimann,  foc.  cit.,  p.  agi,  ligne  <>,  formule  (3.4). 

(♦)    lUr.HMANN,    loc  Cit.,   p     3(>2,    ligllC  4- 
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Nota.  —  Pendant  la  correction  des  épreuves,  je  reçois  commu- 
nication des  recherches  que  M.  de  la  Vallée-Poussin  consacre  au 
même  sujet  dans  les  Annales  de  la  Société  scientifique  de 
Bruxelles  (*).  Nos  raisonnements,  trouvés  d'une  façon  indépen- 
dante, ont  quelques  points  communs  :  il  est  remarquable,  en 
particulier,  de  constater  que  M.  de  la  Vallée-Poussin  a  été  con- 
duit, lui  aussi,  à  employer  comme  intermédiaire  le  fait  que  la 
fonction  £  n'a  pas  de  racine  de  la  forme  i  H-  /i ,  quoique  les  pro- 
cédés de  démonstration  soient  tout  à  fait  différents.  Je  crois 
qu'on  ne  refusera  pas  à  ma  méthode  l'avantage  de  la  simplicité. 

Les  critiques,  adressées  par  M.   de  la  Vallée-Poussin  aux  dé- 

I  X*  —   y 

a  — mi  * 

n'intéressent  point  la  nôtre,  fondée  sur  l'intégrale 

" xz  dz 

*/<?-  mi 


grâce  au  fait  que  cette  dernière  garde  un  sens,  même  lorsqu'on 
remplace  chaque  élément  par  son  module. 


DÉMONSTRATION  DE  L'EXISTENCE  DE  L'INTÉGRALE  DUNE  ÉQUATION 

AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES  LINÉAIRE; 

Par  M.   Ivar  Bendixson. 
Étant  donnée  une  équation  différentielle 

la  méthode  d'approximation  de  Cauchy  met  en  évidence  l'exis- 
tence d'une  intégrale  qui,  pour  x=x0j  prend  la  valeur  j-0.  si 
l'on  ne  fait  sur  la  fonction  f  que  les  hypothèses  suivantes  :  dans 
le  domaine 

(2)  |x  — r0|<o,  \y—  Vo|<o, 

la  fonction /est  continue;  il  existe  une  quantité  positive  A*  telle 
qu'on  ait 


D  Tome  XX,   Jf  Partie;  189*). 
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yJ ,  y  et  x  étant  des  valeurs  des  variables  appartenant  au  do- 
maine (2). 

Quand  il  s'agit  de  la  démonstration  de  l'existence  d'une  inté- 
grale de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

ôz       àz    . 

Ox        0yJK      J  ' 

qui,  pour  x  =  j?0,  soit  égale  à  y0,  on  se  borne,  en  général,  à  en 
établir  l'existence  dans  le  cas  où  y  est  une  fonction  holomorphe 
des  deux  variables.  En  étudiant  la  méthode  d'approximation  de 
Cauchy  de  plus  près,  il  n'est  pourtant  pas  difficile  de  remplir 
cette  lacune  et  d'en  tirer  une  démonstration  de  l'existence  de 
l'intégrale,  en  ne  faisant  sur  la  fonction/ d'autre  hypothèse  que 
celle  d'être  elle-même  continue,  et  d'avoir  sa  dérivée  première 
par  rapport  à  y,  fy(Xjy)7  continue,  pour  les  valeurs  de  x  et  y 
appartenant  au  domaine  (2). 

Cette  hypothèse  faite,  nous  prouverons,  en  effet,  que  si 

y=zty(x,r0,  y0) 

représente  l'intégrale  de  l'équation  (1),  qui,  pour  x  =  x0,  prend 
la  valeur  y0n  cette  fonction  regardée  comme  fonction  des  con* 
stantes  d'intégration  x0jy0  satisfait  à  l'équation 

Soit,  à  cette  fin,  M  la  valeur  absolue  maxima  def(x,y)  pour 
les  points  du  domaine  (2)  et  o  une  quantité  positive  satisfai- 
sant aux  inégalités 

pis.      p:4j- 


Considérons  une  valeur  de  x  pour  laquelle  \x  —  «r0|<p?  et 
partageons  l'intervalle  xQx  en  intervalles  xQxt,  x{x2,  ..., 
x„  .1  x„(xti  =  x).  Formons  ensuite,  conformément  à  la  méthode 
de  Cauchy,  les  équations 

Vi  —  v0       — /( r0%y0)(xi  —  x0  \. 
r«  —  vi      —f(r^yx)(Tt  —  .r,  », 

yn  —  J'n-l  =  /■  J'n-uyn-  1  )  (*«  —  -Oi-i h 
XXIV.  ifi 
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on  aura 

lim^  =y  =  +  (r,  ar0,ro)- 

Avant  daller  plus  loin  nous  établirons  le  lemme  suivant  : 

Soit  <f(x,y)  une  fonction  de  x  et  y  continue  pour  tous  les 
points  du  domaine  (  2  )  ;  on  aura 

lim    >\p(;rv,rv)(2VM  —  ^v)  =  /     <?[*•,  +  (*,  Jo,  Jo)J  <ïr- 

n  =  m  **  J 

V=0  • 

Ayant  fixé  un  nombre  positif  <r  aussi  petit  que  Ton  voudra,  on 
peut  toujours,  en  eflet,  déterminer  une  quantité  positive  e  suffi- 
samment petite  pour  que  Ton  ait 

!<?(*>/)  —  ?(*i.r)l  <*> 

tant  que  \yf  — y  |  <<  e,  j/,  y,  x  étant  des  valeurs  quelconques  sa- 
tisfaisant à  (2).  Mais  on  sait  de  plus  (')  qu'on  peut  prendre  les 
intervalles  de  division  suffisamment  petits  pour  qu'on  ail 

1^1—  +(*v)|  <S,  V  =  I,   2,     ..., 

d'où  l'inégalité 

On  voit  que  cette  inégalité  entraîne  lu  suivante  : 


n-\  n—i 


2  ?(*»  y*  )(tv-hi — *v)  — ^  ?  f jrv>  +(**)]  (  •ry-h-1  ~~  Tv) 


V  =  0  V  —  0 


<*?• 


En  prenant  la  limite  des  deux  membres,  et  en  observant  que  y 
est  une  quantité  aussi  petite  que  Ton  voudra,  on  trouve  enfin 


«— 1 


lim   V<?(xv,fcyv)(.rv.+-1  —  j\)  —  /     o[jt,  +(*)]  d-r  =  o. 
Ce  lemme  établi,  étudions  maintenant^  comme  fonction  de  y0. 


(')  K01V,  par  exemple,  Picard,  Traité  d'Analyse,  t.  II.  p.  39.J,  29Î. 


On  a 


—  223  — 


*v  0 


"  —  =  »  -+-/r  (**-!•  ^«-î )(*/»  —  #«-i  )• 


^V/i- 


Donnons  à  y0  un  accroissement  Ay0,  et  désignons  par  Ay«, 
ty-ii  •••)  AT'"  A/  'es  accroissements  correspondants  des  fonc- 
tions^,^, ...,.r/,,.r- 

On  aura  les  équations  suivantes 

Av. 

777     =  i-^/v(^o,ro-+-0oAKo)(^|  —  *o), 

-£  =i-t-/;(^,ri-^°i^ri)(arî— ^i)» 

• • » 


Ar«- 


où  0o,  Oi,  .  .  .,  S,,.,  sont  compris  entre  zéro  et  l'unité.  Je  dis 
maintenant  que  si  Ton  a  fixé  un  nombre  positif?  aussi  petit  que 
Ton  voudra,  on  pourra  toujours  déterminer  un  nombre  positif  e 
tel  que  l'on  ait 

I  ATvI  <  *         (v  =  if  a,  ...), 

tant  que  |  Aj'0  |  <  s,  |  x  —  jc0  |  =  £  • 

Observons,  à  cet  effet,  que  pour  |  Ay0  |  <  -  »  |  ^  —  •£»  |  <  ->  on 
sait  (•)  qu'on  a 

l.yv-4-  A^v  -  r0  —  Ajo  |<  ^ 

d'où  Ton  conclut  queyv-f-  Ayv  appartient  au  domaine  (a). 

lin  désignant  par  M'  la  valeur  absolue  maxima  de/^(.r,  y)  pour 


(')  PmAiin.  Inc.  cit. 


les  points  de  ce  domaine,  on  aura 


!  ^  j  <  I  -r-  M  <xt  -  x0  )<  *«".— v. 


:  a.v,  ! 


.An 


d'où  l'on  conclut  que 


U»\!    .  * 


? 


A,-.|    ^    '«         V=,'a 


Nous  n'aurons  donc  qu'à  prendre  e  moindre  que  <re    *    pour 
que  l'on  ait 

ATv  !  <  e, 
tant  que  |  \y0  \  <  £. 

O  point  établi,  la  démonstration  est  immédiate. 
Ayant  fixé  une  quantité  positive  ?  aussi  petite  que  Ton  voudra, 
on  voit  aisément  que  Ton  peut  déterminer  t  assez  petit  pour  avoir 

I  log[iH-/;(xv,^v  ■+■  •vArv)(*Wi  —  *v)J  —  fy  (TVl^)(x^t  —  arv)  |<t  |ar^i  —  j%  [, 

tant  que  |  A/v  |  <  ?.  D'après  ce  que  nous  venons  de  démontrer, 
on  peut  alors  déterminer  un  nombre  positifs,  tel  que  Ton  ait 

tant  que  |  Ar0  |  <  s. 

En  faisant  la  sommation  depuis  v  =  o  jusqu'à  v  =  n  —  t,  on 
parvient  à 


n  —  1 
log  -^  -2/)fjv7v)(^vf|  —  *v  »  ' 

V--0 


Si  Ton  fait  croître  le  nombre  des  points  de  division  de  l'inter- 
valle x0x,  la  limite  de  lyn  sera  ly  et,  avant  égard  au  lemme  ci- 
dessus  établi,  on  pourra  écrire 


AT  =/x.£',*'",*r 


eft*P,         où  |0|<i. 

Art 

Faisons  ensuite  tendre  z  vers  zéro,   il  s'ensuit  que  7  tend  vers 


-    2£> 


K 


zéro,  ce  qui  conduit  à  lYgalilé 

(4)  -r--**m 

D'une  manière  tout  analogue,  on  obtient  l'équation  suivante 

el  ces  deux  équations  mettent  en  évidence  que   la  fonction^  sa- 
tisfait à  l'équation  (3). 

La  fonction  y  =.  '}(jr,  xQ*  v0)  se  réduisant  à  y0  pour  j'o  ~  •£> 
on  aura  l'intégrale  la  plus  générale  de  l'équation  (3)  qui,  pour 
x9  =  a\  se  réduit  à  <p(v0)7  'f  étant  une  fonction  quelconque  pos- 
sédant une  dérivée,  si  Ton  prend 

L'équation  (4)  me  semble  enfin  offrir  de  l'intérêt  en  elle-même. 
Dans  le  cas  où  l'on  peut  déterminer  une  fonction  ©  satisfaisant  à 
l'égalité 

l'équation  (/{)  s'écrit 

ày 

_J__   _.  e?  i.r.  y.  -  ?  :x,  v,^ 

équation  qui  pourrait  servir  à   l'étude  des  propriétés  de  l'inté- 
grale de   l'équation  (î).   La   fonction   u»  =  e~9  satisfaisante 

Ox  Oy  ' 

on  voit  que  e~^x^}  est  un   multiplicateur  de  l'équation  (i). 
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lisez  :  du  déplacement  infiniment  petit  ou  de  la  vitesse 
du  point  {x,  y y  z). 
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1887.  CERRUTI,  professeur  à  l'Université,  rue  d'Azeglio,  16,  à  Rome  (Italie). 

1888.  GIIAILAN  (Edouard),  rue  Berthollet,  16,  à  Paris. 

1893.  CHARMAT,  ingénieur  des  arts  et  manufactures,  rue  de  Paradis,  /(6,  a  Paris. 

1896.     CHAUVE,  professeur  à   la   Faculté  des  Sciences,  cours  Pierre-Puget,  60,  à   Marseille 
(  Rouches-du-Rhône  ). 

1881.  CHEMIN,  ingénieur  eu  chef  des  ponts  et  chaussées,  avenue  Montaigne,  33,  à  Paris. 

1881.  CHRYSTAL,  professeur  à  l'Université,  à  Edimbourg  (Ecosse). 

1875.  CLAUDE-LAF0NTA1NE,  banquier,  rue  de  T révise,  33,  à  Pari». 

1872.  C0LLIGX0X,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées,  rue  de  Seine,  6,  à  Paris. 

1890.  C0L0T,  villa  Sully,  à  Arcachon  (Gironde). 

1875.     COMBEROl'SSE  (dk),  professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  et  à  l'École  Centrale, 
rue  Saint-Lazare,  94,  à  Paris. 

« 

1896.     COSSERAT   (  E.),    professeur   à  la  Faculté    des  Sciences,  rue  de  Metz,  1,  à  Toulouse 
(  Haute-Garonne). 

1896.     COSSERAT  (F.),  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  d'Alsace,  a3,  à  Paris. 

1896.     COURTIX,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  rue  des  Bernardins,  48,  à  Paris. 

1884 .  CRAIfi  (Thomas),  professeur  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Baltimore  (  États-Unis  d'Amé- 

rique). 

1877.     CREMONA,  sénateur  du  royaume  d'Italie,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  à  Rome 

(Italie). 

1872.     DARBOUX,  membre  de  l'Institut,  doyen  de  la  Faculté  des   Sciences,  rue  Gay-Lussac, 
36,  à  Paris. 

1885.  OAt'TIIEYILLE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

1881.  DEFr ORGES,  chef  de  bataillon  d'infanterie,  attaché  à  l'Etal-major  du  Ministre  de  la 

Guerre,  boulevard  l.atour-Maulioiirg,  '|i,  à  Paris. 

1882.  DKLAXXOY,  sous- intendant  militaire  en  retraite,  à  Guérct  (Creuse). 

1895.  DELALXAY  (N.)>  professeur  à  l'Institut  agronomique,  à  Novo-Alexandria  (Russie). 

1885.     DEMARTRliS,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Lille  (Nord). 

1892.     DE.H01LIN  (  Alph.),  docteur  en  sciences  mathématiques  ef  physiques,  répétiteur  à  l'Uni- 
versité, place  Laurent,  10,  à  Gaud  (Belgique). 

1896.  OEWERY,  rue  JoiiflVoy,  r,3,  h  Paris. 
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1895.  DERMENGHEM,  licencié  es  sciences,  rue  de  Miromcsnil,  4;  à  Paris. 

1883.     DKRUYTS,  docteur  es  sciences,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Auguslins,  3.r»,  à  Liège 
(Belgique). 

1894.  DESA1NT,  licencie  es  sciences  mathématiques,  place  Cormcille,  io,  a  Levalloin-Perret 

(Seine). 

1896.  DliMYS  (  Gustave),   assistant  à  l'École   Polytechnique   fédérale,   Freigutstrasse,  20,    à 

Zurich  (Suisse). 

188G.     Dl\C\\,  professeur  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Baltimore  (États-Unis  d'Amérique). 

1895.  DtPORCQ  (Ernest),  ingénieur  des  télégraphes,  rue  Jacob,  58,  à  Paris. 

1890.  Dt PORT  (Henry),  professeur   à    la    Faculté  des  Sciences,  rue  Colonel-de-Grancey,  1, 

à  Dijon  (Côte-d'Or). 

1872.     DWRRANDE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers  (Vienne). 

1885.     DYCK  (Walther),  professeur  au  Polytechnicum,  à  Munich  (Bavière). 

189G.     tl VERTE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  ancien  capitaine  d'artillerie,  rue  de 
Seine,  4>  à  Paris. 

1888.  FABRY,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

1891.  FAlQlEiBERCIJE,  professeur  au  lycée  de  la  Rochelle. 

1892.  HEUR  (Henri),  privat-docent  à  l'Université,  rue  Gevrcy,   i5,  à  Genève  (Suisse). 

1885.     FIELDS  (John),  professeur  de    mathématiques,     ÏNiornbergerstrasse,    18,    à    Berlin 
(Allemagne  ). 

1893.  FLEURI',  ancien  chef  d'institution,  rue  de  la  Santé,  4<>,  à  Paris. 

1881 .     FL0Q11ET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Saint-Lambert,  17,  à  Nancy  (Meurthe- 
et-Moselle). 

1872.     FLYE  SAINTE-MARIE,  chef  d'escadron  d'artillerie  en  retraite,  ancien  répétiteur  à  l'École 
Polytechnique,  place  Koyer-Collard,  à  Vitry-le-Fran^ois  (Marne). 

1896.  FONTANEAU,  ancien  oflicier  de  marine,  cours  Bugeaud,  8,  à  Limoges  (Haute-Vienne). 

1895.     FONTES,  ingénieur  en  chef  des  ponts   et  chaussées,  rue  Romiguières,  3,    à  Toulouse 
(Haute-Garonne). 

1891.  F0.\TYI0U\T  (de),  professeur  a  l'École  Centrale,  rue  d'Erlanger,  09,  Paris-Auteuil . 

1889.  F01CUE,  professeur  de  mathématiques,  rue  Soulllot,  5,  à  Paris. 

1872.     FOURET,  examinateur   d'admission  à   l'École  Polytechnique,   rue  Washington,   16,    à 
Paris. 

1892.  FROliOY  (le  général),  quai  Pierre-Falio,  10,  à  Genève  (Suisse). 

1872.     GARIEL,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  professeur  à  la  Faculté  de  Médecine, 
rue  Édouard-Detaille,  6,  à  Paris. 

1872.     CAUTMER-VILliARS,  éditeur,  quai  des  Grands-Aiigustins,  55,  à  Paris. 

18U6.     GAITHIER-YILLARS  (Albert),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  éditeur,  quai  des 
Grands-Auguslius,  55,  a  Paris. 

1890.  GEBBIA,  professeur  libre  à  l'Université,  à  Païenne  (Italie). 

1872.     GE.MTY  (E.),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  de  Vaugirard.  207, à  Paris. 
1890.     GEXTY  (Max),  enseigne  de  vaisseau,  en  escadre,  à   Toulon   (Vai). 

# 

1893.  GERARD,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée,  à  Lyon  (Rhône). 
1890.     GERBAI.DI,  professeur  à  l'Université,  via  Daila,  11,  à  Païenne  (Italie). 

189G.     GIRARDYILLE,  capitaine  d'artillerie,  a\cnuc  Marigny,  i'III,  à  lontenay-sous-Bois  (  Seine). 

18N1.      GOLKSAT,  maître  de  conférences    a    l'École    Normale  supéiieure,   répétiteur  a   l'École 
Polytechnique,   houlctard   Arag<i,  113,  à  Paris. 


k 
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18%.     CRBEXIIILL,  professeur  à  l'École  d'artillerie,  à  Woolwich  (Grande-Bretagne). 

1890.  GREVY,  professeur  au  lycée  Condorcet,  à  Pari». 

189G.     GRIBSS,  professeur  au  lycée  Charlcmagne,  rue  Monge,  18,  à  Paris. 

1880.  GICCIA  (Jean),  professeurà  l'Université,  via  Ruggiero  Scttimo,  28,  à  Païenne  (Italie). 

1891.  GIDIARAES,  officier  du  génie,  à  l'Académie  des  Sciences,  rue  Arco  de  Jésus,  à  Lis- 

bonne (  Portugal). 

1881 .  GUNTUER  ( Dr  Sigismond ),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Munich  (  Bavière). 

1885.     GIYOU,  membre  de  l'Institut,  capitaine  de  frégate,  rue  de  l'Université,  i3,  à  Paris. 

1873.     UAAG,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 
rue  Chardin.  1 1  bis,  à  Paris. 

1882.  IIAB1CU,  directeur  de  l'École  des  mines,  à  Lima  (Pérou). 

1896.     HADAMARO,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1891.  IIALSTED,  professeur  à  l'Université  du  Texas,  Guadalupe  Street,  2407,  a  Austin  (Texas). 

1872.     RATON  DE  LA  GOUPILLIÈRE,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  mines,  direc- 
teur de  l'École  des  mines,  boulevard  Saint-Michel,  on,  à  Paris. 

1872.  REMI  Y,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées,  boulevard  St-Germain,  22,  à  Paris. 

1892.  UER.MM'N,  libraire-éditeur,  rue  de  la  Sorbonne,  8,  à  Paris. 

1873.  HERMITE,  membre  do  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  la  Sor- 

bonne, 2,  à  Paris. 

1893.  IIIOIX,  professeur  en  retraite,  rue  des  Fossés  Saint- Jacques,  16,  à  Paris. 

1879.  HOLST(Klling),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  Pilestrade,  '|Q,itChristiatiia(Norvège). 
18ii5.     HOTT  (Stanislas),  professeurà  l'École  Su-Geneviève,  rue  Malebranche,  17,  à  Paris. 

1872.  UOIBIGANT,  chef  de  bataillon  du  génie  eu  retraite,  rue  Lccourbe,  88,  à  Paris. 

1880.  Hl'VBERT,  ingénieur   des    mines,   professeur  à   l'École  Polytechnique,    rue    de  l'Ar- 

cade, 2$,  à  Paris. 

1881.  IMBER,  directeur  des  études  à  l'École  Centrale,  rue  Monlgolfier,  1,  à  Paris. 

1887.     1SSALY  (l'abbé),  rue  Margaux,  16,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1896.     JACQIET,  professeur  de  mathématiques,   rue  de*  Capucins,  21  bis,  à  Chartres  (Eure- 
et-Loir). 

1873.  JANIX,  chef  d'escadron  au  i5e  régiment  d'artillerie,  a  Douai  (Nord). 

1872.     JAVARY,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'École 
Polytechnique,  rue  du  Cardiual-Lemoine,  1,  à  Paris. 

1872.     JORDAN,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Varenne,  48, 
à  Paris. 

1872.  J  OUF  FRET,  lieutenant-colonel  d'artillerie,  rue  Carnot,  2'j,  à  Fontainebleau  (Seine-et- 

Marne). 

1875.     JUNG,  professeur  à  l'Institut  technique  supérieur,  via  Borgonnovo,  9,  a  Milan  (Italie). 
1890.     KOIIB  (Guslaf),  maître  de  conférences  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1892.  KOCII  (H.  von},  maître  de  conférences  à  l'Université,  Engelbrektsgatan,  43  B,  à  Stock- 

holm (Suède). 

1880.  KŒMGS,   professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  de  Port-Royal,  72,8  Paris. 

1881.  LAC0R, professeur  de  mathématiques,  boulevard  du  Mont-Parnasse, 96,  à  Paris. 

1873.  LAISAST,  docteur  es  sciences,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  avenue  Victor-Hugo, 

161,  à  Paris. 

1893.  LA\CEM\,  boulevard  Arago,  97,  à  Paris. 

189'».     LAR1SK,  ingénieur  des  télégraphes,  Usine  de  La  Seync  (  Var). 

1X9(1.     I.  UGr.L,  ancien  attaché  d'ambassade,  villa  des  Bruyères,  au  Golfe  Juan  (Alpes-Mari- 
times). 
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1873.  LAUTH,  manufacturier,  à  Tliann  (Alsace). 

1896.  LEAB,  professeur  au  lycée,  avenue  de  la  Gare,  57,  à  Brest  (Finistère). 

1880.  LEACTÉ,  membre  de  l'Institut,  boulevard  de  Cou  réelles,  18,  a  Paris. 

1896.  LEBEL,  professeur  au  lycée,  place  du  Château,  9,  à  Rennes  (  llle-et- Vilaine). 

1893.  LKCORNU,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rueGay- 

Lussac,  3,  à  Paris. 

1895.     LÉMERAY,  ingénieur  civil  du  génie  maritime,  villa  des  Troènes,  à  la  Scyne-sur-Mcr, 
par  Toulon  (  Var). 

1872.     LEMOINE  (  Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Littré,  5,  à  Paris. 

1879.  LE  PAKE,  professeur  à  l'Université,  à  l'observatoire  de  Cointe,  à  Liège  (Belgique). 
1895.     LEROUX,  maitre  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

1891.  LERT,  agent  voyer  d'arrondissement,  à  Pontoise  (Seine-el-Oisc). 

1872.     LESPIAWLT,  doyen  honoraire  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux,  à  Nérac  (Lot-et- 
Garonne). 

1836.     LE  VAYASSEIR,  professeur  au  lycée,  Grande  Allée,  23,  à  Toulouse  (Haute-Garonne). 

1882.     LRVY  (Lucien),  répétiteur  et  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  rue 
de  Condé,  29,  à  Paris. 

1872.  LRVY  (Maurice),  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées, 

professeur  au  Collège  de  France,  avenue  du  Trocadéro,   i5,  à  Paris. 

1875.     LEZ  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 

1873.  LIGNINE,  professeur  à  l'Université,  à  Odessa  (Russie). 

1877.     LINDEMANN,  professeur  à  l'Université,  Georgcnstrasse,  4°,  à  Munich  (Bavière). 

1886.     LI01VILLE,  ingénieur  des  poudres,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  des  Écoles, 
6  bis,  à  Paris. 

1880.  LORIN,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  Faubourg-Saint-Honoré,  186,  à 

Paris. 

1888      LUCAS  (Félix),  iugéuieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  Freycinet,  26,  a  Paris. 

1886.     LYOX,  docteur  es  sciences    mathématiques,  chemin   de    la    Roseraie,    a  6,   à    Genève 
(Suisse). 

1882.     MAOK  DE  LEPINAY,    p ro Cesse nr  de  mathématiques  spéciales  au    lycée    Henri    IV,    rue 
Claude-Bernard,  <>3,  à  Puris. 

1895.     MAILLET,  docteur  es  sciences,  ingénieur  des  ponts    et    chaussées,  à  Trilport  (Seine- 
et-Marne  ). 

1875.     MALLOIZEL,  professeur  de  mathématiques,  rue  de  l'Estrapade,  7,  à  Paris. 

1892.  MAXGEOT,   docteur   es   sciences  mathématiques,   quai   des  Comtes  de  Champagne,  :»q, 

à  Troyes  (Aube). 

1872.     MANMIEIM,  colonel  d'artillerie  en  retraite,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de 
la  Pompe,  11,  a  Paris. 

1884.     MARTIN  (  Artemas),  Columbia  strcet,  i53'(,  N.  W.    à   Washington    D.    C.    (États-Unis 
d'Amérique  ). 

1889.     MARTIX  (  Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  professeur  de  mathématiques, 
rue  du  Mont-Parnasse,  ?.*>,  à  Paris. 

1894.  MAIPIX,  surveillant  général  au  lycée,  à  Nantes  (Loire-Inférieure). 

1889.     MENDIZABAI,  TAMBOREL  (DE),  membre  de  la  Société  de  Géographie  de  Mexico,  calle  de 
Jésus,  i3,  à  Mexico  (Mexique). 

1884.     MERCEREAt,  licencié  es  sciences,  rue  de  ITniversilé,  icj.'t.  à  Pari*. 

1893.  MICHEL  (François),  rue  Prrdonnet,  S.  à    Paris. 
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1873.     lIITTAG-LEr'KLER,  professeur  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1872.  MOUTARD,  inspecteur  général  des  mines,  examinateur  des  élèves  h  l'École  Polytechnique, 

rue  du  Vul-de-Gr&cc,  9,  à  Pari*. 

1888.     MtKIIDPADHYAY  (Asutosh),  professeur  de  mathématiques,  Russa  Road,  77,  ISorth  Bho- 
wa  ni  pore,  à  Calcutta  (Inde). 

1885.     XEIBERG,  professeur  à  l'Université,  rue  Sclessiu,  G,  à  Liège  (Belgique). 

1882.  OCAGXE  (M.n'),    ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  professeur  à   l'École  des  Ponts 

et  Chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Vienne,  5,  à  Paris. 

1873.  0V1DI0  (Knrico  d'),  professeur  à  l'Université,  Corso-Oporto,  to,  à  Turin  (Italie). 

181)3.     PAIYLEYE,    professeur-adjoint   à    la    Faculté  des  Sciences,    professeur  suppléant  au 
Collège  de  France,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Hennés,  99,  à  Paris. 

1888.     PAPELIER  ( Georges),  professeur  de  mathématiques  spéciales   au  lycée,  rue  de  Re- 
couvrance,  20,  à  Orléans  (  Loiret). 

1884.     PAR.AF,  maître  de  conférences  ii  la  Faculté  des  Sciences,  à  Toulouse. 

1872.     PARMEYTIER,  général  du  génie  eu  retraite,  rue  du  Cirque,  5,  à  Paris. 

1872.  PARRA3,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  des  Saints-Pères,  50,  à  Paris. 

1881.     PAITOXXIER  (l'abbé),  professeur  au  collège  Stanislas,  rue   Notre-Dame-dcs-Champs, 
19,  à  Paris. 

1881.     PELLET,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Ballaiuvilliers,7,  à  Clerniont-Ferrand 
(Puy-de-Dome). 

1883.  PËLLETREAC,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  à  Conslaiitine  (Algérie). 

1871.  PERCIN,  lieutenant-colonel  d'artillerie,  inspecteur  des  manufactures  d'armes,  rue  de 

Vaugirard,  20,  à  Paris. 

1881.  PEROTT  (Joseph),  Université  Clark,  à  Worcester  (Massachusetts). 

1873.  PERRIN,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  Joinville,  35,  au  Mans  (Sarthe). 

1892.  PKRRIN  (Élie),  professeur  de  mathématiques,  rue  Lamandé,  7,  à  Paris. 

1800.     PETROVITCH.  professeur  à  l'Université,  Kossanlch-Venac,  2?\.  à  Belgrade  (Serbie). 

1887.     PEZZJ)  (del),  professeur  à  l'Université,  via  Gennaro  Serra,  7J,  à  Naples  (Italie). 

1879.     PICARD  (Emile),   membre  de  l'Institut,  professeur  à   la    Faculté   des  Sciences  et  à 
l'École  Centrale  des  Arts  et  Manufactures,  rue  Soufllot,  i3,  à  Paris. 

1872.  PICQIET,  chef  de  bataillon   du  génie,  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytech- 

nique, rue  de  Coudé,  j.j»  a  l'uris. 

# 

189(5.     PIERO.X,  inspecteur  général  de  riustruction  publique,  rue  d'Assas,  5o,  à  Paris. 

t 

1882.  POIXCARE,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  mines,  professeur  à  la  Fa 

culte  des  Sciences,  rue  Claude-Bernard,  63,  à  Paris. 

1882.  POkORXY  (Martin),  directeur  du  lycée  communal,  à  Prague  (Bohême). 

1872.     POLIGXAC (prince  C.  dk),  villa  Jessie,  à  Cannes  (Alpes-Maritimes). 

1896.     PRl'YOST,    inspecteur   général    de    l'Instruction  publique,  11,  rue  de  la  Tour,  Paris- 
Passy. 

1872.     Pl'TZ,  général  d'artillerie  en  retraite,  rue  Saint-Merry,  98,  h  Fontainebleau  (Seine-ct- 
Marue). 

18%.     QUIQUET,  archiviste  de  la  Compagnie  la  Aa:ionalet  rue  de  Grammont,  »3,  à  Paris. 

1872.     RARAO,  rue  deTournon,  12,  à  Paris. 

1883.  RAFEY,  chargé  de  cours  à  la  Faculté  des  Sciences,  maître  de  conférences  à  l'École 

Normale  superieuic,  rue  Nicole,  7,  a  Paris. 

1893.  RIYEREAU  (l'abbé),  professeur  à  l'Institut  catholique,  a  Angers  (Maine-et-Loire). 
1872.     ROI  ART,  ingénieur  civil,  rue  de  Lisbonne.  3a,  h  Paris. 
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1872.  BOUCHE  (Eugène),  membre  de  l'Institut,  professeur  au  Conservatoire  des  arts  et 
métiers,  examinateur  des  élèves  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain, 
2t3,  à  Paris. 

1896.     ROUGIER,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée,  à  Toulon  (Var). 

1885.  BOUQUET,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée,  place  de  l'École-d'Artille- 
rie,  a,  à  Toulouse   (Haute-Garonne). 

1881.  SAINT-PAUL  (Ducupde),  lieutenant-colonel  d'artillerie  en  retraite,  rue  Saint-Sauveur, 
i3,  à  Perpignan  (Pyrénées-Orientales). 

1896.     SANCIIEZ,  directeur  de  l'observatoire,  à  San  Salvador  (République  de  San  Salvador). 

1889.     SABAZ,  professeur  de  mathématiques,  rue  Saint-Jacques,  220,  à  Paris. 

1872.  SABBAU,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  poudres,  professeur  à  l'École 
Polytechnique,  avenue  Daumesuil,  9  bis,  à  Saint-Monde  (Seine). 

1872.  SARTIAUX,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  chef  de  l'exploitation  à  la  Com- 

pagnie du    chemin   de  fer  du  Nord,  à  Paris. 

1885.     SAUVAGE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille  (Bouches-du-Rhône). 

1881.  SCBLEGEL  (Dr  Victor),  professeur  à  l'École  technique,  Volmestrasse,  62,  à  Hagen  (Alle- 
magne). . 

1881.  SCBOUTE,  professeur  a  l'Université,  à  Groningue  (Hollande). 
1896.     SEGUIEB  (J.-A.  de),  docteur  es  sciences,  rue  de  Sèvres,  35,  à  Paris. 

1882.  SÉLIVANOFF  (Démétrius),  attaché  à  l'Université,  Fontanka,  1 16,  log.  16,  à  Saint-Péters- 

bourg (Russie). 

1881.  STARkOFf  (Alexis),  professeur  à  l'École  de  commerce,  Deribasowskaja,  6,  à  Odessa 

(Russie). 

1879.     STEPHANOS  (Dr  Cyparissos),  professeur  à  l'Université,  à  Athènes  (  Grèce). 

1873.  STIDNICkA,  professeur  à  l'Université,  à  Prague  (Bohème). 

1872.     SVLOW,  professeur  à  l'Université,  à  Frederikshald  (Norwcge). 

1896.     TANNENBEBG  (  W.  de),  chargé  de  cours  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Japon,  12,  à 
Toulouse  (Haute-Garonne). 

1872.     TA!\\\ERY(  Paul), directeur  des  manufactures  de  l'État,  Pantin. 

1875.  TAN.YERY  (Jules),  sous-directeur  à  l'École  Normale  supérieure,  rued'Ulm,  \b,  à  Paris. 

1882.  TARRY  (Gaston),  inspecteur  des  Contributions  diverses,  à  Boufarik. 

1872.  TERRIER,  professeur  au  collège  Chaplal,  rue  Larribe,  3,  à  Paris. 

1873.  TISSOT,  ancien  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Voreppc  (Isère). 
1896.     TISSOT,  enseigne  de  vaisseau,  professeur  au  Horda,  à  Brest  ( Finistère ). 

1896.     TORRES,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  Valgame  Dios,  3,  à  Madrid  (Espagne). 

1893.     TOICIIE.  lieutenant-colonel  d'artillerie  territoriale,  rue  Truflault,  23,  à  Paris. 

1872.     TRESCA,   ingénieur    en    chef  des    ponts   et  chaussées,  boulevard   Inkermann,    ?j,    à 
Neuilly-sur-Seiue  (Seine). 

1896.     TRESSE,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée,  à  Nancy  (  Meurthc-ct-Mosellc  ). 

t 

1893.     VALLEE-POUSSIX  (Cu.-J.  de  la),  professeur  à  l'Université,  rue  de  Namur,  190,   à  Lou- 
vain  (Belgique). 

1880.     VANEf.EK  (J.-S.),  professeur  au  lycée,  à  Jicin  (Bohème). 

1890.     VASCIIY,  répétiteur    et    examinateur    d'admission  à    l'École    Polytechnique,    avenue 
Bosquet,  68,  à  Paris. 

1876.  VICAIRE,  inspecteur  général  des  mines,  rue  Gny-Lussac,  3o,  à  Paris. 
1888.     YITO   YOLTERRA,  via  S.  Quintino,  45,  à  Turin  (Italie). 

1893.      WAGNER,  professeur  à  l'École  J.-B.  Say,  boulevard  Flaudrin,  70,  à  Pari.. 


—    XIII    — 

haie 

de 

l'ail  Lni»>ion 

1880.  WALCKEiVAER,  ingénieur  des  mines,  boulevard  Suint-Germain,  iiS,  à  Paris. 

1879.     WKILL,  professeur  au  collège  Chaptal,  19,  rue  Thiers,  au  Vésinet  (Seinc-et-Oisc). 

1873.     YVEYR  (Dr  Edouard),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Prague  (liohêmc;. 

1878.     WORMS  DE  ROHILLY,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  Balzac,  7,  à  Paris. 

1382.     Z.4B0UDSKI,  membre  du  Comité  d'artillerie  et  professeur  à  l'Académie  d'Artillerie,  à 
Saint-Pétersbourg  (Russie) . 

1800.     ZARE.HBA,  docteur  es  sciences  mathématiques,  professeur  au  lycée,   rue  des  Fours  à 
chaux,  25,  à  Ni  m  es  (Gard). 

1881.  ZEVTHEX,  professeur  à  l'Université,  Ostcrsogade,  10,  a  Copenhague  (Danemark). 


SOCIKTAIRKS    V  F.  H  V  K  T  U  E  L  S. 


BEKOIST  (décédé).  -  BEIMELLE,  à  Hîoz.  —  BIE3A1ME  (décédé).  —  BI0CI1E,  a  Paris.  - 
BISCHOFFSHEIM,  à  Paris.—  BORCHARDT  (décédé).  -BROCARD,  à  Rar-le-Duc.  -  CAXET, 
à  Paris.  —  CARVALLO,  à  Paris.  —  CHASLES  (décédé).  —  CLAUDE-UFONTAME,  à   Paris. 

—  FOLRET,  à  Paris.  —  CAUTOIER-YILLARS,  a  Paris.  —  G01RSAT,  à  Paris.  —  ftVUPHE\ 
(décédé).  —  HALSTED,  à  Austin.  —  BATOX  DE  LA  GOUPILLIÈRE,  à  Paris.  —  HERMITE,  à 
Paris.  —  IIIRST  (décédé).  —  IIOTT,   à    Paris.  —  LÉAtTÉ,  à  Pari».     -JORDAN,  à  Paris. 

—  LAFFON  DE  LABÉDAT  (décédé).  —  MANNHEIM,  à  Paris.  —  DE  MENDIZABAL  TAMBOREL, 
à  Mexico.  -  MERCEREAl,  à  Paris.  —  DOCAGXE,  à  Paris.  —  PEROTT,  à  Worcester.  — 
PERRIX,  au  Mans.  -  POIXCARÉ,  a  Paris.  —  P0L1GNAC  (prince  C.  de),  à  Cannes.  —  RAFFY, 
à  Paris.  —  SYLOW,  à  Frederikshald.  —  TANNERY  (Paul),  à  Paris.  —  TARRY,  à  Alger  — 
TCnEBICIIEF  (décédé)    -  VIELLARD  (décédé). 
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Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 


Amsterdam. 
Amsterdam. 
Amsterdam . 

Haïti  more.  . 

Berlin 

Berlin 

Berlin 

Berlin 

Bologne. . . . 

Bordeaux..  . 

Bruxelles. . . 

Bruxelles. . . 
Cambridge. 
Christiania. 
Coïmbre.  . . 

Copenhague 
Cracovie.. . . 

Delft 

Dresde.  ... 
Edimbourg. 
Edimbourg. 

Garni 

Goeltingue. 
Hambourg.. 

Harlem 

Helsingfors. 

Kasan 

Kharkov.. . . 
Kliarkov. . .  . 

Leipzig 

Leipzig 

Liège 

Londres. . . . 
Londres. . . . 
Londres. . .  . 
Luxembourg 
Marseille. . . 
Mexico 


Académie  Royale  des  Sciences  d'Amsterdam. 

Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Revue  semettrielle  de*  publications  mathéma- 
tiques. 
American    Journal  of  Mathema/ics. 

Académie  des  Sciences  de  Berlin. 
Archiv  fur   Mathematik  und  Physik. 

Jahrbuch  ilber  die  Fortschritte  der  Mathe- 
matik. 

Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Ma- 
thematik . 

Académie  des  Sciences   de  l'Institut  de  Bo- 
logne. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles 
de  Bordeaux. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et 
des  Beaux-Arts  de  Belgique. 

Société  scientifique  de  Bruxelles. 

Société  philosophique  de  Cambridge. 

Arc  h  if  for  Mathemtitik  og  \aturvidenskab. 

Jornal  de  Sciencias  matematicas  e  astrono- 
micas. 

Nyt  Tidsskrift  for  Mathematih. 

Académie  des  Sciences  de  Cracovie. 

Kcole  Polytechnique  de  Delft. 

Zeitschrift  fur  Mat  fie  mat  ik  und  Physik. 

Société  Royale  d'Edimbourg. 

Société  mathématique  d'Kdinibourg. 

Mathesis. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Goettingue. 

Société  mathématique  de  Hambourg. 

Société  hollandaise  des  Sciences. 

Société  des  Sciences  de  Finlande. 

Société  physico-mathématique . 

Annales  de  l'Université. 

Société  mathématique  de  Kharkov. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe. 

Mathentatische  Annalen. 

Société  Roy  des  Sciences. 

Société  astronomique  de  Londres. 

Société  mathématique  de  Londres. 

Société  Koyale  de  Londres. 

Institut  Royal  de  Luxembourg. 

Annales  delà  Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 

Sociedad  cienlifica  Antonio  Alzate. 


Hollande. 
Hollande. 

Hollande. 

États-Unis 
Allemagne. 
Allemagne. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Italie. 

France. 

Belgique. 
Belgique. 
Grande-Bietagne 
Norvège. 

Portugal . 

Danemark. 

Autriche. 

Hollande. 

Allemagne. 

Grande-Bretagne. 

Grande-Bretagne, 

Belgique. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Hollande. 

Russie. 

Russie. 

Russie. 

Russie. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Belgique, 

Grande-Bretagne 

Grande-Bretagne 

Grande-Bretagne, 

Luxembourg. 

France. 

Mexique. 
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Odessa 
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Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Pise 
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Prague 

Prague 

Prague 

Rome 

Saint-Pétersbourg, 

Stockholm , 

Toulouse , 
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Vienne 

Vienne 
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Institut  Royal  lombard  desScienccset  Lettres. 

Société  mathématique  de  Moscou. 

Académie  des  Sciences  de  Munich. 

Académie  Royale  des  Sciences  physiques  et 
mathématiques  de  Naples. 

Académie  des  Sciences  et  Arts  du  Conuec- 
ticut. 

Société  mathématique  d'Odessa. 

Rendiconti  del  Circolo  malematico. 

Académie  des  Sciences  «le  Paris. 

Association  française  pour  l'avancement  des 
Sciences. 

Société  philomathique  de  Paris. 

Bulletin    des  Sciences    mathématiques. 

Journal  de  l'École  Polj  technique . 

Journal  de  Mathématiques  élémentaires. 

Journal  de  Mathématiques  spéciales. 

Institut  des  Actuaires  français. 

Écolo  Royale  Normale  supérieure  de  Pise. 

Université  Royale  de  Pise. 

Il  Nuovo  Cimento. 

Académie  des  Sciences  de  Prague. 

Casopis  pro  pëstovâni  mathematiky  a  fysiky , 

Société  mathématique  de  Prague. 

Académie  Royale  des  Lincei. 

Académie  Impériale  des  Sciences. 

Acta  Mathematica . 

Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Tou- 
louse. 

Société  Royale  des  Sciences  d'Upsal. 

Institut  Royal  vénitien  des  Sciences,  Lettres 
et  Arts. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 

Monatsheflc  fur    Malhematik    und    Physik. 

Société  des  Sciences  naturelles  de  Zurich. 


Italie. 

Russie. 

Ravière. 

Italie. 

États-Unis 

d'Amérique 

Russie. 

Italie. 

France. 
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France. 
France. 
France. 
France. 
France. 
France. 

Italie. 

Italie. 

Italie. 
Autriche. 
Autriche. 
Autriche. 

Italie. 
Russie. 
Suéde. 

France. 

Suède. 

Italie. 
Autriche. 
Autriche. 

Suisse. 


BULLETIN 


DK   LA 


r  * 


SOCIETE   MATHEMATIQUE   DE  FRANCE. 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU   6  JANVIER  1897. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   KOBNIGS. 

La  Société,  réunie  en  assemblée  générale,  procède  au  renou- 
vellement de  son  bureau  et  à  l'élection  de  membres  du  Conseil. 

Communications  : 

M.  Boulanger  :  Sur  l'équation  de  la  propagation  de  la  cha- 
leur. 

M.  Girard  ville  :  Sur  la  théorie  du  vol  des  oiseaux. 

MM.  Touche  et  Lecornu  présentent  des  observations  sur  le 
même  sujet. 

M.  Raffy  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  les  formules  fondamentales  de  la  théorie  des  surfaces. 

Commençons  par  rappeler  les  formules  dont  il  s'agit.  Soient  E, 
F,  G  les  coefficients  de  l'élément  linéaire  d'une  surface,  D,  D',  D" 
les  déterminants  qui  figurent  dans  l'équation  différentielle  des 
lignes  asymptotiques.  Si  l'on  pose 

D  D'  D" 

A  = — ,  A'  =—  t  A"  =  —  »  H*=rEG  —  F* 

H*  H1  H*  ' 

xxv.  j 


_-  î  — 

et  qu'on  désigne  par  —  k*  le  produit  des  courbures  principales, 
on  a  les  relations 

(î)  AA'  —  A'«  =  —  *», 

(a)  <[ 

^-^=  CA  -  aBA'-+-ÀA', 
ov         ou 

où  A,  B,  G,  A|,  B|,  Ci  désignent  six  fonctions  connues  de  E,  F,  G 
et  de  leurs  dérivées  premières,  savoir 


GE^-hFE^  —  aFF^  _  aEF'tf-  FE'»  —  EE^ 

aH*  '         A|~  a~H« 


GE^— FG'a  EG'M  —  FEy 

B  =  — ïh* — '  Bi= — nn — ' 

r       îGF^-FG,,— GGtt  EG^-f-FG^-aFF; 

c-  ÏH^  '  Ll      aTH 


f 


Les  équations  (i)  et  (2)  sont  les  formules  fondamentales  de  la 
théorie  des  surfaces  :  on  sait  qu'une  surface  est  entièrement  déter- 
minée de  forme,  quand  on  connaît  son  élément  linéaire  et  un  sys- 
tème de  trois  fonctions  A,  A;,  A*,  satisfaisant  à  ces  conditions. 

Nous  allons  exprimer  A,  A',  A"  au  moyen  d'une  seule  fonction 
auxiliaire  t9  qui  sera  déterminée  (si  Ton  donne  E,  F,  G)  par  une 
équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  A  cet  effet, 
introduisons  la  courbure  moyenne 

GA  —  2FA  -f-EA" 
(3)  h-  


aH 
On  satisfait  aux  deux  équations  (1)  et  (3)  en  posant 


A  = 

(4)  <  A'- 

A'^ 


E  *> -+- 2  F  * -4- G 

—  aH/t*-4-*(E*»— G) 
E*«-haF*-hG        ' 

2HA^-h2Ar(F^H-GQ 

E  t*  h-  a  F  t 


Pour  trouver  la  signification  de  t,  il  suffit  de  former  l'équation 
différentielle  des  lignes  asymptotiques 

A  du1  -+■  a  A'  du  dv  -+-  A'  dv*  =  o  ; 


~> 


-  3  - 
comme  elle  s'écrit 

(du  —  t  ds>  )\[k{Et  +  V  )  —  nh]du+[k(Ft-hG)-hHht]di>\  =  o, 

on  voit  que  t  est  la  valeur  du  rapport  du  l  dv  qui  correspond  à 
Tune  des  lignes  asymplotiques. 

Si  maintenant  on  substitue  les  expressions  (4)  dans  les  équa- 
tions (2),  on  a,  entre  A  et  t,  deux  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre,  qui  sont  telles  qu'en  éliminant  entre  elles 
Tune  des  dérivées  de  h  on  élimine  en  même  temps  l'autre.  Ainsi 
la  courbure  moyenne  s'exprime  explicitement  en /onction  des 
coefficients  de  Vêlement  linéaire,  ainsi  que  de  la  fonction  t 
et  de  ses  dérivées  premières  ;  il  en  est  de  même  des  coefficients 
A,  A',  A"  à  raison  des  formules  (4)-  II  n'y  a  exception  que  si  A  se 
présente  sous  la  forme  o  :  o.  Cette  hypothèse  caractérise  les  sur- 
faces réglées  et  conduit  aux  déformations  bien  connues  qui  dé- 
pendent d'une  fonction  arbitraire. 

La  substitution  de  h  dans  Tune  des  deux  équations  (2)  conduit 
à  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  pour  la 
fonction  t.  Mais  cette  équation,  dont  dépend  la  détermination 
de  toutes  les  surfaces  ayant  un  élément  linéaire  donné,  est 
linéaire  par  rapport  aux  dérivées  secondes,  tandis  que  toutes 
les  équations  antérieurement  données  pour  résoudre  le  problème 
de  la  déformation  contiennent  ces  dérivées  au  second  degré. 
Elle  admet  pour  caractéristiques  les  lignes  asymptotiques  des  sur- 
faces cherchées. 


SÉANCE  DU  20  JANVIER  1897. 

PRÉSIDENCE   DE   M.   D'OCAGNB. 

Communications  : 

M.  Laisant:  Sur  l'organisation  des  Congrès  internationaux 
de  mathématiciens. 

M.  RafFy  :  Sur  les  lignes  asymptotiques  des  développées  des 
surfaces  à  courbure  totale  constante. 

M.  Maillet  adresse  un  Mémoire  intitulé  :  Des  groupes  primitifs 
de  classe  N  —  1  et  de  degré  N . 


—  4  — 

M.  Mannheim  adresse  la  Communication  suivante  : 

Sur  les  formules  de  Frenet. 

On  donne  une  courbe  (m).  On  mène  en  un  de  ses  points  m  sa 
tangente  T,  sa  normale  principale  N  etsabinormale  B.  Appelons, 
t,  v,  (3  les  angles  de  ces  droites  avec  un  axe  ox. 

Du  point  o  (fig.   i)  comme  centre  décrivons  une  sphère  de 

Fig.  i. 


P    Pm 


rayon  i  et  menons  de  o  le  rayon  ot  parallèlement  à  T.  Le  lieu  des 
points  tels  que  t,  lorsqu'on  fait  varier  la  position  de  la  tangente 
à  (m),  est  une  courbe  (t).  Le  cône  de  sommet  o,  dont  la  direc- 
trice est  (t),  a  pour  plan  tangent  suivant  ot  un  plan  parallèle 
au  plan  osculateur  de  (m)  en  m. 

La  tangente  en  t  à  (t)  est  dans  ce  plan  tangent,  et  comme  cette 
droite  est  perpendiculaire  à  ot,  elle  est  parallèle  à  N. 

Du  point  t  et  du  point  /<,  infiniment  voisin  de  t  sur  (l),  abais- 
sons sur  ox  les  perpendiculaires  tp,  tKph,  Menons />,  A  parallèle- 
ment kpt  et  th  parallèlement  à  ox.  L'angle  que  fait  th  avec  ttK 
est  alors  égal  à  v.  Dans  le  triangle  httK  on  a  :  th  =  ttK  cos  v. 

Comme  l'angle  xot  est  égal  à  t,  cette  égalité  montre  que 

(i)  rfcosT  =  **icosv; 

ttK  est  égal  à  l'angle  de  contingence  de  (m)  pour  le  point  m;  si 
l'on  appelle  d(m)  un  arc  infiniment  petit  de  (m)  et  p  le  rajon 

de  courbure  de  (m)  en  m,  on  a  alors  ttK  =  — — -  et  la  relation  (i) 
s'écrit 

à 

d(m) 
(2)  acosi=  cos  v. 


—  5  - 

Appliquons  la  formule  (i)  à  l'arête  de  rebrousseraient  (m')  de 
la  surface  développable  enveloppe  des  plans  normaux  à  (m). 
Dans  le  plan  normal  issu  de  m,  il  y  a  Taxe  de  courbure  de  (m), 
qui  est  une  génératrice  de  cette  surface  :  appelons  m'  le  point 
où  cette  génératrice,  qui  est  parallèle  à  B,  touche  l'arête  de  re- 
brousseraient (m').  La  normale  principale  de  cette  courbe  pour  m' 
est  parallèle  à  N.  L'angle  de  contingence  de  (m')  pour  m!  est  égal 
à  l'angle  que  le  plan  osculateur  de  (m)  en  m  fait  avec  le  plan 
osculateur  de  (  ni)  pour  le  point  infiniment  voisin  de  m  :  cet  angle 

est  égal  à  — - — >  en  appelant  r  le  rayon  de  seconde  courbure  de  (m) 
en  m. 

La  formule  (2),  appliquée  à  (m')  et  exprimée  au  moyen  des 
éléments  de  (m),  donne  alors 

/o  #       «       d(m) 

(3)  acos8=— - — -  cosv. 

r  r 

Les  formules  (2)  et  (3)  sont  deux  des  formules  de  Frenet;  on 
sait  qu'il  est  facile  d'en  déduire  la  troisième. 

M.  Touche  fait  la  Communication  suivante  : 


Équations  d'une  trajectoire  fluide  dans  le  cas  général. 

Soit  mn  un  élément  de  trajectoire  et  nr  un  élément  de  la  nor- 
male principale  à  la  trajectoire  en  n.  Nous  pouvons  choisir  le 
point  r  de  telle  manière  que  la  pression  en  ce  point  soit  la  même 
qu'au  point  m. 

Soit  mn  =  ds  et  nr  =  dsi  ;  nous  pouvons  aussi  choisir  sur  nr 
un  point  r1  tel  que  la  projection  de  la  tangente  à  la  trajectoire 
qui  passe  par  ce  point,  sur  le  plan  osculateur  relatif  au  point  m, 
soit  parallèle  à  la  tangente  en  m  à  la  trajectoire;  soit  nr1  =  ds\. 

La  première  des  équations  générales  du  mouvement  des  fluides 
transformées  nous  donne 


/  l  dP  ^        it  j        dvi   ,  dvx   , 
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el  la  secondt 

(a)  _iJ*1  =  _U'*I_,l££*,-,l*«l.l. 

Remarquons  que  la  variation  de  pression  de  m  en  n  est  la 
même  que  celle  de  r  en  n,  puisque  m  et  r  ont  la  même  pression; 
donc,  dans  les  équations  (i)  et  (2)  les  premiers  membres  sont 
égaux  et  Ton  a 

t>i  -~  ds  =  U  ds -jl  ds  -h  U'  ds t  -+-  vx  —j±  dsx  H-  v\  -r-  dsu 

ds  dt  dt  x  ds 

ou 

/n\        l    dvi    ,  1  ..    ,         1   ..,   ,  1    dv%  j         1    d%i    ,         dx 

t>i    c/s  t>}  vf  v}    cfr  vx    dt  ds 

L'équation  de  continuité  transformée  nous  donne 

.  ,.  1    dvt   ,        8a    ,        8' a  1     rfp   ,        1  a*p  , 

(4)  -r1  ds  =  -j-,  ds -h  -r-.  ds -f  as -fax. 

Les  deux  premiers  membres  de  (3)  et  (4)  étant  égaux,  on 
aura 

8a    ,        8'a  ,        di  1  IT    ,         1  ..,   ,  1    dvx 

.  ,ds  -+-  -n  ds  =  -r-  dsi-k — 5  U  ds  h — ;  U  a$j r  — ~  ds 

ds  ds  ds  v\  *>i  ^î    dt 

(5)  {  111 

1    cfai  1     dû   .         1  rfp 

t>i    al  p^i  al  p  a; 

Comme  la  tangente  à  la  trajectoire  en  m  est  parallèle  à  la  pro- 
jection, sur  le  plan  osculateur,  de  la  tangente  en  r7  à  la  trajectoire 
qui  passe  par  ce  point,  da.  représente  à  la  fois  l'angle  des  deux 
tangentes  à  la  trajectoire  en  m  et  en  n  et  l'angle  des  deux  tan- 
gentes en  rJ  el  en  n  aux  trajectoires  qui  passent  par  ces  points; 
or,  ce  dernier  angle  est 

8a  Je' 

-di'dSi 

et  Ton  aura 

8a    ,  ,        o*a    _ 

ou 

oa    .  da    ds    . 

3?  ds  =  -T,7i7x  *< 
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et  en  substituant  dans  (5)  il  vient 


S'a  ,        dix  /  ds* 

—  ds=  -r     -T  + 


,#•---,#   i  ,#      ■    ^ds+^Vds+^V'dSi 
,  as  ds  V  ds        ds.  J  v\  o? 

(6)         {  \  i/  i  i 

1    dvx    ,         1    do.\   .  i     dp   .        i  dp   . 

p;    a*  pt    a*  ppt   dt  p  as 

Comme  pour  l'équation  d'une  trajectoire  dans  un  cas  particu- 
lier, on  a  dans  le  cas  général 

S'a   .        dx 
ds  x 

en  prenant  pour  axe  des  y  l'intersection  du  plan  osculateur 
passant  par  le  point  m  avec  le  plan  osculateur  passant  par  un 
point  très  voisin  sur  la  même  trajectoire.  En  substituant,  nous 
obtenons  l'équation 

l  dx       da  /  dsi         ds  \    ,  î  ..    ,  î  IT,   , 

\  v\    dt  vl    dt  pvx  dt  p  ds 

Pour  avoir  une  seconde  équation,  considérons  un  élément  ns 
de  binormale  à  la  trajectoire.  Nous  pouvons  choisir  le  point  s  de 
telle  manière  que  la  pression  en  ce  point  soit  la  même  qu'au 
point  m.  Soit  ns  =  ds7.  La  première  des  équations  générales  du 
mouvement  des  fluides  transformées  nous  donne 

(i)  l±ds  =  Vds-^lds-Vl^ds 

p   ds  dt  ds 

et  la  troisième 

(2)  _i  ^.«-U'A,-*,^*,. 

Remarquons  que  la  variation  de  pression  de  m  en  n  est  la 
même  que  celle  de  s  en  n,  puisque  m  et  s  ont  la  même  pression; 
donc,  dans  les  équations  (î)  et  (2)  les  premiers  membres  sont 
égaux  et  l'on  a 

c'i    ds  r}  v\  vx    dt  v\    dt 
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des  quantités  a2a% — 6},  a*aK  —  6J,  aKa2 — b\  soit  positive. 
J'ai  fait  observer  depuis  lors  (*)  que  ce  résultat  pouvait  être 
complété  ainsi  :  La  condition  énoncée  est  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  l'équation  soit  représentable  par  deux  faisceaux  de 
droites  et  un  systèmes  de  cercles,  et  chacun  de  ces  faisceaux 
est  nécessairement  formé  de  droites  parallèles. 

M.  Appell  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  un  mode  d'inversion  des  intégrales  multiples  (*  ). 

Soient F^j?,^),  F2(x^y)j  . .  .,Fn(x,y),  n  fonctions  de  deux 
variables  indépendantes  x  et  y.  Soit,  d'autre  part,  un  domaine 
d'intégration  D  dont  la  définition  dépend  d' une  façon  uniforme 
de  n  variables  indépendantes  a{,  a2,  . . . ,  an-  Les  équations 

/  /F,  (x,y)  dxdy  =  uu 
j  I  Ft(x,y)dxdy  =  u„ 

/  j  Fn(x,y)  dxdy  =  un, 

où  les  intégrales  sont  étendues  au  domaine  D,  définissent  aif 
a2y  • . . ,  an^  comme  fonctions  de  ut,  u2,  . .  . ,  un. 

Plus  généralement,  on  peut  considérer  plusieurs  domaines 
d'intégration  dépendant  des  variables  aK ,  a2,  .  . . ,  an  et  définir  aK , 
a2,  ...,«/,  comme  fonctions  de  ut ,  u2l  .  . . ,  un  par  des  équations 
de  même  forme  contenant  plusieurs  intégrales  doubles  dans  les 
premiers  membres. 

L'étude  des  fonctions  ainsi  définies  conduit  à  des  problèmes 
analogues  à  ceux  qui  se  présentent  dans  la  théorie  des  intégrales 
simples  (théorème  d'Abel  :  Uniformité  des  fonctions  inverses). 
Nous  en  donnerons  des  exemples  élémentaires  dans  une  Note  qui 
sera  publiée  dans  V American  Journal. 


(')  Bull,  de  la  Soc.  phys.-math.  de  Kasan,  2*  série,  t.  VI. 

( 7)  Annexe  au  procès-verbal  de  la  séance  du  20  janvier.  (Note  reçue  le  27  janvier.) 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  L'ÉQUATION  DE  LA  PROPAGATION  DE  LA  CHALEUR; 

Par  M.  A.   Boulangée. 

« 
Considérons  l'équation  qui  régit  la  propagation  de  la  chaleur 

dans  un  corps,  sous  la  forme 

•s     _  à*u       d*u       à*  u        au  __ 

'  ~~  dx\        dx\       dx\       àx±  ~" 

Proposons-nous  de  trouver  tous  les  systèmes  de  quatre  fonc- 
tions Xm(m  =  i,  2,  3,  4)  des  variables  Xi(i  =  i,  2,  3,  4)  et  d'une 
fonction  F  de  U  et  des  variables  27,  telles  que  si  l'on  remplace 
les  quantités  Xm  en  fonction  des  variables  Xi  dans  une  solu- 
tion quelconque  U(X|,  X2,  X3,  X4)  de  V équation 

la  fonction  u(xXlx^  #3,  #4)  =  F(U,  xiy x2,  x*,  xk),  ainsi  ob- 
tenue, vérifie  l'équation  (1)  (*). 

A  cet  effet,  calculons  le  premier  membre  Su  de  l'équation  (1)  à 
l'aide  de  l'égalité  u{x^x2y  xif  xh)  =  F(U,#4,  #2,  #3,  xk).  On  a 
évidemment 


du 
dxi 

_  dF  àV        dF 
àV  âxi       dxi 

à*u 
àxf 

dF  d*l)       ePF/fljy            cPF    dl)        à*F 
~~  cHJ  àxj    '    dU»  \dxi)     '   *  à\J  àxt  àxt    '    Ar*  ' 

m  =  \ 

àV        vi   <>U    dX 


-2 


m 


âxi       X^  àX,n    dxi 

m  —  \ 

à*V  =  y  tfHJ  /àX^ y      y      d'U       dXm  dX»      y  jHJ_  à*Xm 
àxf      Zà  àX}„  \  ôxi  )    _+" Zà  àXmôXn    dxt    dx{  *  Zà  dXm    àxf 

(«  =  i,2,3,4). 


(')  jM.  Painlevé  s'est  posé  cette  question   pour  l'équation  de  Laplace  AV  =  o, 
flans  un  Mémoire  sur  la  Transformation  des  fonctions  \ (x,  y,  z)  qui  satisfont 
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Posons  maintenant 


*-2(£)' 

1=1 
m'n~~  Zà  dxt    ÔXi 


(m,n  =  i,a,  3,  4). 


i=i 
Nous  aurons  de  suite 


L.m=\  m,/i  =  l  J 

[m=l  m,/i  =  4  H 

V  j.»  /  dU  V        >v   ,         dU     dU 
2àhm\àx^)  +  ^  *m'«dx^dx; 
m  =  l  m,n  =  l  J 

"*"  2^rf  dXm     JL  dU  àr,  t*r,      "*~J1  efcr?        dxk  "" 

m  =  l  L«  =  l  J         /  =  ! 


Il  faut  que  cette  quantité  $  s'annule  identiquement  si  U  est 
une  solution  de  8'U  =  o.  Si  donc  on  remplace  dans  $  les  Xg  en 
fonction  des  X,-,  on  doit  avoir  identiquement 

*  ==  S  8'U, 

et,  comme  O  gardera  la  même  forme  si  Ton  y  conserve  les  varia- 
bles Xiy  il  faut  que  l'expression  ci-dessus  de  4>  soit  de  la  forme 
S  8'U.  Cette  condition  nécessaire  remplie,  8//  =  o  entraînera 
8'U  =  o,  et  réciproquement. 

Les  conditions  d'identification  sont 

(I)  Af  =  A|  =  A|, 

(H)  hl  =  o, 

(III)  *m,»  =  o  (m,  n  =  1,  2,  3,4), 

à*  F  _ 

Celle  condition  montre  que  F  est  une  fonction  linéaire  de  U, 

F  =  AU-4-B, 

à  l'équation  AV  =  o  (Travaux  des  Facultés  de  Lille,  Mémoire  n°  I,  1889). 
M.  Lacour,  dans  sa  seconde  Thèse,  a  traité  un  problème  moins  général  pour 
l'équation  de  la  propagation  de  la  chaleur  dans  un  plan;  sa  solution  serait  fort 
abrégée  par  le  mode  d'exposition  indiqué  ici. 
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Y  et  B  étant  des  fonctions  des  xi.  Les  conditions  suivantes  s'écri- 
vent alors 

(IV)  ïA«-+SssS-°  (—'••.»)• 

n  =  l 

11=1 

SA  =o,        8B  =  o. 

On  peut  supposer  B  identiquement  nul;  en  effet,  si  AU-j-B  ré- 
pond au  problème,  AU  y  satisfait  aussi. 

Si  Ton  se  limite  au  cas  des  fonctions  réelles,  la  condition  (11) 
montre  que  X4  ne  dépend  que  de  xh,  en  sorte  que  la  condition 
(V)  se  réduit  à 

et  les  conditions  (III),  où  figure  l'indice  4?  sont  identiquement 
vérifiées. 

Considérons  xh  comme  un  paramètre;  les  conditions  (1)  et  les 
conditions  (III)  restantes  sont  celles  qui  définissent  la  représen- 
tation conforme  de  l'espace  avec  proportionnalité  des  éléments 


linéaires,  le  coefficient  de  proportionnalité  étant  H  =±:  t/T— *• 

Les  figures  étant  alors  semblables  peuvent  être  amenées  à  coïn- 
cider par  un  déplacement  suivi  d'une  homothétie  de  rapport  H. 
On  a  donc 


i  =  8 


Xm  =  />„,-+-  H  2  «m^/  (/n  =  i,2,  3), 


i  =  t 


les  coefficients  am<*  étant  les  cosinus  directeurs  de  trois  directions 
rectangulaires  et  dépendant,  ainsi  que  les  coefficients  pmy  du  pa- 
ramètre xk. 

Les  conditions  (IV)  se  réduisent  évidemment  à 


f'  =  S 


_(,H.LogA)=  -g  =/>;,,H-2(H«m,)'*/, 


i=i 


les  accents  désignant  des  dérivations  par  rapport  à  #4.  En  rem- 
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plaçant  les  Xi  en  fonction  des  X,  dans  le  second  membre,  il  vient 


(l\àis){  d\~  (*H,L°gA)=  g-(Xm-/?m)-+-  X  |  «m*  Z*ni(Xn—p*)  \  -*~Pm 


'2      <*'mi^?*ni(Kn—  Pn)  I 
i  =  l  L         *  =  1  J 


(m  =  1,2,  3). 

Je  dis  que  les  coefficients  a  sont  constants.  En  effet,  si  Ton 
exprime  que  Ton  a 

5X^(aH.LogA)=5X-^-;(2H.LogA), 
il  vient 

i  =  S 


2à(*mi<tni  —  *mi*'ni)  =  *>î 


i  =  l 


or  la  condition  de  perpendicularilé  des  directions  (a„)  et  (am) 

donne 

i=» 

i  =  l 

Donc 
d'ailleurs 


2 


*miamt  =0. 


On  a  ainsi  trois  équations  linéaires  et  homogènes  en  <x'mi(i=  i ,  2,  3) 
ayant  pour  déterminant  1.  Donc  oimi=  o.  c.  o.  f.   d. 

Cela  posé,  on  a,  d'après  les  relations  (IV  bis)  simplifiées  par  le 
résultat  précédent  : 

m  =  1  m  =3 

H' 

A  -  H 

m  =  1  m  =  1 

ou,  en  revenant  aux  variables  xi, 

i  =  l  i  =  ï  /      m  =  3  \ 


m  =  *  m  =9 

^H«LogA  =  H-2(Xm-/>m)«-f.a^/)'„1Xm-hV(xt), 


i»=^A-520>+a2(*'2^')*G<**>- 


i  =  l  ï  =  l  \      m  =  1 

Il  reste  à  satisfaire  identiquement  à  la  dernière  condition 

1=3 

oA  =  o        ou 

1  =  1 
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En  annulant  le  coefficient  de  Ixf  dans  le  résultat  de  la  substi 
tution,  il  vient 


(ï)'-(ï)'- 


o        ou         H  = 


X^-¥-  C 

En  annulant  le  coefficient  de  #/,  on  a 


Hs.PmZmi 

/  Vfk^iA  _       m — « 

[  Zà     H       )  H* 


.    m 

OU 

m  =  S 

PjnQ-ml  __  «/H 


V  Pm  «i 

^      H 


m  =  l 

Les  quantités  k,  cy  «/  sont  des  constantes  d'intégration.  On 

déduit  de  là 

1=1 

Pm  =  —  Z^a-i*mU 
i  =  l 
OU 

Pm  =  — y«»/«i  +  const. 

2:k  H-  C  Jkmà 

Enfin,  il  reste 

d'où 

G(*4)  =  LogH  —  ^       -+-  const. 

4(ar4-f-  c) 

Réunissant  les  résultats  obtenus,  il  vient 

r  Sur,- -a,)» 

F=-£-«     k,n'+c)  U(X1?X„X„XO, 

1  =  3 
Xm==    — ■ —  >  am/(r/— a,)-+-const.  (i»=i,a,  3), 

1  =  1 


On  reconnaît  une  extension  des  formules  données  par  M.  Lacour. 
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DES  GROUPES  PRIMITIFS  DE  CLASSE  N  -  1  ET  DE  DEGRÉ  N  ; 

Par  M.  Ed.  Maillet. 

I. 

Dans  notre  Thèse  de  Doctorat  (p.  49-68)  nous  avons  établi  le 
théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Les  seuls  groupes  primitif  s  de  classe  N  —  1  et 
de  degré  N^  101  sont  ceux  de  degré  N  =pm(p  étant  premier) 
et  sont  linéaires  à  indices  réels. 

Pour  y  arriver,  nous  avons  établi  un  certain  nombre  de  condi- 
tions auxquelles  doit  satisfaire  N  pour  un  groupe  primitif  G  de 
degré  N  et  de  classe  N  —  1.  Ainsi,  on  ne  peut  avoir  N  égal  à 
4A-+-2,  à  /?/?!,  p2pn  p2p2n  PiPaPii  PiP*i  les  nombres  pre- 
miers p,  pt ,  />2,  pi  étant  différents. 

De  même,  soit  (')  H  le  sous-groupe  des  substitutions  de  G  qui 
laissent  une  même  lettre  de  G  immobile  :  on  a  Ç  =  NJC,  JC  divi- 
sant N  —  1,  N  =  /iJC+ï,etGne  peut  être  primitif,  si  3C  est 
égal  à  2  ou  3,  ou  si  n<^  1 1 ,  que  quand  N  =pm.  Ainsi,  si  N  —  1 
est  égal  à  q,  iq  ou  3y,  q  étant  premier  impair,  G  ne  peut  être 
primitif  que  si  N  =  im. 

Enfin,  les  N  —  1  substitutions  de  G,  qui  sont  de  classe  N,  ne 
peuvent  former  avec  l'unité  un  groupe  de  degré  et  d'ordre  N  que 
si  ce  groupe  est  régulier,  N=/?m,  et  G  linéaire  à  indices  réels. 

En  nous  appuyant  sur  ce  qui  précède,  et  aussi  principalement 
sur  ce  lemme  : 

Lemme.  —  Si  p2  est  la  plus  haute  puissance  du  nombre  pre- 
mier p  qui  divise  V ordre  Cj  dy un  groupe  quelconque  G,  on  sait 

que{2) 

cj  =/>,v(i-+-A/>), 

où  1  -f-  hp  est  le  nombre  des  groupes  df ordre  p2  contenu  dans  G. 


('  )  Les  ordres  des  groupes  A,  B,  . . .,  G,  H,  . . .  seront  désignés  par  e\>,  1lî>,  . . ., 
Ç,  JC,  . . .;  do  même  (S),  (T),  ...  seront  les  groupes  des  puissances  de  la  substi- 
tution S,  T,  .... 

(*)  SyloW;  Math.  Ann.,  t.  V. 
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Alors  G  contient  au  moins -4- (p2 — i)   substitutions   d'ordre 
=  o  (mod  p); 

et  sur  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  —  Un  groupe  primitif  G  de  degré  N  =  pp 
(p  premier  impair,  p  >  i  et  premier  à  p)  et  de  classe  N  —  i  ne 
peut  exister  si  p  </>  -h  i  ; 

Théorème  IL  —  Un  groupe  primitif  G  */e  degré  N  =  p/?2 
(/>  premier  impair,  p>  i  <?/  premier  à  p)  et  de  classe  N —  i 
ne  peut  exister  si  p  <  /?2  -}-  i  ; 

Théorème  III.  —  £//i  groupe  primitif  G  de  degré  N  =  ppm 
(p  premier  impair,  p  >  i  et  premier  à  p)  et  de  classe  N  —  i  ne 

peut  exister  que  si  p  >  - ; 

nous    conclurons    (théorème   IV)   que    le  théorème    énoncé    au 
début  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  N5:20i. 


II. 

Lemme  I.  —  Soit  ^  V ordre  d'un  groupe  L/  de  substitutions 
tel  que  £'  soit  =  o  (mod/?)  et  yà  o(mod/?2),  p  étant  premier. 
On  sait  que  J^  =  p^t  (i  -+-  hp),  où  i  -+-  hp  est  le  nombre  des 
groupes  d'ordre  p  contenus  dans  U  :  \J  contient  au  moins  \-\-hp 
substitutions  a" ordre  premier  à  p  {y  compris  l'unité). 

En  effet,  />v<  est  Tordre  du  groupe  des  substitutions  de  L'  per- 
mutables au  sous-groupe  (T')  des  puissances  d'une  substitution 
T'  d'ordre  p  de  U;  si  donc  il  y  a,  dans  L',  8  substitutions  ^  i 
échangeables  à  T',  ces  substitutions  sont  permutables  à  (T'),  en 
sorte  que  0  ^pvt  —  i .  Le  nombre  des  substitutions  T"  différentes 
de  i  de  L'  telles  qu'on  puisse  trouver  une  substitution  d'ordre/? 
de  17  échangeable  à  Tn  est  donc  au  plus  égal  à  (î  -f-  hp)(j>vt  —  i), 
puisque  i  -H  hp  est  le  nombre  des  sous-groupes  d'ordre  p  de  L;. 
Or,  toute  substitution  U<  de  L;  d'ordre  hp  multiple  de  p  (k  pre- 
mier à  p)  est  de  la  forme  UV(4),  où  U  est  d'ordre  k,  V  d'ordre/? 

(!)  Kn  effet,  on  peut  trouver  ?  et  4*  premiers  à  kp  et  tels  que  ky-\-pty  =  1, 
XX?.  2 
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et  U  et  V  sont  échangeables.  Des  lors,  UV  étant  échangeable 
à  V,  c'est-à-dire  à  une  substitution  d'ordre  /?,  le  nombre  des 
substitutions  de  la  forme  UV,  c'est-à-dire  d'ordre  =  o(mod/>), 
est  au  plus  égal  à  (/?v,  —  i)  (i  -f-  hp).  Il  en  résulte  de  suite  que  le 
nombre  des  substitutions  de  L'  (y  compris  la  substitution  1) 
d'ordre  ^à  o  (mod  p)  est  au  moins  égal  à 

(i  -*-hp)pvl  —  (i-+-hp)(pvl  —  i)  =  i-h  hp. 

En  remarquant  que  le  nombre  des  substitutions  échangeables  à 
(T')  et  d'ordre  =  o(mod  p)  est^(/>  —  «)v«>  on  voit  même  que  L' 
renferme  au  moins  (  ï  -f-  hp)v{  substitutions  d'ordre  premier  à  p. 

Théorème  I.  —  Un  groupe  primitif  G  de  degré  N  =  p/> 
(p  premier  impair,  p  ]>  1  et  premier  à  p)  et  de  classe  N  —  ï  ne 
peut  exister  que  si  p  </>  4-  i  • 

En  effet,  l'ordre  (J  =  Nje  de  G  divise  N(N  —  ï),  l'ordre  3e  du 

groupe  H  des  substitutions  de  G  laissant  une  lettre  donnée  de 

G  immobile  divisant  N  —  ï,  en  sorte  que  Cj  est  =o(mod/>)  et 

^o(mod  p2).   D'après    un   théorème   de   MM.    Mathieu  (*)    et 

Sylow(»), 

Ç=/>v(A/>-+-i), 

où  hp  -f- 1  est  le  nombre  des  sous-groupes  distincts  d'ordre  p 
de  G.  On  ne  peut  avoir  h  =  o,  sans  quoi  G  contiendrait  un  sous- 
groupe  invariant  d'ordre  /?^o(mod  N),  ce  qui  est  impossible, 
puisque  G  est  primitif:  donc  A>i.  G  contient  hp  -f-  ï  ^p  -h  ï 
sous-groupes  distincts  d'ordre />,  par  suite 

(hp  -M)(/>-  i)l(p  -+-  i)(p  -  O  =  p*—  ï 

substitutions  d'ordre  /?,  puisque  deux  sous-groupes  distincts 
d'ordre/?  de  G  n'ont  deux  à  deux  d'autre  substitution  commune 
que  l'unité.  Ces  substitutions  sont  d'ailleurs  de  classe  N  =  o/>,  et 
puisque  G  renferme  exactement  N —  i  substitutions  de  classe  N, 


puisque  k  et  p  sont  premiers  entre  eux,  et  l'on  u  t>f?  L'Çi'  =  U,,  ei.  il  suffit  de 
prendre  U  =  U?*,  V  =  Uf *. 

(»)  /.  de  Math.,  1861. 

(J)  Sylow,  loc.  citât. 
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dont  quelques-unes  d'ordre  diviseur  de  p,  il  faut 

N  — i  =  p/>  —  i>( hp  -+■  i)(p  — 1)^/>*— i, 

Ct  p  >/?  (*).  C.    Q.    F.    D. 

Remarque.  —  Cette  limite  inférieure  peut  être  améliorée  dans 
une  foule  de  cas  :  en  effet,  hp-\-  i  doit  diviser  p(p/>  —  i),  et  est 
au  moins  égal  au  plus  petit  diviseur  de  p(p/>,— i)  <\UÎ  so'1 
=  i  (mod  p).  On  en  conclut  : 

Théorème  I  bis.  —  Soit  G  un  groupe  primitif  de  degré 
N  =  p/>  (p  premier  impair,  p  >  i  et  premier  à  p)  et  de  classe 
N  —  i  ;  si  Ip  4-  i  est  le  plus  petit  diviseur  de  (j*,  e/  a  fortiori  de 
?(?P  —  0  au*  S0**  =  i(mod/>),  ona:p>  l(p  —  i)+  i- 

Supposons  que  r  =  \p  -f- 1  divise  p  (pp  —  i),  d'où 

p* — r p==o(modr)     et     —  p* — Xp=  —  p(p -h A )  ==o(mod  r), 

en  sorle  que  r  divise  p(p  -f-  X).  On  en  conclut  : 

Corollaire  I.  —  Si  le  nombre  ip  -f-  i  ne  divise  pas  le  nombre 
p(p  -|- /),  pour  une  au  moins  des  valeurs  de  i  égales  a 
i,  2,  . . .,  X,  o/î  e/i  conclut  que  l^\-\-  i,  rf'ow 

p>(X-+-i)(/>  — l)H-I. 

En  particulier  quand  X  =  i,  il  faut  p  >  2/?  —  i,  et,  puisque  p 
est  premier  à  /?,  p  ^  ip  H-  i  ;  d'où  : 

Corollaire  II.  —  Si  p(p  -f- 1)  /l'es*  /?as  divisible  par  p  -h  i , 
o/i  «  p^  2/?  -+- 1. 

Corollaire  III.  —  Soit  q  un  nombre  premier  impair y  et 
p  =  kq  —  i  ;  si  p  n'est  pas  de  la  forme  kJq  ou  kTq  —  i ,  on  a 

p  £  ?./>  h-  i . 

Car  p(p  h-  i)^  o(mod  y),  et  p  -+- 1  =  o(mod  gr),  en  sorte  que 
/?  -j-  i  ne  divise  pas  p  (p  -h  i). 


(')  Les  limites  inférieures  trouvées  ici  sont  plus  avantageuses  que  celles  indi- 
quées dans  notre  Thèse  de  Doctorat,  p.  67. 
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Corollaire  IV.  —  Sip  est  de  la  forme  iSk  -f-  2,  et  p  d'une 
des  deux  formes  1 5  k1  -+■  1  ou  1 5  A"'  -f-  7,  0/1  a  p  ^  3/>  —  1 . 

Car  /> -+- 1  =  o(mod  3),  en  sorte  que  p  -f-  1  ne  divise  pas 
p  (p  -h  1),  et  2/?  4-  1  =  o  (mod  5),  en  sorte  que  2/?-+- 1  ne  divise 
pas  p(p-+-  2). 

Et  ainsi  de  suite. 

Lemme  II.  —  Soit  p2  la  plus  haute  puissance  du  nombre  pre- 
mier p  qui  divise  l'ordre  Çj  d'un  groupe  quelconque  G;  on  sait 

que 

<j'=j9»v(i -*-*/>), 

où  p2v  est  l'ordre  du  groupe  des  substitutions  de  G  permu- 
tables à  un  sous- groupe  H  d'ordre  p2  de  G.  Alors  G  contient 

au  moins  -p-  (p2 —  1)  substitutions  d'ordre  =  o  (mod/?). 

En  effet,  on  sait(')  que  les  sous-groupes  d'ordre  p2  de  G  sont 
les  transformés  d'un  quelconque  d'entre  eux  par  les  substitutions 
de  G,  en  nombre  1  -hnp,  et  que  (2)  1  -\-np  =  1  -f-  nKp  -\-n2p2i 
où  nKp  est  le  nombre  des  transformés  de  H  ayant  en  commun  avec 
H  une  substitution  d'ordre  />,  n2p2  le  nombre  des  transformés 
de  H  n'ayant  en  commun  avec  H  d'autre  substitution  que  l'unité. 
De  plus  les  substitutions  de  H  sont  échangeables. 

Soit  S  une  substitution  de  H  d'ordre p\  elle  est  échangeable  à" 
toutes  les  substitutions  de  H,  et  à  toutes  celles  des  transformés  de 
H  par  G  dont  elle  fait  partie;  le  groupe  L  des  substitutions  échan- 
geables à  S  contient  H  et  ces  transformés.  Si 

£=/>*v'(i -*-*/>), 

/?2v'  étant  Tordre  du  sous-groupe  des  substitutions  de  L  permu- 
tables à  H,  et  1  -h  hp  le  nombre  des  sous-groupes  d'ordre  p2  de  L, 
lesquels  sont  les  transformés  de  H  par  L,  chacun  de  ces  trans- 
formés contient  S,  puisque  toute  substitution  g  de  L  est  échan- 
geable à  S  et  que  g~*ïlg  contient  dès  lors  S.  On  a  h^n{. 


(*)  Sylow,  toc.  citât. 

(')   Voir  notre  Mémoire  des  Ann.  Fac.  Se.  de  Toulouse,  1895,  D.  7,  et  1896, 

A.    IT- 
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Soit  h  >  o  (ce  qui  n'a  lieu  que  si  n^  ^  o)  :  L  contient  le  sous- 
groupe  H  d'ordre/?2  qui  n'y  est  pas  invariant,  tandis  que  (S)  y 
est  invariant.  Dès  lors  (^L  est  isomorphe  à  un  groupe  L' transitif, 

de  degré  -^  =  (,-f-/*/?)v/,  et  d'ordre—  =  (i-\-hp)pV,  le  groupe  H', 

qui  correspond  à  H  dans  L',  étant  formé  des  puissances  d'une 
substitution  S'  d'ordre/?,  et/?v;  étant  l'ordre  du  groupe  des  substi- 
tutions de  L'  permutables  à  H'.  Au  groupe  (S)  de  L  correspond 
dans  L/  la  substitution  i,  et  réciproquement. 

D'après  le  lemme  I,  L'  contient  au  moins  i  -+-  hp  substitutions 
d'ordre  premier  kp.  Soit  donc  : 

(1)  Ti  =  i,     xj,     • ..,     xx,     avec  X ^ i  -+- hp, 

les  X  substitutions  de  L'  d'ordre  premier  à  /?, 

(2)  *1  =  1,       *î,       -..,      <*X 

X  substitutions  de  L  telles  que  a,  soit  une  des  substitutions  cor- 
respondant à  ?/  (i=s  i,  2,  ...,  X).  A  la  substitution  Ti  de  U 
correspondent  dans  L  les p  substitutions 

(3)  <x/,     Sa,,     S'a/,     ...,     SP-i<jt 

de  L,  par  suite  aux  X  substitutions  (i)  les  p\  substitutions  dis- 
tinctes de  L 

»i  =  i,      S,        S',      ...,      S/»-1, 

//x  ;         *î,  S<J„       S*<J,,        ...,        S/'-iffs, 

(A)  

Si  <p*  est  l'ordre  de  a>,  o,J*=  i  correspond  à  t|*,  en  sorte  que 
T]ffc  =  i,  et  que  l'ordre  ^,  premier  à  /?,  de  t*,  divise  celui  de  a*, 
a  fortiori  celui  de  a^S^,  o-*  et  S-'  étant  échangeables  :  donc  les  p\ 
substitutions  (4)  sont  contenues  dans  L,  et,  puisque  <p*>  î,  pour 
k  >  i ,  sont  d'ordre  ^/?a(a  =  î  ou  2),  sauf  celles  de  la  première 

ligne.  De  plus  ^y=  1  correspond  aux  p  substitutions 

crj»  =  S**,        (S**)**  =  S**-"**,        (S»<j*)*à  =  S«+h-*»,     . . . , 


(')  W.  Dyck,  Math.  Ann.,  t.  XX  et  XXII;  ou  notre  Thèse  de  Doctorat,  p.  ia 

cl   IJ. 
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formant  la  première  ligne  de  (4).  Parmi  ces  p  substitutions  on 
en  a  une  (Si<jjf)tyi<=  S"*+%=  i,  à  savoir  celle  pour  laquelle  /  est 
tel  que  w^-4-  ltyk=  o  (mod  p).  Son  ordre  ^,  le  même  que  celui 
de  ta,  est  premier  à  p\  les  p  —  i  autres  ont  pour  ordre  ptyk<,  en 
sorte  que,  dans  chaque  ligne  de  (4),  il  y  a  une  et  une  seule  sub- 
stitution d'ordre  premier  à  p  :  nous  pourrons  évidemment  sup- 
poser que  ce  soit  celle  de  la  première  colonne,  puisque  nous  avons 
seulement  supposé  que  <j|(e  =  1,2,  . .  . ,  7.)  était  une  des  substitu- 
tions de  L  correspondant  à  t/  dans  L/,  sans  rien  spécifier  de  plus. 
Les  substitutions  de  la  Arième  ligne,  sauf  <ja(A*  =1,2,  . . . ,  X),  étant 
d'ordre/?  ou/?<i*,  sont  toutes  d'ordre  yà  o(modp2)  et  =  o(mod/>). 
Nous  pourrons  faire  correspondre  au  sous-groupe  (S)  de  G  le 
Tableau  0  formé  des  (p  —  i)X  substitutions  des  p  —  1  dernières 
colonnes  de  (4)- 

Si  alors  S!  est  une  substitution  d'ordre  p  de  G  non  contenue 
dans  (S),  L<  le  groupe  correspondant  analogue  à  L,  formé  des 
substitutions  de  G  échangeables  à  St,  on  a 

(5)  ^»(i  +  Ai/»)/»S, 

1  4-  hKp  étant  le  nombre  des  groupes  d'ordre  p2  contenus  dans 
L|î  et  Ton  voit  de  même  que  Lt  contient  les  p\t   substitutions 

distinctes 

I    a'    —  1  S.  S'  QtP-l 


(<>) 


<*>,>        Si^X,,     Sîa>.>     •••»     sf   '*>..! 


qui  sont  d'ordre  =  o  (mod p),  et  yé.  o  mod  p'2,  sauf  celles  de  la 
première  ligne  qui  sont  d'ordre  premier  h  p.  On  a 

d'après  le  lemme  I,  et  Ton  peut  faire  correspondre  au  sous- 
groupe  (S|)  de  G  le  Tableau  6<  formé  des  (p  —  i))H  substitutions 
des  p  —  1  dernières  colonnes  de  (6).  Les  substitutions  de  0,  dif- 
fèrent d'ailleurs  de  celles  de  0,  car  si 

SJ  <rk=  S{i'k  \j  et /^  o(mod^)], 

et  si  'La,  'Vk  sont  les  ordres  respectifs,  premiers  à  p,  de  ta,  o-a,  on 
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aura 

(  $J  <jA.  )♦*  =  (  S{  a'k  )+*  =  S/<W  =  S'^*  »#*. 

Or  S^a  est  d'ordre/?  :  donc  vtf*?  =  \ ,  en  sorte  que  ty'k  divise  /?•!>*, 
par  suite  <L*;  de  même  A*  divise 

d'où 

sy+4  =  s{+», 

ce  qui  est  impossible,  puisque  (S)  ^  (Si  ). 

On  peut  continuer  de  la  sorle  :  à  chaque  groupe  (Sq)  des  puis- 
sances d'une  substitution  S^  d'ordre/?  de  G  nous  ferons  corres- 
pondre un  Tableau  ou  ensemble  Sq  de  substitutions  analogue  à  6 
et  Si ,  et  tel  que  les  ensembles 

(7)  ®»       ®1»      ®î*       •••!      ®qi        ••• 

correspondant  à 

(8)  (S),    (Si),     (S,),     ...,     (Sf),     ... 

respectivement,  n'aient  deux  à  deux  aucune  substitution  com- 
mune, et  contiennent  respectivement  au  moins 

substitutions  autres  que  l'unité,  distinctes  de  celles  des  autres 
ensembles,  et  toutes  d'ordre  =  o  (mod  p)  et  ^à  o  mod  /?2,  1  •+-  h9p 
étant  le  nombre  des  transformés  de  H  par  les  substitutions  de  G 
qui  ont  en  commun  (S^). 

Quand  on  aura  h=oy  au  groupe  (S)  d'ordre^  1,  nous 
ferons  correspondre  l'ensemble  6  des  p  —  1  substitutions  de  S 
d'ordre  =  o  (mod  p). 

Enfin,  si  ï  est  une  substitution  de  G  d'ordre/?2,  elle  ne  peut 
être  commune  à  deux  groupes  distincts  d'ordre  p2:  aux/?  (j>  —  1) 
substitutions  de  (T)  d'ordre/?3,  on  fera  correspondre  l'ensemble  6' 
de  ces  mêmes  substitutions. 

Les  substitutions  des  ensembles  8,  6,  &'  sont  évidemment  dis- 
tinctes. 

Ceci  posé,  considérons  l'ensemble  A  obtenu  en  écrivant  succes- 
sivement les  substitutions^  1  des  divers  transformésH,H1?H2»  •  •  • 
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de  H  par  les  subslitulions  de  G;  l'ensemble  B  formé  de  celles  de 
ces  substitutions  qui  sont  distinctes;  l'ensemble  C  des  ensembles 
8,  8,  8'  obtenus  précédemment. 
D'après  ce  qui  précède,  A  contient 

(i  -f-  nxp  +  ntp*)(p*-  i)  =  -^  (f*—i) 

substitutions  :  une  substitution  S  d'ordre  p  et  ses  puissances  y 
sont  répétées  chacune  i  -+-  hp  fois,  i  -+■  hp  ayant  même  signification 
que  précédemment;  A  contient  ainsi  exactement  (i  4-  hp)  (p  —  i) 
substitutions  appartenante  (S)  et  y£  i .  A  ces  substitutions  corres- 
pondent dans  B  les  p  —  i  substitutions  de  (S)  ^  i ,  et  dans  C  les 
\  (p  —  i)  5  (i  -f-  hp)  (p  —  i)  substitutions  distinctes  d'ordre 
=  o(mod/?),  et  fâo  (mod/?2),de  l'ensemble  8.  Aux  substitutions 
de  A  appartenant  à  (S  i),  S!  étant  d'ordre/?  et  non  contenu  dans  (S), 
correspondent  de  même  dans  C  les  X,  (p  —  i) ^  (i  -f-  h{p)  (p  —  i) 
substitutions  d'ordre  =  o(mod/?)et  fâo(modp2)  de  l'ensemble  8<  ; 
et  ainsi  de  suite. 

De  même  pour  les  substitutions  S  d'ordre  p  pour  lesquelles 
h  =  o  :  aux/?  —  i  substitutions  de  (S)  dans  A  correspondent  dans 
B  et  C  les  p  —  i  substitutions  de  l'ensemble  6. 

Finalement,  si  <ï>  est  le  nombre  des  substitutions  de  A  qui  sont 
d'ordre  /?,  à  l'ensemble  de  ces  <ï>  substitutions  correspond  dans  C 
un  ensemble  de  A  >  <ï>  substitutions  distinctes  d'ordre  =  o  (modp) 
et  ?â  o(mod/?*). 

D'autre  part,  d'après  ce  qui  précède,  une  substitution  d'ordre/?2 
figurera  une  fois  et  une  seule  dans  A  et  C;  si  W  est  le  nombre  des 
substitutions  de  G  d'ordre/?2,  c'est  aussi  le  nombre  des  substitu- 
tions distinctes  de  C  d'ordre  p'2. 

La  considération  de  A  donnant  <ï>  -f-  W  =  -4-  (p1 — 0,  on  voit 

p*v  v'  n 

que  C,  par  suite  G,  contient 

A  -f-  W>  -<'--(p2_-i) 
~/>2v     ' 

substitutions  distinctes  d'ordre  =o(mod/>).  c.  q.  f.  d. 

Remarque.  —  Ce  lemme  n'est  qu'une  extension  de  cette  pro- 
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priété  due  à  Mathieu  (')  que  si  G  est  d'ordre  =o  (raod p)  et 
^  o  (mod/>2),  p  étant  premier,  on  a 

où  i  -h  np  est  le  nombre  des  sous-groupes  de  G  d'ordre  />,  et  G 

contient  au  moins  (i  -f-  np)  (p  —  i)  =  —  (p  —  i)  substitutions 
d'ordre  =  o  (mod  p). 

Corollaire.  —  Dans  un  groupe  G  de  degré  p2  transitif,  et 
d'ordre  yà  o  (mod  p*)y  mais  >  p2,  o«av>i. 

En  effet,  si  v  =  i ,  et  si  H  est  l'ordre  du  groupe  H  des  substitu- 
tions de  G  laissant  une  lettre  donnée  de  G  immobile,  G  contient 

-^  (p2 —  1)  =  Je(/?2 —  i)  substitutions  d'ordre  =  o(mod/>),  c'est- 
à-dire  de  classe/?2,  et  seulement  Je autres  substitutions,  ce  qui  est 
absurde,  puisque  G  est  transitif  et  contient  toujours,  en  dehors  des 
Je  substitutions  de  H  d'ordre  premier  à  p,  quelques  substitutions 
laissant  une  lettre  de  G  immobile,  par  suite  d'ordre  premier  à  />, 
et  n'appartenant  pas  à  H. 

Théorème  II.  —  Un  groupe  primitif  G  de  degré  N  =  pp2 
(p  premier  impair,  p  premier  à  p  et  >  i)  ne  peut  exister  si 
p</?2-f-i. 

La  démonstration  est  analogue  à  celle  du  théorème  I.  L'ordre 
(j  =  N  JC  de  G  divise  N  (N  —  i),  l'ordre  Je  du  groupe  H  des  substi- 
tutions de  G  laissant  une  lettre  donnée  immobile  divisant  N  —  ï  , 
en  sorte  que  CJ  est  =  o(mod/?2)  et  yà  o  (mod/>3).  On  a 

Ç  =  /?«v(i  ~+-nxp  +  ntp*). 

On  ne  peut  avoir  n2=  o,  sans  quoi  (2)  G  contiendrait  un  sous- 
groupe  invariant  d'ordre/?0 (6  =  ï  ou  2),  et  ne  serait  pas  primitif. 
D'après  le  lemme  précédent  G  contient  au  moins 


(  '  )  /.  de  Liouville,  1861. 

(*)  Ann.  Fac.  Sc.de  Toulouse,  1896,  A.  17. 
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substitutions  d'ordre  =  o  (mod  /?),  par  suite  de  classe  N,  puisque 
une  de  leurs  puissances  est  d'ordre  /?,  par  suite  de  classe  N. 
Il  y  a  d'ailleurs  des  substitutions  d'ordre  diviseur  de  p  qui  sont 
de  classe  N,  et  N  —  i  substitutions  de  classe  N,  puisque  G  est 
primitif  et  de  classe  N  —  i .  Donc 

N  —  i  =  p/>«  —  i  >(i  -f-  n%p  -f-  /*,/>*)  (/>*-  i)  £  (p*  -f-  i)  (/>*—  j)  =/>*—i, 

d'où 

?>P*, 
c  est-à-dire 

p^/>*-+-i. 

Remarque.  —  Cette  limite  inférieure  peut  être  améliorée  dans 
une  foule  de  cas  :  en  effet,  i  -f-  nsp  -\-n2p*  doit  diviser  p  (p/>2 —  i), 
et  est  égal  au  moins  au  plus  petit  diviseur  de  p  (p/>2 —  i)  qui  soit 
=  i(mod  p)  et  ^/>2-f- 1.  On  en  conclut  : 

Théorème  II  bis.  —  Soit  G  un  groupe  primitif  de  degré 
N  =  p/?2  {p  premier  impair  et  premier  àp>i);rfe  classe  N  —  1 , 
si  1  4-  np  est  le  plus  petit  diviseur  de  Q,  et  a  fortiori  de 
p  (p/?2  —  i)  qui  soit  5/?2-f- 1  et  =  i(mod/>),  on  a 

On  en  déduit  des  corollaires  analogues  à  ceux  du  théorème  I  bis. 
Si  /■  =  \p  -+- 1 ,  avec  X  ^ /?,  divise  p  (?p2 —  i  ),  d'où 

pM-j- — j— p==o  (modr), 

p*(r  —  i)* — pX*  =  o  (modr), 

r  divise  p2  —  pX2  =  p(p  —  X2),  (p  > p2). 

Corollaire  I.  —  Si  le  nombre  ip  -f-  i  ne  divise  pas  le  nombre 
p(p  —  f2),  om  p  ^>/?2,  /?ot/r  M/ie  om  moins  des  valeurs  p,  p  -¥-  i , 
. .  .,\  de  i,  (X5/>),  o/ia/i^-j-i, 

^  i-Wi-f-(X-hi)/?](p*--i) 

P% 

Corollaire  II.  —  Si  o(p  !>/>2)  «es/  pas  ('gai  à  p--\-  i ,  on  a 

?^p(p  +  i). 


t 
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En  effet,  si  p(o  — p2)  n'est  pas  divisible  par/?2-t-  i,  d'après  le 
corollaire  précédent,  onan^  +  i, 

p/>»  >  i+(  i  -hp  -+-  />»)(/>*  —  i)  =  pk  -+■  P*—P 
et 

Si  p(p  — p2)=o  [mod(/>2-f- 1)]  et  p  =/?2-f-  /,  on  a 

p(p  —  />*)  =  (/>*-+-  i  -h  i  —  i)*  ss(i  —  i)«         [mod(/»'-f-i)], 

et  si  i  >  i,/?a-f- 1  ne  peut  diviser  p(p  — p2)  que  si  i> p. 

Corollaire  III.  —  Soit  q  un  nombre  premier  de  Informe 
4  /  •+•  i ,  a  et  b  les  deux  racines  de  la  congruence 

Sp  est  un  nombre  premier  d'une  des  formes  kq  4-  a  ou 
kq  -h  6,  il  faut  p^/?(/>  -f-  i),  quand  p  n'es/  /?«$  rfe  /a  forme 

Car  on  a  />2-h  i  =(4  A  -+-  a)gr,  et  il  n'y  a  qu'à  appliquer  le  co- 
rollaire II. 

Et  ainsi  de  suite. 

Remarque.  —  Signalons  encore  que  les  théorèmes  I  et  II  per- 
mettent de  démontrer  très  simplement  qu'il  n'existe  aucun  groupe 
primitif  G  de  classe  N  —  i  et  de  degré  N,  quand  N  est  d'une  des 
formes  pq,  pq2,  p2q2^  où  p  et  q  sont  des  nombres  premiers  diffé- 
rents (*).  Ainsi  pour  N  =zptq21  si  par  exemple/?  >>  q,  G  devrait 
contenir  au  moins  (p2-\-  i)(p2 — ï)=Ph — l  substitutions  de 
classe  N,  ce  qui  exigerait  /?4 — i^N — i=p2q2 — i  ou  p  =  q, 
contrairement  à  l'hypothèse. 

Théorème  III.  —  Un  groupe  primitif  G  de  degré  N  =  p/?m, 
et  de  classe  N  —  i  (p  premier  impair,  p  >  i  et  premier  à  p)  ne 

peut  exister  que  si  p  > • 

ê 

En  effet,  on  sait  que,  si  G  est  primitif,  il  ne  peut  contenir  un 


(  *  )  Thôsr  de  Doctorat,  p.  58  et  suiv. 
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sous-groupe  invariant  d'ordre  p^o(mod  N),  puisqu'un  sous- 
groupe  invariant  de  G  est  transitif  (l).  Par  suite,  si  p  >  i,  G  ne 
peut  contenir  un  sous-groupe  invariant  d'ordre /?°(i  ^6^ m).  Dès 
lors,  d'après  la  formule  de  M.  Sylow  (2), 

Ç  =/?mv(n-  np), 

où  n  >  o, /?mv  étant  Tordre  du  sous-groupe  des  substitutions  de  G 
permutables  à  un  sous-groupe  P  d'ordre  pm  de  G  :  tous  les  sous- 
groupes  d'ordre  pm  de  G  sont  les  transformés  de  P  par  les  substi- 
tutions de  G,  sont  en  nombre  1 4-  np,  et  toute  substitution 
d'ordre />G(f<8< m)  de  G  est  contenue  dans  l'un  d'eux;  leurs 
substitutions  déplacent  N  lettres,  et,  à  part  l'unité,  font  partie 
des  N  —  î  substitutions  de  classe  N  de  G. 

Or,  deux  groupes  Pl7  P2  transformés  quelconques  de  P  par  G 
ont  en  commun  au  plus/?m_l  substitutions  dont  l'unité.  Considé- 
rons alors  les  divers  transformés 

Pl>  Pl>  •  •  •>  Pl-4-n/» 

de  P  par  G  : 

P<  renferme  pm — i  substitutions  d'ordre  diviseur  de  pm  et  >  i  ; 
P,  renferme  au  moins  pm — pm~{  substitutions  d'ordre  diviseur 

de  pm  et  >  i,  et  différentes  de  celles  de  Pt  ; 
P3    renferme     au    moins   pm — pm~s — (/?m_1 — i)    substitutions 

d'ordre  diviseur  de  pm  et  >  i ,  et  différentes  de  celles  de  P<  et  P2  ; 

P/,+i   renferme  au   moins  pm  —  p(pm~i  —  i) —  i  =p  —  i  substi- 
tutions d'ordre  diviseur  de  pm  et  >  ï,  et  différentes  de  celles 

(16  1  j  «    •  .  .  «    Et  n  « 

Donc,  G  renferme  au  moins 

(/>H-l)/>™-(/>"-t-l)/>£-±J   _(/,H_1)=  E±l[pm  +  p-2] 

substitutions  dont  l'ordre  est  >  ï  et  divise pm. 

Or  p  est  >  ï  et  premier  à  p  ;  il  y  a  dans  G  des  substitutions  de 


(')  Jordan,  Traité  des  Sttbst.,  p.  4« 
(')  Loc.  rit. 
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classe  N  d'ordre  premier  à  />,  et  il  faut 

N  —  i  =  ç>pm—i  >  — (pm-hp  —  a), 

d'où 

p-hi 


?> 


C.   Q.   F.  D. 


111. 

Grâce  aux  théorèmes  précédents  et  à  ceux  que  nous  avons  rap- 
pelés dans  le  paragraphe  I,  nous  pouvons  établir  le  théorème  sui- 
vant : 

Théorème  IV.  —  Les  seuls  groupes  primitifs  de  classe  N  —  i 
et  de  degré  N^  201  sont  ceux  de  degré  égal  à  pm  (p  étant  pre- 
mier) et  sont  linéaires  à  indices  réels. 

En  effet,  d'après  un  théorème  connu  (f),  il  suffit  d'établir  que 
ces  groupes  ne  peuvent  exister  que  pour  les  valeurs  de  N  égales 
kpmtp  étant  premier.  D'ailleurs  nous  savons  déjà  que  ce  théo- 
rème est  vrai  pour  N  £  1  o  1 . 

La  décomposition  en  facteurs  premiers  des  nombres  N  compris 
entre  101  et  201  montre  que  les  seuls  de  ces  nombres  qui  ne 
pourraient  satisfaire  au  théorème  IV,  en  vertu  des  théorèmes  rap- 
pelés dans  le  paragraphe  I,  sont  les  nombres  120=  23. 3. 5, 
1 44  =  32.24,  1 56  =  2a.3.i3  =  ia.i3,  176  =  24.i  1 .  Le  théorème  I 
permet  d'écarter  de  suite  la  valeur  N  =  I2.i3  =  1 56,  et  le  corol- 
laire III  du  théorème  I  bis,  quand  on  y  fait  q  =  3, 

p  =  ns— 1        (mod3), 

donne,  si  p  =  i(mod3),  p^23,  ce  qui  permet  d'écarter  la  valeur 
N  =  2*.i  1  =  176,  pour  laquelle  p  =  16  =  -+-  i(mod3). 

Examinons  spécialement  les  valeurs  N  =  120  et  N  =  1 44-  Nous 
nous  appuierons  sur  les  lemmes  suivants  : 

Lemme  III.  —  Dans  un  groupe  transitif  G,  d'ordre  Ç  =  N3C, 
de  classe  N  —  1   et  de  degré  N,  le  nombre  des  substitutions  de 


(*)  Thè6e  de  Doctorat,  p.  54. 
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classe  N  semblables  à  une  substitution  de  classe  N  de  G  est  un 
multiple  de  3C. 

En  effet,  les  substitutions  de  G  sont  toutes  régulières  («), 
puisque  G  est  de  classe  N  —  i  ;  si  g  est  une  substitution  de  G 
de  classe  N,  par  suite  régulière,  <p  l'ordre  du  groupe  <I>  des  substi- 
tutions de  G  échangeables  à  g,  ces  substitutions  sont  toutes  de 

classe  N,  et  <p  divise  N,  en  sorte  que  -  =  o  (mod  3C),  g  ayant 

d'ailleurs  exactement  J-  transformées  distinctes  par  G.  Une  sub- 

C 
stitution  g,1  semblable   à  g,  et  distincte  de  ces  —  transformées, 

? 

aura  de  même  par  G  -H  transformées  distinctes  et  distinctes  des  — 

r  ?  ? 

précédentes,    avec  ^  =  o  (mod3C);  et  ainsi   de   suite.   Donc  le 
nombre  des  substitutions  de  G,  semblables  à  g,  est 


«!+  -L  -h...  =  je(r-  +  -, -h...^so        (mod  JC). 


g 

Lemme  IV.  —  On  sait  que  dans  un  groupe  transitif  G  d'ordre 
C}  =  N  JC,  de  classe  N  —  1  et  de  degré  N  =  pp  (p  étant  premier 
et  p  >  i  et  premier  à  />),  on  a,  diaprés  la  formule  de  M.  Sy- 
low,  Cj  =  />v(i  -f-  hp),  et  G  renferme  (i  -f-  hp)(p  —  i)  substitu- 
tions d'ordre  p,  toutes  de  classe  N. 

Lemme  V.  —  Tout  étant  posé  comme  au  lemme  IV,  si 

N  =  p\P\  =  p*/>j  = . . .  =  pkfki 

où  p,  est  premier  à  pXl  p2  premier  à  p2,  . .  .,   p*  premier  à  pAj 
et  pi,  p2,   •  •  • ,  Pk premiers  entre  eux,  on  a 

{)  =  Pi  vi ( l  •+■  hiPi  )  =  •  •  •  =  Pk *>k( i  -H  hkpk), 

dy  après  la  formule  de  M.  Sylow,  et  G  renferme 

k 

^i(hipi-+-i)(pi—i) 
i 

substitutions  de  classe  N  et  d'ordre />,,  p2,  . . . ,  pk- 

(')  On  remarquera,  en  effet,  que,  dans  un  groupe  de  classe  a,  les  substitutions 
de  classe  u  et  u  -+-  i  sont  régulières;  de  même,  les  substitutions  de  classe  u  -+-  i 
et  d'ordre  premier  p  >  i. 
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Lemme  VI.  —  Dans  un  groupe  G  d'ordre  Ç  =  N 3C,  où  JC  est 
un  nombre  premier,  N  =  ppm  (p  premier,  p>  i  et  premier  à 
p),  la  formule  de  M.  Sylow  étant  Ç=r/?TOv(i  -f-  hp)y  où  i  -f-  hp 
est  le  nombre  des  sous-groupes  de  G  d'ordre pm,  on  a 

i-h  hp  =  o        (mod  3G), 
et  i  -+-*/>>  a  JC. 

En  effet,  sinon  on  aurait  v  =  o  (mod  3C),  et  G  renfermerait  un 
sous-groupe  d'ordre  /?mv  contenant  H  (puisque  3C  est  premier); 
H  ne  serait  pas  maximum  dans  G,  qui  ne  serait  pas  primitif  (*). 
Alors,  si  i  h-  hp  =  3C,  G  renfermerait  un  sous-groupe  d'ordre 
p/uy  —.  n?  et  serait  (a)  linéaire  et  de  degré  pm  et  non  ppm. 

i°  N  =  120  =  23.3.5,  N  —  i  =  119  =  7.17.  G  étant  supposé 
primitif,  on  a  N=  n  JC  -h  1,  avec  n  ^1 1,  et  JC  diviseur  de  N  —  1; 
il  faut  donc  3C  =  7  et  Ç  =  23 . 3 . 5 . 7 . 

D'après  le  lemme  IV,  Ç=5v(i-+-5A)et  G  renferme  5A-f-  1 

groupes  d'ordre  5,  (5  A  -f-  1)  4  substitutions  d'ordre  5,  et,  puisque 

3C  =  7,  d'après  le  lemme  III,   5A -h  1   est  =0  (mod  7)  et  divise 

i) 
5 

Les  diviseurs  de  ce  nombre  de  la  forme  5A-4-  1  et  divisibles 
par  7  sont  21  =  3.7  et  56  =  7.23.  D'ailleurs 


i  =  2*.3.7. 


(5/n-i)4  <  N  —  1  =  119        et        5/n-i<  ^  <3o. 

4 

On  ne  pourrait  donc  avoir  que  5 A  -f-  1  =  21,  v  =  23=  8,  et  G 
renfermerait  (5 A  -f- 1)4  =  84  substitutions  d'ordre  5. 

On  peut  raisonner  de  même  sur  le  diviseur  premier  3  de 
N=i2o  :  ($  =  3v'(i  -+-  3 A')  et  G  renferme  1  -f-  3 A'  groupes 
d'ordre  3,  et  (3A'+  1)  2  substitutions  d'ordre  3,  avec 

(3h' -4-1)2  =  0        (mod  7), 
d'après  les  lemmes  IV  et  VI;  3A'-+-  1  divise  ^  =  23.5-7.  Déplus, 


(')  \V.  Dyck,  Math.  Ann.,  t.  XX  cl  XXII,  et  notre  Thèse  de  Doctorat,  p.  18. 
(')  Thèse  de  Doctorat,  p.  53. 


-  32  - 
d'après  le  lemme  V  appliqué  aux  nombres  premiers  3  et  5,    on  a 

84  H-2(3A'-hi)<iao, 

d'où  3h'-\-  i  <[i8.  Il  n'y  a  qu'un  diviseur  3A'-f- î  de  2s.5-7  qui 
soit  =  o  (mod  7)  et  <[  18,  c'est  7.  Or,  d'après  le  lemme  VI,  on 
ne  peut  avoir  3  A' 4-  1  =  3C,  et  l'on  n'a  pas  de  groupe  primitif  de 
classe  119  et  de  degré  120.  c.  q.  f.  d. 

20  N=  i44  =  24-32,  N  —  1  =  i43  =  i3. 1 1.  G  étant  supposé 
primitif,  N  =  7i3C  -f-  1,  avec  n^.i  1,  en  sorte  que  3C  est  égal  à  1  1 
ou  i3. 

a.  Soit  Ç=  i44-  !3,  Ç  =  (3/-4-  i)v.32,  et  G  renferme  3/-f-  1 
groupes  distincts  d'ordre  32;  d'après  le  lemme  VI,  JC  étant  pre- 
mier, ona3/+i  =  o  (mod  1 3),  c'est-à-dire  que  3  /  -h  1 ,  divisant 
24.  i3,  est  un  des  nombres  i3,  22.  i3,  2* .  i3. 

D'après  le  lemme  II,  G  renferme  au  moins  (3/-+- 1)(32 — 1) 
substitutions  d'ordre  =  o  (mod  3).  Ces  substitutions  étant  de 
classe  N  =  i44>  on  a 

(3/ H- i)(3«—  i)  =  (3/-hi)8<i44, 

d'où  3 / -f-  1  <I  -|^  =  18,  ce  qui  exigerait  3  /  -f-  1  =  1 3,  contraire- 
ment au  lemme  VI. 

b.  Soit  Çj,  =  i44-,i-  Ç=(3/-+-i)v.3a,  et  G  renferme  3/-f  1 
groupes  d'ordre  32;  d'après  le  lemme  VI,  3C  étant  premier,  on  a 
3/-f- 1  =  o  (mod  1 1),  c'est-à-dire  que  3/-+-I  divisant  2* .  1 1  est 
un  des  nombres  2.11  ou  23 .  1  1 . 

D'après  le  lemme  II,  on  a  encore  3 /-h  1  <  18,  en  sorte  que  G 
ne  peut  exister. 

On  n'a  donc  pas  de  groupe  primitif  de  classe  i43  et  de  degré  1 44  • 

c.    Q.    F.    D. 

Le  théorème  IV  se  trouve  ainsi  complètement  établi. 


—  :w  — 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU  3  FÉVRIER    1897. 

PRÉSIDENCE  DE  M.  PICARD. 


Élections  : 


Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  Dumont, 
présenté  par  MM.  Laisant  et  Bioche;  M.  Nicollier,  présenté  par 
MM.  RaflTy  et  Dumas;  M.  Cabreira,  présenté  par  MM.  Laisant  et 
<rOcagnc. 

Communications  : 

M.  Picard  :  Développements  en  séries  des  intégrales  des  sys- 
tèmes d'équations  différentielles. 
M.  Duporcq  :  Sur  les  barycentrcs  des  surfaces  parallèles, 

M.  Félix  Lucas  communique  la  Note  suivante  : 

Note  relative  à  la  théorie  des  nombres. 

Considérons  le  polynôme 

<?/w=  {x-*t-y)m  —  xm  —  ym, 

en  supposant  l'exposant  m  premier  et  impair. 
On  a,  identiquement,  les  formules  particulières 

<?3  =    Sxy(x-hy), 
?s  =    5xyix-i-y)(x*-hxy-+-y*), 
(i)    .'  o7  =    -xy(x-{-y)(x*-hxy-ï-j'*)*, 

<p,,=  iij7(/+v)(j,  +  jk+/!)  [(xi-T-xy-hyip  +  xtyi^Xn-y)*], 
çt<1  =  \îxy(x-i-y  )(  J2•-rJ/+rî)t[(2,!-^^7+7,),+  aJ!/,(J:^-/),]. 

On  a  aussi  les  formules  générales  : 

i°   Pour  m  =  6 A'  —  i,  l'entier  k  étant  supérieur  à  a, 


(  ■>  ) 


cp/;i  =  mxy(x  -h y  )(x-  •*-  xy  -h y*  ) 
[  X  \j  x*  -h  xy  -'-  y*  )   i    -r-  xiyi  <  x  H-  y  >-  U 


XXV. 


-  34  - 

U  étant  un  polynôme  homogène  du  degré  m  —  1 1,  dont  la  valeur 
pour  m  =  17  est 

U  =  5  (x6h-j  6)  -+-  i5  xy(xk-t-y*)  -+-  3i  x*y*(x*-+-y*)  ■+•  37  x*y*; 

a°  Pour  m  =  6  k  -f- 1 ,  l'entier  k  étant  supérieur  à  2, 

<p,„  =  mir7(x-f-J)(J•s-Ha•7-H7,)l 
(3) 


r  m^r  -1 

X^+^+z1)  !    -+-'x*yi(x-t-y)i\]1 


V  étant  un  polynôme  homogène  du  degré  m  —  i3,  dont  la  valeur 
pour  m  =  19  est 

V  =  7  (a76-h^6)  -4-  21  xyix^-hy'*)  -f-  45a?ti^s(a?îH->y*)  -h  55  x*y*. 

La  démonstration  de  ces  formules,  que  je   crois  nouvelles,  ne 
présente  aucune  difficulté  sérieuse. 
Elles  conduisent  immédiatement  au  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Désignons  par  m  un  exposant  premier  impair 
et  par  x  et  y  deux  entiers  premiers  entre  eux  et  considérons  le 
binôme  xm  -+-ym. 

Si  (x  -\-y)  est  premier  avec  m,  il  est  premier  aussi  avec 

xm-h  y» 

y  +  x 
Si  (x  -{-y)  est  divisible  par  m,  le  produit  m{x-\-y)  est  pre- 

mier  avec - — • 

m  (  .r  -h  y  ) 

Voici  un  corollaire  de  ce  théorème.  Si  l'équation 

était  résolue  en  nombres  entiers,  on  aurait  nécessairement  : 

i°  Si  aucun  des  binômes  premiers  entre  eux  x  -H .y,  z  —  x  et 
z  —  y  n'était  divisible  par  //?, 

(  .r  -\-y  —  a'",         :  -aA, 
(1>  '   ;;-*■  =  ?*,         y  =  $H, 

(   z  —y  =  y"»,         .r  -  vC, 
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a,  jî,  y,  A,  13,  C  étant  six  nombres  premiers  entre  eux  deux  à 
deux. 

2°  Si  un  des  binômes  dont  il  s'agit,  soit,  par  exemple,  (x  -h y), 
étail  un  multiple  de  m, 

.'  x  -h  y  =  nim"i  a/M        z  =  ma  A 
(5)  )*-*=?*  r=?B 

\  s  — y  =  7/M  a?  =  y  G, 

ma,  [î,  y,  A,  B,  C  étant  six  nombres  premiers  entre  eux  deux  à 
deux. 

Mon  savant  ami,  M.  Jordan,  membre  de  l'institut,  auquel  j'ai 
communiqué  ces  formules  (4)  et  (5),  m'a  appris  qu'elles  étaient 
déjà  connues  de  lui. 

M.  Emile  Picard  adresse  la  Note  suivante  : 

Remarques  au  sujet  d'une  Communication  récente  de  M.  I.  Bendixson  ('). 

Je  viens  de  lire,  dans  le  dernier  Cahier  du  Bulletin  de  la  Société 
mathématique,  une  intéressante  élude  de  M.  Bendixson  relative 
à  l'existence  de  l'intégrale  de  l'équation 

ôz       ôz 

quand  on  ne  suppose  pas  que  la  fonction  f{x,y)  est  analytique. 
Je  me  permets  de  faire  remarquer  que  je  me  suis  occupé  de  la 
même  question  à  la  fin  d'une  Note  relative  aux  méthodes  d'ap- 
proximations successives,  qui  a  été  insérée  par  M.  Darboux  dans 
le  tome  IV  de  ses  Leçons  sur  la  Géométrie  des  surf  aces  (p.  353), 
et  imprimée  en  juin  1895.  La  méthode  que  j'ai  suivie  diffère  d'ail- 
leurs de  celle  du  savant  géomètre  de  Stockholm;  aussi  son  article 
conserve-t-il  tout  son  intérêt. 


(')  Annexe  au  procès-verbal  de  la  séance  du  3  février  (Note reçue  le 8  février). 
Le  travail  de  M.  Bendixson  a  été  présenté  à  la  Société  dans  la  séance  du  5  fé- 
vrier 189G.  Les  Notes  qui  complètent  le  quatrième  Volume  de  l'Ouvrage  de 
M.  Darboux  ont  paru  en  mai  i8y6.  {Red.). 
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SÉANCE  DU   17  FÉVRIER   1897. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    D'OCAGNE. 

Communications  : 

M.    Grévy  :   Sur  les  équations  fonctionnelles   avec  second 
.membre. 

M.  d'Ocagne  :  Construction  de  la  conique  osculatrice  en  un 
point  d 'une  courbe  plane. 

M.  Raffy  :  Sur  une  transformation  analogue  aux  transfor- 
mations de  contact, 

M.  Goursat  adresse  un  Mémoire  Sur  une  équation  aux  déri- 
vées partielles. 

M.  d'Ocagne  présente,  de  la  part  de  M.  Greenhill,  un  sté- 
réoscope et  une  collection  de  diagrammes  stéréoscopiques.  Ces 
figures  permettent  de  voir  en  relief  des  exemples  de  chaînette 
sphérique  et  de  courbe  gyrostatique,  choisis  dans  les  cas  où  leur 
détermination  a  été  obtenue  par  M.  Greenhill  au  moyen  des  inté- 
grales pseudo-elliptiques. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  UNE  ÉQUATION  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES; 
Par  M.    E.    Goursat. 

\.   L'équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 

(  l  »  s-        \  \(x<  y) pq  —  o, 

où  A(.r,  y)  est  une  fonction  quelconque  de  x  et  dej',  peut  se  ra- 
mener, par  une  transformation  simple,  à  une  équation  linéaire 
qui  se  rapproche  des  équations  à  invariants  égaux.  Posons 


>  „ ,  , ,  •> . 


p  ^  "  ■       y  ="  *"- 
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l'équation  (1)  nous  donne 

(  %  -  ** 

I  s  -  *•• 

et  l'élimination  de  v  entre  ces  deux  relations  conduit  à  l'équation 
linéaire 

f)*u         i  dlocX  du       . 

(  3  )  -- - A_ k  =  o. 

dr  oy        i      ox      oy 

Si  u  est  une  intégrale  de  l'équation  (3),  on  en  déduira  une  inté- 
grale de  l'équation  (i)  par  une  quadrature 


z=    fu*d*+U^ydy% 


\àyj 

et  l'on  obtiendra  ainsi  toutes  les  intégrales  de  celte  équation. 
Lorsque  la  fonction  \(x,y)  est  réelle,  à  toute  solution  réelle  de 
l'équation  en  u  correspond  une  solution  réelle  de  l'équation  en  z; 
si  u  est  de  la  forme  if(x,y),  f(&*y)  étant  une  fonction  réelle, 
z  est  encore  réelle.  D'ailleurs,  à  toute  intégrale  réelle  de  l'équa- 
tion en  z,  correspond  une  fonction  u  qui  est  réelle  ou  qui  est  de  la 
forme  if(x,  y)-  En  remarquant  que,  quand  on  change  u  en  iuy 
z  se  change  en  —  s,  on  en  conclut  que,  pour  avoir  toutes  les 
intégrales  réelles  de  l'équation  (i),  il  suffit  de  connaître  toutes  les 
intégrales  réelles  de  l'équation  (3). 

Les  invariants  de  l'équation  (3)  ont  pour  valeurs 

2    ox  oy  T 

les  invariants  de  l'équation  (E^,  obtenue  en  appliquant  à  l'équa- 
tion (E)  la  transformation  de  Laplace  ut  =  —  >  ont  pour  valeurs 

.  .        .        ()*logA        .  .         , 

Ai  =  ïh  —  k .-  -y—  —  k,         k*  =  h. 

ox  Oy 

Ils  sont   donc  égaux  à  ceux  de  l'équation  (E)  pris  dans  Tordre 
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inverse;  en  d'autres  termes,  l'équation  adjointe  de  l'équa- 
tion (E)  a  les  mêmes  invariants  que  l'équation  (E,)  qu'on  dé- 
duit de  (E)  par  V application  d'une  des  transformations  de 
Laplace. 

Si  la  suite  de  Laplace  relative  à  l'équation  (E)  se  termine  dans 
un  sens,  du  côté  des  indices  positifs,  par  exemple,  après  n  trans- 
formations, on  sait  que  la  suite  relative  à  l'équation  adjointe  ou  à 
l'équation  (Et)doit  se  terminer  du  côté  des  indices  négatifs  après 
n  transformations  également;  comme,  après  une  première  trans- 
formation appliqué  à  (Et),  on  retrouve  (E),  on  en  conclut  que  la 
suite  de  Laplace  relative  à  (E)  se  termine,  du  côté  des  indices 
négatifs,  après  n  —  i  transformations. 

Toute  équation  linéaire  (E),  qui  est  telle  que  l'équation  (E|  ) 
qu'on  en  déduit  par  la  première  transformation  de  Laplace  ait  les 
mêmes  invariants  que  l'équation  adjointe  de  (E),  peut  se  ramener 
à  une  équation  de  la  forme  (3).  En  effet,  en  changeant  u  en 
K(#,  y)u,    on  peut  toujours   ramener  l'équation   linéaire  à    la 

forme 

âtu        ,  au 

-f.  b h  eu  -  o  ; 


àx  Oy  Oy 

les  invariants  ont  les  valeurs  suivantes  : 

h  =  —  e,  A ■  — e, 

tandis  que  les  invariants  de  la  transformée  (E,  )  sont 

.  Ob        0%  loge  , 

hx  =  —  c ?— »  A,  =  —  e. 

Oy         Ox  Oy 

Pour  que  les  invariants  hK  et  kK  de  celte  équation  soient   iden- 
tiques aux  invariants  k  et  h  de  l'adjointe,  il  suffira  que  l'on   ail 

hx  =  k,  ou 

db  _       d*  loge 

'  Oy  Ox  Oy 


l'équation  doit  donc  être  de  la  forme 


0-  u  /  i   0  loge        _,  \  Ou 

— - ( — n-  -+-  \     -—  -4-  eu  =-  o, 

Ox  Oy        \  o.      Ox  )  Oy 
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Xdr 


et  il  suffit  d'y  remplacer  u  par  ne    x*  et  c  par  —  ).,  pour  re- 

trouver l'équation  (3). 

2.  A  toute  équation  de  la  forme  (3),  intégrable  par  la  mélhode 
de  Laplace,  correspond  ainsi  une  équation  (i)  qui  s'intégrera  par 
des  quadratures.  La  détermination  des  valeurs  de  X  pour  lesquelles 
il  en  est  ainsi  revient,  d'après  ce  qui  précède,  au  problème  sui- 
vant :  Trouver  toutes  les  suites  de  Laplace y  terminées  dans  les 
deux  sens  et  composées  dyun  nombre  pair  in  d'équations,  telles 
que  deux  équations  à  égale  distance  des  extrêmes  aient  les 
mêmes  invariants  disposés  dans  V ordre  inverse.  On  peut  obtenir 
la  solution  de  ce  problème  par  des  considérations  analogues  à 
celles  dont  s'est  servi  M.  Darboux  pour  obtenir  toutes  les  équa- 
tions à  invariants  égaux,  pour  lesquelles  la  suite  de  Laplace  ne  con- 
tient qu'un  nombre  fini  d'équations.  Il  faut  se  servir  d'équations 
différentielles  linéaires  à  une  seule  variable  indépendante  et 
d'ordre  pair,  équivalentes  à  leur  adjointe,  au  lieu  des  équations 
d'ordre  impair  qui  interviennent  dans  le  problème  traité  par 
M.  Darboux. 

Lorsque  l'équation  (3)  est  intégrable  par  la  méthode  de  La- 
place, l'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  appartient  à  la  pre- 
mière classe  d'Ampère,  ainsi  qu'il  résulte  du  théorème  général 
suivant  : 

Si  l'expression 

i  9(x,y,  X,  X\  .. .,  X<p\  Y,  Y',  .  . .,  Y</»)<*r 
U  '  /H"  ♦(*,  y,  X,  X',  ... ,  X</>\  Y,  Y',  ... ,  \W)dy, 

où  X  est  une  fonction  arbitraire  de  x,  Y  une  fonction  arbi- 
traire de  y,  et  où  o  et  ^  renferment  X  et  Y  et  leurs  dérivées 
jusqu'à  un  ordre  déterminé,  est  une  différentielle  exacte 
pour  toutes  les  formes  possibles  des  fonctions  X  et  Y,  on  a 

y%  dx  -h  ty  dy  =  J F  (or,  X,  X',  . . . ,  X</")  dx  -h  f  F,  (y,  Y,  Y',  ... ,  Y</>>)  dy 

-f-  F,(*,  y,  X,  .  ..,X«H)  Y,  Y',  . . .,  Y</-i>), 

Y  ne  renfermant  que  x,  X,  X',  ...,  X(p}  ;  Ff  ne  renfermant 
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que  y,  Y,  Y',  . . .,  Y(p\  et  F2  étant  une  fonction  déterminée 
des  variables  qui  y  figurent  (  '  ). 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  dérivées  de  l'ordre  le 
plus  élevé  des  fonctions  X,  Y,  qui  figurent  dans  <p  et  <!/  sont 
celles  d'ordre  />,  de  telle  sorte  que  Tune  des  dérivées  X^,  Y(^ 
entre  dans  Tune  au  moins  des  fonctions  <p  et  ^,  mais  qu'il  n'y 
entre  aucune  dérivée  d'ordre  supérieur  à  p.  Par  hypothèse,  on 
doit  avoir,  pour  toutes  les  formes  possibles  des  fonctions  X  et  Y, 

do       dty 
dy       dx 
en  posant 

do  __  do        do  do  do 

dx       efcr       e)X      ^'     ^  dVP-v  A     ^  dW A 

on    voit   que  -£-  ne  contient  pas  Y(f**~l)  et  que  ~  ne   contient 
pas  X(/H",).  11  faudra  donc  que  l'on  ait 

do  (ty 

dY<P]  =  °'  dXiï)  =  °' 

c'est-à-dire  que  <p  ne  contiendra  les  dérivées  de  la  fonction  Y  que 
jusqu'à  celles  d'ordre  p  —  i  au  plus,  et  de  même  '}  ne  contiendra 

les  dérivées  de  X  que  jusqu'à cel  le  d'ordre p  —  i  au  plus.  Alors  -~  , 

do 

et  par  suite    ,'  >  doit  être  une  fonction  linéaire  de  Xf*".  On  doit 
1  .       dy 

donc  avoir 

—  o, 


[(dX'P>}\* 


(')  La  proposition  s'étend  sans  difficulté  aux  expressions 

;p,  dxt  -;-  9i  dxt  -4- . . .  -+-  s,,  dxn, 

où  ?,,?,,  . . .,  ?„r  enferment  /i  fonctions  arbitraires  Xt,  X, \n   rie  i',,  j"3,  .  . ., 

xn  respectivement,  et  leurs  dérivées  en  nombre  lini,  qui   sont   des  différentielles 
fohilc*  exactes  pour  l«»ut **^  les  formes  possibles  des  fonctions  arbitraires. 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

dy  L(<>X />>)*_]  ~°' 
ce  qui  monlre  que  r)V  *-  est  indépendant  dej^,  Y,  Y',  . . . ,  Y{P~*\ 

?     -.t,(r  \  V  Y»  X</»M 

On  en  déduit  que  s>  est  de  la  forme 

?  -  *(r,  X,  X',  ...,  X</>>)  -h  *,  (a-,  .r,  X,  X',  ...,  X</'-'\  Y,  Y' Y<p-« >)  X<J» 

-+-  *t(r,^f  X,  X',  ...,  X</>-'\  Y Y*-»>), 


et  Ton  démontrera  de  la  même  façon  que  ty  doit  être  de  la  forme 

6  =  ^(7?Y,Y',...,Y^)4-^,(^7,X,Vt...îX'/»-i),Y,Y',...,Y^-i')Y^ 

-h  H"4( x,7,  X,  X',  ...,  X'P-»,  Y,  ...,  Y<f-i>). 

Le  coefficient  de  X(^  YW  est  ,x/l  ',.  dans -^->  et  -t^t^t.  dans  Zj   î 

à\ip-l)  dy        dX(P~l}  dx 

on  doit  donc  avoir 

<tt>t     _     dfi 

ce  qui  montre  que  $1  et  *¥<  sont  les  dérivées  partielles  par  rapport 
à  X  (p~*]  et  Y(^~,J  respectivement  d'une  fonction 

V(x,y,  X,  X',  ...,  X</>-i>,  Y,  Y', ...,  Y</>-'>)  =  r<Pld\P'^  -h  V,cnf  </'-». 
La  différentielle  totale  de  celte  fonction  U  a  pour  expression 


(ox  +  '  ' 


^  =  ^^^V  +  '-^dl^XH^ 


/^U    ^_U-Y'  +       +-^    Y«/>-»W 

dY       -»-•••  +  <)Y"-*  /    ^ 


^X^rfr  -f  Vt\Vip>dy% 


et  Ton  peut  écrire 


/  ©  </t  h-  *\>dy  —  I  <P  dx  -+-  I  W  dy  -t- U  -+■  /  <pi  //r  -\-  tyi  </>', 
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en  posant 

_         /di)       eHJv,  dV     v.     n\ 


Remarquons  maintenant  que  vh  dx  -h  ^i  dy  doit  être  une  diffé- 
rentielle exacte  pour  toutes  les  formes  possibles  des  fonctions 
arbitraires  X  et  Y,  et  que  <pf  et  <|*i  ne  renferment  les  dérivées  de 
ces  fonctions  que  jusqu'à  l'ordre  p  —  i  au  plus.  En  répétant  les 

mêmes  opérations  sur  /  ft  dx  -+-  <tt  dy,  et  poursuivant  l'applica- 
tion du  procédé  autant  de  fois  qu'il  est  possible,  on  finira  par 
arriver  à  une  intégrale  de  la  forme 

où  l'expression  <ppdx  -+-  i/pdy  doit  être  une  différentielle  exacte 
pour  toutes  les  formes  possibles  de  X  et  de  Y.  On  doit  donc  avoir 

iit  =  Qp  . 

ày         dx  ' 

or  op  ne  contient  pas  Y,  il  doit  donc  en  être  de  même  de    -^~ , 

c'est-à-dire  que  typ  est  de  la  forme  P(tV,  Y)  -h  Q(x,y). 

On  voit  de  même  que  op  doit  être  de  la  forme  M(.z*,  X)  -h  N  (x,y)9 

et  la  condition  d'intégrabilité  devient  —  =  — • 

°  dy         O.r 

L'intégrale  en  question  peut  donc  s'écrire 

f?/tdx  -f-  typfly  =  f\l(r,  X)dx  H-  fP(y,  \)dy  -+-  Çiïdx  -h  Qdy. 

En  réunissant  tous  les  résultats  obtenus,  on  obtient  bien  pour 
l'intégrale  /  odx  -\-  <\dy  une  expression  de  la  forme  annoncée. 

Remarque,  —   Si  l'on  suppose  que  les  fonctions  «  cl  'A  soient 
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linéaires  par  rapport  aux  fondions  X,  Y  et  à  leurs  dérivées,  on 
retrouve  le  théorème  démontré  par  M.  Darboux  ('),  et  qui  est 
d'un  grand  usage  dans  l'étude  des  équations  linéaires.  En  effet, 
les  fonctions  o  et  i  sont  alors  de  la  forme 

o  =  A0X  -h  Ai  X'  -+- . . .  -h  A,X<#»>  +  B0Y  +  B,Y'-f...  +  B,^  Y</>-t', 
ty  =  G0X  -+-  Ci  X'  -+- .. .  -+-  C/,-,X'/>-»  -h  D0  Y  H-  D,Y  h-  . . .  -h  D,,Y</>\ 

A/,  B/,  G/,  Df  étant  des  fonctions  déterminées  de  x  et  de  ^y  ;  si 

Ton  pose 

U  =  A/,X</'-«>-+-D|pY<#»-',l 

on  peut  écrire 

/  ©  efcr  -h  <}/  e(>'  =  U  —  /  y\dx  -\-ty\dy , 

cp,  et  '}ï  étant  des  expressions  de  même  forme  que  ^  et  ^,  qui  ne 
renferment  plus  que  les  dérivées  de  X  et  de  Y,  jusqu'à  Tordre/?  —  i 
au  plus.  En  continuant  ainsi,  on  arrivera  à  une  expression 

a  X  dx  -+-  b  Y  dyt 

qui  devra  être  une  différentielle  exacte  pour  toutes  les  formes 
possibles  des  fonctions  X  et  Y,  ce  qui  exige  que  a  ne  dépende  que 
de  la  variable  xt  et  que  b  ne  dépende  que  de  la  variable  y.  Si  ces 
fonctions  ne  sont  pas  nulles,  on  fera  disparaître  tous  les  signes  de 

X'  Y' 

quadrature,  en  remplaçant  X  par  — -  et  Y  par  -~-,  X<  et  Y,  dési- 
gnant deux  nouvelles  fonctions  arbitraires  de  x  et  de  y  respec- 
tivement. 

3.  Lorsque  la  fonction  \(x,y)  est  de  la  forme  X  = -t» 

v  •**   '   j  ) 

k  désignant  une  constante,  les  équations  (i)  et  (3)  deviennent  res- 
pectivement 

(iV 


(x+y)* 

—    V», 

du 

dy 

ku 

d*u  ~r 

(3)  3— -  H ^ tï=°; 

axùy       x-\~y       (x-t-y)* 


(  '  )  Leçons  sur  ta  Théorie  générale  des  surfaces,  t.  II,  p.   i5i  . 
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si  Ton  forme  la  suite  de  Laplace  relative  à  l'équation  (3)'  du  côté 
des  indices  positifs,  on  trouve  que  les  invariants  successifs  ont 
pour  valeurs 

k  k—\  k  —  A  k—  n* 


4 

»      ■; r  y      ~, ~m  »       •  •  •  y      z rz  » 


{x+y)*      (x+y)1      (v-*-y)2  (x+y)* 

Pour  que  la  suite  soit  limitée,  il  faut  et  il  suffit,  d'après  cela, 
que  k  soit  le  carré  d'un  nombre  entier. 

Examinons  les  cas  les  plus  simples.  Si  k=  i,  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  (3)',  est 

Xi       *       j  *■ 
x-hy' 

on  a  ensuite,  d'après  les  formules  (2), 

.  du       .,,      X  —  Y 

v=z(x-hy)  -~  =  Y' 


ày  x-+-y 


et  l'intégrale  générale  de  l'équation 

(5)  t=vlR 

est,  d'après  cela, 


(6) 


J  \         v+y/  \         *-±-yJ    * 


Si  l'on  applique  à  cette  expression   le  théorème  général    qui 
vient  d'être  démontré,  on  trouve  qu'elle  peut  encore  s'écrire 

(Y  — X) 


Pour  faire  disparaître  les   quadratures,   il  suffira  d'introduire 
deux  nouvelles  variables  indépendantes  a  et  [3,  en  posant 

\=a,         Y'  =  l3,         *=o'(a),        y  =  ¥(?), 
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ce  qui  nous  donne 

X  =  i X'  dx  =    A   <p'"(a)«fe=«  <p'(a)  —  çp'(a), 

j  X'*dx  =  I  **<?"(*) da  =  a*<p"(a)  —  '2atp'(a) -*- 2<p(a), 

et  de  même 

Y  =  p+'(p) -*'(?), 

y  Y'«rfr  =  p«<np)  -  9.pf(  p)  4-  -2^  p>. 

L'intégrale  générale  de  l'équation  (5)  est  donc  représentée  par 
les  formules 

_  [»y(»)-?,(»)-py,(P)-Hy(P)]a 

cp-(a)-h^(P) 

a  et  [5  étant  deux  paramètres  variables,  ©  et  <{/  deux  fonctions  arbi- 
traires. On  remarquera  que  l'intégrale  générale  de  cette  équation 
contient  explicitement  les   deux  fonctions  arbitraires,  sans  que 
cette  équation  appartienne  à  la  classe  étudiée  par  M.  Moutard. 
Lorsque  k  ==-  4?  l'intégrale  générale  de  l'équation  (3)  est 

4Xr  <>X  2Y'  f>Y 

U  =  X' h H . r> 


x+y       {x+y)1       x-*-y       (x-+-yy 

et  la  valeur  correspondante  de  v  est 

x+v  du       _,„         4Y'  6 Y  9.X'  6X 


rrz   Y" ^ h 


i       dy  x-\-y       (x -\- y)%       x-t-y       (x-t-y)* 

L'intégrale  générale  de  l'équation 

x-+-y 
est  donc  représentée  par  la  formule 


z  =  l  u*dx  -h  r'f/j', 
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qui  devient,  en  appliquant  le  théorème  général, 


=  fx'*dx  +  fY*dy  —  4 


X'*-+-Y'«  XX'-hYV       4X'Y' 

12 


x-\-y  ix^-y)%      & -*-y 


XY'+X'Y  (X  —  Y)* 

1 2  -7 - 1  2 

(x-hy)*  (r_H^)3 


Je  citerai,  comme  autre  exemple  d'équation  à  laquelle  on  peut 
appliquer  la  transformation  précédente,  l'équation  s2  =  4pç>  <lul 
a  été  rencontrée  par  M.  Thomas  Craig  dans  certains  problèmes  de 
la  théorie  des  surfaces,  et  que  Ton  ramène  ainsi  à  l'équation  bien 

d*u 
connue  -— —  =  w. 
ôxôy 

4.  La  transformation  qui  vient  d'être  étudiée  peut  être  ratta- 
chée à  une  question  plus  générale.  D'après  la  façon  même  dont 
nous  avons  obtenu  l'équation  (3),  si  nous  posons 

M  =  i(S)''    "— -• 

nous  avons  l'identité 

dM       dN        •!  du/  d*u         î  dlogX  du 


£->■)• 


ôx         dy        X  ày  \dxdy        i      àx      ày 

Pour  abréger,  convenons  d'appeler  multiplicateur  d'une  équa- 
tion linéaire 

/o  u/    \         à*z  ôz  ôz 

(8)  F  (z)=  - — h  a- \-  b  - hc:  =  o 

ôxôy  ôx  ôy 

toute  fonction  ijl  renfermant  les  variables  x,y,  z,  et  les  dérivées 
partielles  de  z  jusqu'à  un  ordre  quelconque,  telle  que  le  pro- 
duit ;jlF(s)  soit  de  la  forme 

M  et  N  étant  également  des  fonctions  déterminées  de  x, y,  s,  et 
des  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à  x  et  ày.  Nous  voyons 

que  y  y  est  un  multiplicateur  pour  l'équation  linéaire  (3). 

Etant   donnée   une  équation   linéaire   quelconque  (8),  on  sait 
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qu'il  existe  toujours  une  infinité  de  multiplicateurs  u(x,y)  ne 
renfermant  que  les  variables  indépendantes  x  et  y  ;  pour  que 
u(x,y)  soit  un  multiplicateur  de  F(s),  il  faut  et  il  suffit  que  u 
vérifie  une  équation  linéaire  de  même  forme,  qui  est  dite  équa- 
tion adjointe  de  la  première 

^ ,    x        d*  u  du        .du       (         da       db\ 

(9)  G(m)=  -r— -  —  a  —  —  b  —--hc—  -;-  — x-w  =  o. 


ày] 


Si  les  coefficients  a,  6,  c  de  l'équation  (8)  sont  quelconques, 
on  reconnaît  aisément  qu'il  n'existe  pas  d'autres  multiplicateurs 
que  les  fonctions  u(x,y)  qui  satisfont  à  l'équation  adjointe.  Sans 
vouloir  entrer  ici  dans  l'étude  détaillée  de  cette  question,  nous 
montrerons  comment  on  peut  prévoir  a  priori  l'existence  de  cas 
très  étendus  où  il  existe  des  multiplicateurs,  renfermant  non  seu- 
lement les  variables  x  et  y,  mais  aussi  z  et  ses  dérivées,  jusqu'à 
un  ordre  aussi  élevé  qu'on  le  veut. 

Rappelons  d'abord  l'identité 

(IO)  MF    S     -  *G(M)=-3 Ht-) 

v  àx        ày 

où  l'on  a  posé 

w  i  /    àz  àu\ 

M  =  au  z  h —  (  u  -z z  -r—  )  » 

a  V     à  y         dy  I 

*t       m             \  I    àz  àu\ 

IN  =  buz  -h  -  [  u-z *  -r—  i  • 

Supposons  que  l'équation  proposée  V(z)  =  o  soit  telle  que  l'on 
puisse  passer  de  cette  équation  à  son  adjointe  par  une  de  ces 
transformations  (m,  n),  étudiées  si  complètement  par  M.  Darboux. 
En  d'autres  termes,  supposons  que  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (y)  est  donnée  par  la  formule 

»         o  ()z  .>    à»lz       _  Oz  n   dnz 

(u)        u  =  \z  +  Bl-+...+  \im— ^Ct -+...+ C,,  —  * 

A,  B,,  ...,  Bm,  Ci,  ...,  C„  étant  des  fonctions  déterminées  de  x 
et  de  y  et  z  l'intégrale  générale  de  l'équation  F(z)=  o.  Si  l'on 
substitue  l'expression  précédente  à  la  place  de  //  dansG(f/),  le 
résultat  devra  être  identiquement  nul,  pourvu  que  3  vérifie  l'équa- 
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tion  F(z)  =  o;  on  aura  donc,  en  supposant  u  remplacé  par  l'ex- 
pression (ii),  une  identité  de  la  forme 


JT 


les  coefficients  a  et  [3/*  ne  dépendant  que  de  x  et  de  y.  Si  Ton  fait 
la  même  substitution  dans  l'identité  (10),  on  arrive  à  une  nouvelle 
relation  de  la  forme 


d'+*F(*)       dP       dQ 


(,3)  a'F{3)^u-ï^r  =  te  + 


dxl  ôyk         dx        dy 


y 


P,  Q  a',  $'ik  renfermant  x,y  et  z  et  les  dérivées  partielles  de  z~ 
Maintenant,  une  suite  d'intégrations  par  parties  permet  de  ne 
laisser  dans  le  premier  membre  que  des  termes  divisibles  par 
F(s).  Par  exemple,  si  /  est  positif,  on  peut  écrire 

#+*¥(*)        d   T        d<+*-iF(z)l        d$'ik  d'+*-'F(*) 
P,Ar    dx'dy*  dx\Jik     àxi-iày*    J         dx       dx*-iày*    ' 

et  Ton  a  une  formule  analogue  pour  diminuer  l'indice  k  d'une 
unité.  En  continuant  ainsi  et  en  faisant  passer  toutes  les  dérivées 
dans  le  second  membre,  on  finira  par  arriver  à  une  identité  de 
la  forme 

jjl  pouvant  contenir  les  dérivées  partielles  de  z  jusqu'à  un  ordre 
quelconque,  pourvu  que  ni  et  n  soient  assez  grands.  Cette  fonc- 
tion |A  est,  d'après  l'identité  finale,  un  multiplicateur  pour  l'équa- 
tion F(z)  =  o. 

On  retrouve  la  transformation  considérée  au  début  de  ce  travail 
en  supposant  que  la  transformée  (E,)  de  l'équation  (8)  a  les 
mêmes  invariants  que  l'adjointe  de  cette  équation;  on  peut  alors 
passer  de  l'équation  (8)  à  son  adjointe  par  une  transformation  de 

la  forme 

Oz 
u  —  A [-  B  -. 

dy 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU   3  MARS   1897. 

PRÉSIDENCE   DR   M.    PICARD. 

Communications  : 

M.  Desaint  :  Sur  les  fonctions  entières. 

M.  Touche  :  Sur  la  vitesse  de  transmission  du  mouvement. 

M.  Lecornu  :  Sur  un  problème  de  minimum. 

M.  Le  Roux  adresse  un  Mémoire  Sur  V équation  linéaire  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

M.  Demoulin  adresse  un  Mémoire  Sur  les  surfaces  qui  pré- 
sentent un  réseau  conjugué  formé  par  des  courbes  dont  les 
tangentes  appartiennent  à  un  complexe  tétraédral. 

M.  PrcAnn  fait  une  Communication  Sur  la  théorie  des  sur- 
faces algébriques,  au  point  de  vue  de  la  Géométrie  de  situation, 
et  les  intégrales  de  différentielles  totales.  11  énonce  le  théorème 
suivant  :  Si  pt  désigne  V ordre  de  connexion  linéaire  d'une 
surface  algébrique,  celle-ci  possédera  pt  —  i  intégrales  dis- 
tinctes de  différentielles  totales  de  seconde  espèce. 

M.  Andrade  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  la  stabilité. 

Lorsque  des  corps,  soumis  à  des  liaisons,  demeurent  en  équi- 
libre sous  l'action  de  forces  données,  on  sait  que  l'équilibre  sub- 
siste a  fortiori  quand  aux  liaisons  déjà  existantes  on  ajoute  des 
liaisons  nouvelles,  en  d'autres  termes  quand  on  renforce  les 
liaisons.  Ce  principe  intervient  dans  la  démonstration  du  principe 
des  vitesses  virtuelles,  dont  il  est  d'ailleurs  une  conséquence  né- 
cessaire. De  plus  ce  principe  est  évident. 

Mais  on  tomberait  dans  une  singulière  méprise,  si,  se  fiant  à 
V évidence  du  principe,  on  voulait,  dans  l'énoncé  précédent,  asso- 
cier à  l'idée  de  l'équilibre  l'idée  de  stabilité.  Et  pourtant  l'évi- 
dence apparente  n'est-elle  pas  la  même  dans  les  deux  cas?  J'ai 
longtemps  cru  moi-même  a  la  possibilité  de  généraliser  ainsi  le 
xxv.  4 
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principe  du  renforcement  des  liaisons.  Je  me  propose,  dans  celte 
Note,  de  démontrer  par  un  exemple  simple  l'impossibilité  de 
cette  généralisation. 

Un  cas  très  particulier  du  principe  dont  il  s'agit,  étendu  de 
l'équilibre  à  la  stabilité,  serait  en  effet  le  suivant  : 

Si  deux  forces  laissent  chacune  un  même  corps  en  une  même 
position  d'équilibre  stable,  leur  résultante  laissera  le  corps 
en  la  même  position  d'équilibre  stable.  Or  cette  proposition  est 
fausse. 

En  effet,  je  vais  définir  deux  forces  (fonctions  de  point)  qui, 
agissant  séparément  sur  un  même  point  matériel,  s'annulent  cha- 
cune en  une  même  position  d'équilibre  stable,  et  dont  la  résul- 
tante ne  jouit  pas  de  la  même  propriété. 

J'envisage  à  cet  effet  deux  formes  quadratiques  ^p  et  *l  des  coor- 
données cartésiennes  rectangles  x,y,  z  du  mobile.  Je  suppose  de 
plus  que  chacune  de  ces  formes  est  définie  et  négative.  Je  désigne 
par  a,  p,  y;  ^,  p»,  v  six  constantes  positives  dont  les  trois  dernières 
ne  soient  pas  proportionnelles  aux  premières,  et  je  considère  les 
forces  F  et  G  définies  par  leurs  composantes 

(F)  ^=»g>         «Fr-Pg.         »F«=Tg. 

(G)  aG,^A--,  aGv=fi-r*-,  20:=v    -•  ; 

Ox  -  ày  ôz 

envisageons  les  mouvements  d'un  même  point  matériel  sous  les 
actions  séparées  de  ces  deux  forces.  Le  premier  équilibre  est 
stable  autour  de  l'origine,  car  en  faisant  dans  les  équations  de  ce 
mouvement  les  changements  de  fonctions 

x  |  x  /a.         y\  y  /fi,  z\  z  /*/. 

on  est  ramené  au  cas  dune  fonction  des  forces  maxima  au  point 
(jr  =  o,  y  =  o,  z  =  o).  Pour  une  raison  analogue  le  second  équi- 
libre est  encore  stable. 

Je  dis  maintenant  qu'on  peut  choisir  les  formes  y*  et  ©,  confor- 
mément aux  hypothèses  déjà  faites  sur  elles,  de  manière  à  assurer 
l'instabilité  de  l'équilibre  autour  de  l'origine  du  même  point  ma- 
tériel sous  l'action  simultanée  des  forces  F  et  G. 


-  ;>1   — 
Si.  par  exemple,  ajx  —  jÏA  ^  o,  je  ferai 

^-[rt/î-^'ibj  +  c/1]  —  d z1       (/*,  r,  <Y>o.       /;2 — «c<o), 
,^  _  [<,>*  ^  -^'^  -h  cyi\  —  <f  ;;*        (  «\  c',  cT>  o,       &5  —  a'c'  <  o). 

Les  équations  différentielles  linéaires  du  mouvement  estimé 
clans  le  plan  des  xy  auront  pour  intégrales  fondamentales  di- 
verses fonctions  du  temps  t 

x  —  gcrt.         y  =  hert, 

et  l'équation  caractéristique  en  r  sera 

/*  -i-  r*(a  x  -h  r/'X  -I-  c  3  -î-  c  ;x  )  -4-  <  «  a  -r-  a'X  )(  c  jî  -h  c  |i) 

—  (Aa-hA'X)(ô?-<-6>)=  o. 

Et  la  stabilité,  au  sens  habituel  du  mot,  exige  que  cette  équation 
en  r2  n'ait  que  des  racines  négatives. 

Or  il  est  aisé  de  voir  qu'on  peut  satisfaire  à  cette  équation  par 
des  valeurs  imaginaires  de  r2,  car  le  discriminant  est  ici 

Or  ipie  Ton  fasse  d'abord 

aoL-ha'A  —  r  fi  -f-  c'  p, 

ensuite,  que  Ton  choisisse  6  et  V  assez  petits  en  valeur  absolue 
pour  satisfaire  aux  conditions 

b* — ac  <  o,         £»'*—<#' <?'<<>, 

mais  que  Ton  choisisse  le  rapport  v-  intermédiaire  entre  les  nOm- 
bres  —  r  et  —  -  et  Ton  aura  A  <  o  :  donc  instabilité. 

A  fi. 

On  voit  nettement  par  cet  exemple  que,  hormis  le  cas  où  les 
forces  dérivent  chacune  d'une  fonction  des  forces,  on  ne  peut  pas 
conclure  des  stabilités  partielles  à  une  stabilité  résultante. 

M.  Lémeray  adresse  la  Communication  suivante  : 

Sur  la  dérivée  des  fonctions  itératives  an  point  limite. 
I.   Dans  les  Annales  de  Clebsch,  1870,   Schrœder   donne  un 
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procédé  qui  permet,  étant  donnée  une  fonction  itérable,  de  former 
d'autres  fonctions  itérables.  Ce  moyen  revient,  en  somme,  au  sui- 
vant :  soient  Y  et  z  deux  fonctions  définies  par  les  relations 

(i)  Y  =  ?X, 

si  l'on  sait  itérer  la  première,  c'est-à-dire  éerire  une  relation  delà 

forme 

Y»  =  cp«X  =  +(n.X), 

on  saura  itérer  la  seconde,  et  même  l'itérer  explicitement,  si  l'on 
sait  inverser  la  fonction  q  ;  car,  éliminant  X  et  Y  entre  les  équations 

Y  =  qz,         Y  =  <pX,         X  =  qx, 

«on  aura 

z  =  q~loqx        et         z„  =  q~xynqx  =  q~lty(n9  qx). 

2.  Soit  a  «in  point  limite  de  la  substitution  ,r,  yx  ou  plus  gé- 
néralement un  point  racine  de  l'équation 

*(l')  fX  —  X  =  o, 

le  point  racine  correspondant  de  l'équation 

{  2'  )  oq x  —  q  x  —  o 

sera  donné  par  l'équation  qx  =  y.  et  Ton  aura  la  racine  (ou   les 

racines) 

x  —  q~x  i  =.  3. 

Dérivons  l'équation  (a);  il  vient 

q'{z).z'(x)=<Q'(q).q'(x). 

Au  point  racine  de  l'équation  (a'),  on  a  z  =  x  et,  par  suite, 
qf(z)  =  q'(x)',  de  plus,  Qf(q)  n'est  autre  que  </(#),  où  x  est 
remplacé  par  qx,  et,  comme  au  point  racine  de  (îa;),  qx  =  <x, 
il  restr 

Ainsi,  aux  points  racines  correspondants  des  équations  (i') 
et  (2')  (points  distincts,  en  général),  les  dérivées  des  deux  fonc- 
tions z  et  Y,  par  rapport  à  jr,  sont  égales. 
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Supposons  maintenant  que,  pour  x  =  a,  Y'  devienne  égale  à 
l'unité;  dérivons  une  seconde  fois  la  relation  (2).  On  a 

q'(z)\z'(x)]*  +  q'(z).z'(x)=o'(q)[q'(x)]*  +  ?'(q).q'(x) 

au  point  racine  (3,  et,  dans  notre  hypothèse,  on  a 

*'(?)  =  ?'(??)  =  ?'(»)  =  1. 

11  reste  donc 

*'(fJ)  =  QY'(«), 

Q  désignant  la  valeur  de  la  dérivée  de  q  par  rapport  à  x,  au  point 
racine  [3. 

D'une  manière  générale,  supposons  qu'au  point  racine  a  de 
l'équation  (1')  la  dérivée  première  Y'  soit  égale  à  l'unité,  et  que 
les  dérivées  d'indices  2,3,...,/?  —  1  soient  nulles;  autrement 
dit,  que  les/?  —  1  premières  dérivées  de  la  fonction  cp#  —  x  soient 
nulles;  on  aura 

m 

(3)  s'#"(P)  =  Q*-»YW(a). 

En  effet,  dérivons  p  fois  l'équation  (2),  on  a 

q^(z)[z\T)\P^K^q\z).z^(x)=o^(q).[q\x)]P^S^^Xq).q^p)(x)y 

l\  et  S  désignant  respectivement  les  ensembles  de  termes  conte- 
nant des  facteurs  cpW(<jr),  5{l)(j?)avec  i<  *</>.  Au  point  racine  (3, 
le  premier  terme  du  premier  membre  et  le  dernier  terme  du  se- 
cond membre  deviennent  égaux;  S  est  nul  par  hypothèse;  quant 
à  K,  il  s'annule  si  le  théorème  est  démontré  pour  les  valeurs 
2,3,...,/?  —  1  de  p  (or  il  est  démontré  pour  p  =  2)  ;  il  reste 
donc  la  relation 

q'(z).z^(x)  =  ^{q).[q\x)Yi 

qui  se  réduit  à  (3),  puisqu'au  point  racine  [i  on  a 

q'{z)  r-_  q'(x)  et  <?'*!(?P)  =  «'/'H*)- 
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SÉANCE  DU  17  MARS   1897. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    PICARD. 

Elections  : 

Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  Mehmke, 
présenté  par  MM.  d'Ocagne  et  Humbert;  M.  Vitalis  (Vassilas), 
présenté  par  MM.  Hermite  et  Picard;  M.  Bricard,  présenté  par 
MM.  Laisanl  et  Mannheim. 

Communications  : 

M.  Touche  :  Sur  le  mouvement  des  solides  dans  les  /lu ides. 
MM.  Borel  et  Picard  présentent  quelques  observations   sur  ce 
sujet. 

M.  S.  Masgeot  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  les  conditions  pour  qu'une  courbe  plane  algébrique 
ait  êtes  axes  en  nombre  donné. 

Soient  mî9  m2,  . . .,  mni  . . .,  m\,  X  nombres  entiers  positifs  quel- 
conques; d2  le  plus  grand  commun  diviseur  de  mh  et  m2l  dz  celui 
de  d2  et  //i3,  ds  celui  de  d*  et  m4,  . ..,  d\  celui  de  d\_K  et  m\\ 

—  y  —  >—>  ...,£_lL  les  avant-dernières    réduites   des   fractions 
<1\     Ci    <h  q\-\ 

continues  égales  aux  fractions  irréductibles  qui  ont  pour  valeurs 

mi     d»     d3  d}-\  i  î 

— ,  -^-,  -— ,   •-., ,  et  V|,  v2,  v3,  ....  vx_i  les  ordres  respec- 

/«2     "*3     m*  m\  * 

tifs  de  ces  réduites.  On  peut  démontrer  ce  résultat  : 
Pour  que  les  ),  équations  binômes  en  z 

z'"n  —  cosy„  ~  is'm~;n  (/i  —  i,  •>,  .  .  . ,  >%). 

aient  des  racines  communes,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait,  pour 

I '   - l.yi,     ...,A, 

m„  m 

(  ros  y  i  -+-  i  sinyj  )fln  =  (<*osy„  -h  i  sin  y„  )H»  : 
et  ces  racines  communes  sont  les  racines  de  l'équation 


d       — 


rjrrosy,,  -h  / sin y„  )<•»", 


-  s:>  — 

où  Ton  a 


(0 


n  -r  pH-t'/n'In  +  iyn  +  l-'.'ft-l  X  (""  O*"-"4  V"4  V',  +  l  *"""  V'  +  /l  ^ 


/■  v 


avec  />0  =  i ,  v0  —  o,  co>.  =  ^— jv'*-t /?>._, . 

Cela  étant,  je  me  propose  de  résoudre  la  question  suivante  : 

Calculer  les  conditions  pour  qui/ne  courbe  C  d'ordre  //*, 
représentée,  en  coordonnées  rectangulaires,  par  Véqualion 
entière  et  à  coefficients  réels 

/(*r,j)  —  o, 

ait  m  axes,  jjl  étant  un  nombre  donné,  et  former  V équation  de 
ces  axes  (  *  ) . 

Je  rep résente  par 

^C^anX'n-hyh  _+_  <tmym%        W^C{,    ,  b*> T™    ><  '  1  yh 

(h  =  o,  r,  •>.,..., m — 1) 
les   groupes    des    termes   de   degrés  m   et   m  —  i    du    polynôme 

Tout  axe  que  peut  avoir  la  courbe  G  doit  être  aussi  un  axe  de 
la  conique  qui  a  pour  équation 

ou 

Si  cette  conique  est  différente  d'un  cercle,  (x  ne  peut  être  que 
l'un  des  deux  nombres  1,2;  or,  il  est  facile  d'exprimer  qu'un  axe 
de  cette  conique  est  axe  de  la  courbe  C. 

Je  suppose  que  cette  conique  soit  un  cercle,  et  soient  x  =  a, 
y=  [3  les  coordonnées  de  son  centre. 

Si    Ton  désigne  par  F(x,y)  l'un  quelconque  des  polynômes 


('  )  Il  ne  s'agit  ici  que  d'axes  d'ordre  pair,  c'est-à-dire  que  de  droites  qui,  prises 
pour  axe  dos  abscisses,  font  disparaître  de  l'équation  de  la  courbe  les  termes  de 
degré  impair  par  rapport  à  l'ordonnée. 

(  Voir  Annales  fie  l'École  .Xormate  supérieure,  janvier  1897.) 
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homogènes  dont  la  somme  esi/(x  -f-  a,  y  -f-  ^),  et  par  Mm*4-  Ni'* 
les  coefficients  des  diverses  puissances  de  uv  dans  le  développe- 
ment de  F[//  +  t>,  *(w  —  c)],  pour  que  la  courbe  C  ait  jjl  axes, 
et  (x  seulement,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  toutes  celles  des 
équations  binômes  M«*  —  Ne*=o,  dans  lesquelles  À*  n'es*  pas 
nul,  équations  qui  sont  de  la  forme 


(?)' - 


cosy  ■+-  i  siny, 


aient  jjl  racines  communes  —  »  et  pas  davantage.  Ln  remplaçant  — 

x  —  a  —  i(y  —  3)    i         n.        .•        v-    * 
par .  ^  __  ^'  dans  1  équation  binôme  qui  a   pour  racines 

ces  racines  communes,  on  aura  l'équation  des  jx  axes. 

De  ce  qui  précède,  je  déduis  la  méthode  suivante,  pour  ré- 
soudre la  question  proposée  lorsque  la  conique  considérée  plus 
haut  est  un  cercle. 

Posant 

a= *~G* dT*      $  = *"Câ à\ (/'^o,i,:i,...,m— i), 

je  calcule  l'expression 


^/•/wVZ-^la''i)(r/     r/-iri  .  r/-srj     r/3r34-      ^ 


en  prenant  À*  successivement  égal  à  i,  2,  3,  ...,  //*,  et  en  donnant 
à  /  successivement  les  valeurs  î,  2,  3,  ...  dont  la   dernière  sera 


m  —  k         ni  —  k  —  1 
ou 

'A  ). 


Pour  que  la  courbe  C  ait  ul  axes  sans  en  avoir  davantage,  il  faut 
et  il  suffit  que  les  valeurs  de  l'expression  '}(A*,  /),  qui  corres- 
pondent à  chaque  valeur  de  k  non  divisible  par  jx,  soient  toutes 
nulles,  sans  que  les  autres  le  soient  toutes,  et  que,  en  désignant 
par  u/;*i,  jx/??2,  ...,  |x/??,/,  ...,  jx/?îx  toutes  les  valeurs  de  k  mul- 
tiples de  [x  auxquelles  correspondent  pour  à(k,  l)  des  valeurs  V, 
non  nulles  d'elles-mêmes,  et  par 

Ai,/,  — f-  /  H 1 ,  /( ,         A*,/,  4-  t  H2<//,         A.if/, -f- 1  B3,/M         ..., 


—  ;>/  —  . 

celles  des   valeurs  V,   rangées  dans    un    ordre  quelconque,    qui 
répondent  à  k  =  \t.nin,  on  ait 

I^l,/l  ^î,»  "3,11 

/  ,\m  +  /  b^  \  -'»     /  ^1,,  +  iBi,,  y- 
Va,.,— «b,,J        Ui.»  -'».,«/ 

L'équation  des  \k  axes  est 

[jr-a-^jr-pjj  11  V  Ai,»  -  *B|,J 

Les  nombres  rf„,  to,0/>„,  </n>  v/i   sont  définis  comme  plus  haut, 
en  partant  des  nombres  /w,,  /h2,  ,..,  m„,  ...,  m>  Mes  exposants 

-j-i,  ->-  sont  entiers  ) . 

«/i     «n  /  

MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


ÉQUATIONS  FONCTIONNELLES  AVEC  SECOND  MEMBRE; 

Par  M.  Grévy. 

1.   L'équation  fonctionnelle 

Po( s)/(z)  -h p\{z)f(zx)  -+-  ...-+-/?„( z)/( z„)  =o, 

dans  laquelle  les  coefficients  pi (z)  sont  holomorphes  dans  le  do- 
maine d'un  point  limite  x  pour  la  substitution  s/+l  =  cp(Z|), 
admet  des  solutions  dont  la  forme,  au  point  limite,  dépend  de 
l'équation  caractéristique  (!) 

po(x)-h  p\(x)t  -+-  . ..  +pft(jr)tn  =  o. 

En  particulier,  si  celte  équation  admet  la  racine  simple  i,  et 
n'admet  aucune  racine  de  la  forme  [«p'^)]"1,  /w  étant  entier,  po- 
sitif, l'équation  fonctionnelle  a  une  solution  holomorphe  dans  le 

■  i.  .  -—  -—    —  .. — 

(«)  Annales  de  l'École  Normale  supérieure,  iK<)'|,  p.  'i(v;. 
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domaine  du  point  x  et  non  nulle  en  ce  point;  cette  fonction  est 
définie  à  un  facteur  constant  près. 

2.  Ces  résultats  rappelés,  considérons  l'équation  fonctionnelle 
avec  second  membre 

(0  Po(3)f(3)  +Pl(*)A*l)  -+-•••  +Pn(*)f(3n)  =  ?(*), 

dans  laquelle  Pq(z),  ...,  Pn(z),  c/{z)  S0Ilt  des  fonctions  holo- 
morphes  dans  le  domaine  du  point  x,  po(x)  el  p„(x)  étant  diffé- 
rents de  zéro. 

Soient /(z)j/t (z)  deux  solutions  de  l'équation  (i)  avec  second 
membre;  leur  différence  vérifiant  l'équation  sans  second  membre 

Po(z)[f(z)-f(z)\ 

H-/>l(-5)[/'(*l)-r/(-5l)]-t-...-t-/>«(5)[/'(«ll)-/(5ll)]=0, 

la  solution  générale  de  l'équation  (i)  se  déduira  de  la  solution  gé- 
nérale de  l'équation  sans  second  membre  par  l'addition  d'une 
solution  particulière  de  l'équation  (î);  pour  obtenir  une  telle  so- 
lution, faisons  sur  l'équation  (i)  la  substitution  z,  ®(z)  : 

(2)         />a(S|)/(S|) -H /li  (*i)/(*t  )-+-•-•  +P*(si)A*n+l)  =  7(-0- 

Multipliant  l'équation  (i)  par  q(zs)  et  l'équation  (2)  par  q(z), 
et  retranchant,  il  vient 

,*    \  ç(xi)po(z)Az)-*-  [</(zi)Pi(z)  —  q(*)p»izi)]A3i)-*--- 
(3)  i 

t 

équation  d'ordre  n  -+-  i  sans  second  membre,  que  doit  vérifier  la 
fonction  /(z). 

3.  q(x)  y^.  o.    L'équation  caractéristique  est  alors 

Po(x)-^[pi(T)  —  p0(T)]t  H-  ...-f-  [pn(x)  —  Pn-l(*)]tn  —  Pn{*)ït+-1  =  O 

OU 

(i—  t)[pQ  (x)  -+-  px{x)  /-+-...  -+-  pn{x)tn\  —  o. 

Celte  équation  admet  la  racine  i  et  les  racines  de  l'équation 
caractéristique  relative  à  l'équation  fonctionnelle  obtenue  en  sup- 
primant le  second  membre  de  l'équation  (i). 
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Si  l'on  suppose  que  cette  équation  caractéristique  n'admet 
ni  la  racine  i,  ni  une  racine  [^(-r)]"*,  ni  entier  positif,  [?/(,r)] 
étant  différent  de  zéro,  l'équation  fonctionnelle  (3)  a  une  solu- 
tion holomorphe  non  nulle  au  point  x;  sohf(z);  nous  allons  voir 
que  cette  solution  vérifie  l'équation  (i). 

Désignant,  pour  abréger,  par  F(^)  le  premier  membre  de  (1), 
l'équation  (3)  est 

V(z)q(zl)  —  Y{zl)q[z)  =  o 
ou 

y  (si)  =  F(z) 
q(zx)        q(z)' 

V(  -  \ 
équation  fonctionnelle  relative  à  — ^->  qui   n'a  pas  de  solution 

holomorphe  dans  le  domaine  du  point  x,  si  ce  n'est  une  constante  ; 
comme  la  solution  f(z)  considérée  est  holomorphe,  il  en  est  de 
même  de  F(5);  on  doit  avoir 

F(z)  =  Aq(z), 

/»•  étant  une  constante  arbitraire. 

La  valeur  de  f(z)  étant  définie  à  un  facteur  constant  près,  on 
peut  le  choisir  de  façon  que  celte  fonction  vérifie  l'équation  (i) 

F(z)  =  q(z); 

f(z)  est  donc  bien  une  solution  particulière  de  (i). 

4.  La  détermination  du  facteur  qui  entre  dans /(s)  n'est  plus 
possible  si  i  est  solution  de  l'équation  caractéristique 

/>„(> )-±-px(x)t  -+-... -hp„(x)  /"  =  o, 

le  premier  membre  de  l'équation  fonctionnelle  (i)  étant  nul  au 
point  x,  sans  que  le  second  membre  le  soit;  supposons  que  i  soit 
racine  d'ordre  a  de  l'équation  caractéristique  ;  nous  pouvons 
employer  le  même  procédé  que  pour  l'équation  sans  second 
membre  (,). 

Soit  Y  une  solution  de  l'équation  sans  second  membre,  cette 
solution  étant  holomorphe  et   non  nulle  en  x,  correspondant  à  la 


')  Anna/es  de  l'École  .\  or  maie  supérieure,  i8f)'|,  p.  27*. 


-  GO  - 
racine  i  de  l'équation  caractéristique;  posons 

L'équation  (i)  devient 

p0(z)  YV-f-/>,(3)  Y,  Vi -*-... -*-y*«(5)  Y«V/t=  q(z), 

Y|,  Y2,  ...  ;  V,,  Va,  . . .   étant  les  transformées  de  Y  et  V  par  la 
substitution  [5,  y  (s)]. 

Tenant  compte  de  la  relation 

/>«(  s)  Y  4- /M  s)  Yt -+-... +  />„(*)  Y/t  =  o, 

et,  prenant  pour  fonction  inconnue 

v,-v  =  u, 

on  a 

p0 \{]  -f-  (p0 Y  -+-/>!  Y, )  U,  H-. . . 

-f-(770YH-/?iY1H-...-+-/?rt_,Yn_,)Urt_i  =  — y(^)t 

équation  de  même  forme  que  l'équation  (i),  mais  dont  l'équation 
caractéristique  ne  renferme  la  racine  i  qu'à  l'ordre  a  —  1 .  * 

Si  Ton  répète  les  mêmes  transformations,  on  trouvera  finale- 
ment une  équation  fonctionnelle 

Po(5)T(5)-hPl(5)T(51)^..."-f.P„_aT(5„-a)  =  y(5)ï 

dont  l'équation  caractéristique  n'admet  plus  la  racine  i  et  admet 
toutes  les  autres  racines  de  l'équation  caractéristique  primitive; 
l'équation  fonctionnelle  en  T(>s)  a  donc  une  solution  non  nulle 
au  point  x  et  holomorphe  dans  le  domaine  de  ce  point. 

De  cette  solution,  on  déduit  pour  l'équation  (i)  une  solution 
de  la  forme 

Y[X7^(3)4-XI(5)ô«-i(iï)+...4-Xgi(5)], 

Y  étant  une  fonction  holomorphe  dans  le  domaine  du  point  x  et 
non  nulle  en  ce  point,  k  étant  une  constante  différente  de  zéro  et 
A|  (z),  . . . ,  )va(^)  des  fonctions  holomorphes  dans  le  domaine  du 
point  x. 

Ces  résultats  subsistent  si  'f'(*r)  =  °  ï  ''  suffit  de  remplacer  b(z) 
par  c(z). 
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o.  11  reste  à  examiner  le  cas  où,  'f'(^r)  étant  différent  de  zéro, 
l'équation  caractéristique  admet  des  solutions  de  la  forme  çp; \x)m 
(m  entier  positif);  pour  simplifier,  je  supposerai  qu'il  n'existe- 
que  deux  telles  racines  [?,(^)]m,î  [?'(-r)]"S  (nh  >'Ws). 

Si  l'on  pose 

/(0  =  [B(*)1*.Y, 

l'équation  (i)  devient 

L'équation  caractéristique 

/?o(^)4-/?i(^)[«p'(.r)J'"^H-...-+-/?/4(ar)[o,(^)|/|,;l«/"  =  o 

-a  les  racines  [<p'(.r)]m»~m»  et  i. 

A  la  racine  i  correspond,  pour  l'équation  fonctionnelle 

po(z)\-h...-hpn(z)[ï(x)]»>n*\'n=01 

une  solution  holomorphe  non  nulle  au  point  x\  soit  Y'. 
Si  Ton  pose 

Y  =   Y'V,  V,-V  =  lï. 

l'équation  (i)  prend  la  forme 

l'équation  caractéristique 

Po(r)  +  P\(r  )  *  -+-... -H  p'ft-i(  t)  /*->  =o 


mt    m. 


n'ayant  plus  La  racine  ï,  mais  ayant  la  racine  [©'(#)] 

Posons 

i;  =  fB(<5)]'«i-'«.T, 

il  vient 

fB(^)]'^+'»»-^.  |/>i.T+/)'1.[(î'(i))'"'-'"iT1 

-H...-^y?,.[o'(T))(«-»,('».-'".,Tw_,  j  =q{3). 

L'équation,  obtenue  en  égalant  à  zéro  la  quantité  entre  cro- 
chets, a  une  solution  holomorphe,  non  nulle  en  x,  car  son  équa- 
tion caractéristique  su  la  racine  ï;  soit  T7. 

Posant 

T  =  T'H,        H,-H  =  S, 
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on  forme  une  équation 

[B(5)MrtS+/>;Si+...  +  ri.!S»-1]=y(;), 

réqualion  caractéristique  de  la  quantité  entre  crochets    n'ayant 
plus  la  racine  i . 

Pour  ramener  cette  équation  au  type  étudié  au  début,  il  suffit 
de  prendre  pour  nouvelle  fonction  inconnue 

S  =  S'.  [B(  z  )]-'",. 

Il  existera  alors  une  solution  S'  holomorphe  en  x  et  non  nulle. 

A  la  solution 

S  =  S'IH»», 

correspondent 

R  =  _tif)      +fJl6(s),  t=  -LUI h.Q(:)6(5), 

P'(z)  étant  holomorphe  et  non  nulle  en  x,  Q(s)  étant  holomorphe 
en  x. 

On  a  de  même 

P"(z)       .      Q'(z)b(z) 


U  = 


(z  —  X)mi        (  z  —  #)'«.-'"* 


(z  —  .r)'"i        U  —  :r  )'"-'"         ^        /      v    / 


\ml—/n:} 


f{Z)  —  Vl(Z)(z  —  *r)"'i/;2(c}  -f-  F2(<3  )  (  z  —  .r  )"';  b(  z  )  +  F3(:), 

F,,  F2,  F3  étant  des  fonctions  holomorphes  au  poinl  x. 

Ce  qui  précède  suffit  pour  montrer  la  forme  do  cette  solution 
particulière  dans  le  cas  général;  le  résultat  concorde  avec  celui 
qui  a  été  trouvé  pour  les  équations  sans  second  membre:  on  peut 
résumer  ces  résultats  comme  il  suit  : 

* 

L'équation  fonctionnelle  avec  second  membre  non  nul  au 
point  limite  a  une  solution  de  la  forme 

fo(z)-+-(z  —  T  )'«i/,  (Z)b(z)-i-...+  {z—  T)'»*fa(  z  )  b*. 

foi  f\  >  •  •  •  y  foi  étant  des  fonctions  holomorphes  dans  le  domaine 
du  point  limite,  /«i,  ... ,  />?a  étant  les  exposants  des  puissances 
de  v'(x),  qui  sont  solutions  de  l'équation  caractéristique,  plu- 
sieurs de  ces  quantités  pouvant  être  égales. 
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G.  Le  cas  de  q{x)  =  o  se  ramène  au  précédent;  supposons 
cpic  x  soit  racine  d'ordre  k)  si  l'on  pose 

/(;)  =  [B<X>|*Y, 
on  a 

/^•Y+y>1f?'(af)]*YI+...-f-^|?'(a-)|»*Yt=   pf^p  ' 

Cette  dernière  équation  est  du  type  étudié  plus  haut;  son  équa- 
lion  caractéristique  se  déduit  de  l'équation  caractéristique  primi- 
tive par  la  multiplication  des  racines  par  p-n — r« 

r  r  [f  (&)* 

7.  La  même  transformation  permet  d'étudier  les  équations  pour 
lesquelles  q(z)  n'est  pas  holomorphe  au  point  jr,  mais  est  de  la 
forme 

(3  — JT)*0(3), 

a  étant  quelconque  et  8  (s)  une  fonction  holomorphe;  il  suffit  de 
remarquer  que  le  quotient 

q(s) 
IB(3>1* 

est  une  fonction  holomorphe  dans  un  domaine  du  point  x,  qui  ne 
renferme  aucun  zéro  de  q(z)  ou  de  B(3). 

8.  Remarquons  que  la  marche  que  nous  avons  suivie  montre 
(pie  la  connaissance  d'une  solution  d'une  équation  sans  second 
membre  permet  d'abaisser  Tordre  de  l'équation  avec  second 
membre. 

SUR  L'ÉQUATION  LINÉAIRE  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 

DU  PREMIER  ORDRE; 

Par  M.  J.   Le  Roux. 

\.  M.  Bendixson  a  publié,  dans  le  Bulletin  de  la  Société  Ma- 
thématique, une  élégante  Note  sur  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre 

Oz       Oz  r 
ôx        oy' 

Cette  Note  m'a  remis  en  mémoire  quelques  remarques  relatives 
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a  ce  type  d'équations,  que  je  demande   la  permission    d'exposer 
succinctement. 

Considérons  l'équation 

f)z        ..         N  *)z 

Supposons  qu'on  ait  intégré  l'équation  des  caractéristiques 
(a)  *  ^  =f(r,y). 

Par  tout  point  du  plan  [dans  le  domaine  où  f(x,y)  satisfait 
aux  conditions  d'intégrabililé  de  l'équation  (2)],  il  passe  une  ca- 
ractéristique et,  en  général,  une  seule.  La  caractéristique  qui 
passe  au  point  (&o,yo)  peut  être  représentée,  suivant  la  notation 
de  M.  Bendixson,  par 

Il  s'agit  maintenant  d'intégrer  l'équation  (1),  de  manière  que 
l'intégrale  prenne  des  valeurs  données  sur  une  courbe  G.  Le  pro- 
blème de  l'intégration  consiste  :  i°  à  donner  le  moyen  de  calculer 
la  valeur  que  prend  en  un  point  arbitraire  M  du  plan  l'intégrale  z 
qui  satisfait  aux  conditions  initiales  indiquées  ;  2°  à  déterminer 
les  singularités  de  cette  intégrale  et  les  limites  du  domaine  où  elle 
se  trouve  définie. 

Or,  ce  problème  est  ici  immédiatement  résolu.  En  effet,  l'iden- 
tité 

.  ôz    .  Oz  dz        \<ly 

dz  —    - -dx  -h  --  dy  =   —  d.r     -y     —  f{  .r,  y 

montre  que,  lorsqu'on  se  déplace  sur  une  caractéristique,  on  a 
dz  =  o;  par  suite,  z  conserve  la  même  valeur  en  tous  les  points 
d'une  même  caractéristique. 

Cela  posé,  considérons  la  caractéristique  du  point  M(.r0,  r0), 
définie  par  l'équation  (3).  Elle  rencontre  la  courbe  (C)  (Jig.  1) 
en  un  point  P(£,  y,).  On  a,  d'après  la  remarque  précédente. 

ou  bien,  d'après  l'équation  (3).  qui  donne  y,  =  -ii  ;.  .r„.  r0)  : 


tut 
M    

Supposons  que  la  courbe  (C)  soit  une  parallèle  à  Or,  x  =  £  ; 
alors  £  désigne  une  constante  déterminée  dans  l'équation  (5)  et 
z($,  Tè)  une  fond  ion  connue  de  yj.  L'équation  (5)  détermine  donc 


complètement  la  valeur  de  l'intégrale.  Si  la  valeur  initiale  de  l'in- 
tégrale, w($,  rj),  se  réduit  à  r,,  on  trouve  l'intégrale  particulière 
signalée  par  M.  Bendixson, 

En  résumé,  pour  calculer  la  valeur  de  l'intégrale  en  M,  il  faut 
d'abord  déterminer  la  caractéristique  de  ce  point  et  trouver  en- 
suite son  intersection  avec  la  courbe  (C).  Pour  que  l'intégrale 
existe  en  M,  il  faut  donc  :  i°que  la  caractéristique  existe  en  ce 
point;  9. "  que  cette  caractéristique  rencontre  la  courbe  (C),  sur 
laquelle  on  donne  les  valeurs  initiales  de  l'intégrale.  Le  nombre 
des  valeurs  de  z  est,  en  général,  égal  au  nombre  des  points  d'in- 
tersection. Celte  intégrale  se  présente,  par  conséquent,  comme 
une  fonction  multiforme.  Les  lignes  de  passage  d'une  détermina- 
tion à  une  autre  (lignes  de  ramification)  sont  les  caractéristiques 
tangeutes  à  la  courbe  C. 

Considérons,  par  exemple,  l'équation 

.. ,  àz  àz 

(<>)  t- y  —-  —  o. 

à  y       J  àx 

Les  caractéristiques  sont  des  cercles  concentriques. 

Supposons  qu'on  donne  les  valeurs  de  z  sur  un  arc  de  courbe  AB 
(Jig.  a).  Traçons  les  cercles  caractéristiques  passant  aux  extré- 
mités de  Tare  et  le  cercle  caractéristique  tangent  en  D  a  AB.  Ces 
trois  cercles  partagent  le  plan  en  quatre  régions,  numérotées  sur 
la  figure  1,2,  3,  .{.  Dans  les  régions  1  et  \  l'intégrale  n'existe  pas  ; 
xxv.  5 
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dans  la  région  2,  elle  admel  deux  valeurs  distinctes  en  général,  et 
dans  la  région  3  une  seule  valeur. 

Le  calcul  de  la  valeur  de  l'intégrale  en  un  point  M  de  Tune  de 

Fig.  2. 


ces  régions  est  équivalent  à  ce  problème  courant  de  Géométrie 
descriptive  :  Placer  un  point  sur  une  surface  de  révolution 
d' axe  vertical. 

Les  caractéristiques  limites  du  domaine  d'existence  de  l'inté- 
grale et  les  caractéristiques  de  ramification  sont  constituées  par 
les  lignes  de  contour  apparent  horizontal. 

2.    Ces  considérations  s'appliquent  également  aux   équations 
linéaires  à  second  membre. 
Soit  à  résoudre 


(7) 


ôz  ùz       „ . 


Désignons  par  À  une  intégrale  de  l'équation 


(:') 


a  —  =  o, 

Ox  ôy 


et   prenons   comme    nouvelles   variables  x  et  \.    L'équation  (7) 
devient 


(8) 


dz       ^, 


en  désignant  par  V(x,y)\  ce  que  devient  ¥(x,y)  quand  on  y 
remplace^  par  sa  valeur  en  fonction  de  x  et  de  /. 
On  a  donc  (Jig.  1) 


-M 


*»i» 


/      F(.r.  y  >>  dx. 
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L'intégrale   /     F(j:,  y)\dx  est  prise  en  supposant  X  constant, 

c'est-à-dire  en  remplaçant  y  par  une  fonction  de  xy  telle  que  le 
point  (jr,  r)  décrive  la  caractéristique  PM.  La  valeur  de  cette  inté- 
grale est  d'ailleurs  indépendante  du  choix  de  l'intégrale  particu- 
lière a  de  l'équation  (7')  et,  par  suite,  de  la  valeur  numérique  de  A. 
Elle  ne  dépend  que  de  la  position  géométrique  de  la  caractéris- 
tique d'intégration  PM. 

3.  Les  fonctions  z  étudiées  dans  les  développements  précédents 
peuvent  être  déterminées  lorsqu'on  connaît  les  caractéristiques  et 
les  valeurs  initiales  ;  mais,  pour  qu'elles  soient  réellement  des 
intégrales  de  l'équation  considérée,  il  faut  qu'elles  admettent  des 
dérivées  partielles  par  rapport  à  a*  et  par  rapport  à  y.  M.  Ben- 
dixson  a  démontré  que  l'intégrale  déjà  signalée 

admet  ces  dérivées  et  satisfait  à  l'équation  (1).  II  est  d'ailleurs 
facile  de  démontrer  que  l'existence  de  l'une  des  dérivées  entraîne 
celle  de  l'autre.  En  effet,  l'équation 

(3)  y  =  ty(v,  *Wo  ) 

exprime  que  le  point  (x,  y)  est  situé  sur  la  caractéristique  passant 
au  point  (x0^y0).  Mais,  à  cause  de  la  détermination  univoque  des 
caractéristiques  dans  le  domaine  où  nous  nous  plaçons,  celle  même 
courbe  pourra  être  définie  parla  condition  de  passer  au  point  (j?,^). 
De  sorte  qu'on  peut  regarder  comme  coordonnées  courantes  soit 
( j,  /),  soit  (j0,  J'o)'  Prenons  comme  variables  (x0,  y0)  et  re- 
gardons x  et  y  comme  des  constantes.  Sur  la  caractéristique  (3) 
nous  aurons  constamment 

(y)  -j^r  =/<■''<»  vu). 

Mais  nous  avons  aussi,  pour  tout  déplacement  situé  sur  la  caracté- 
ristique, 

ou  bien 

ty(jr, x0-h  \x0y0-<-±j'o)—  '|(j-, T0,yo-+- ±yo).K 

Aj"i, 

.  1 

'}(.7-,./ft,/„-rA/o)-^i*.J'o,r;»\1.   _   ,x 
—  ._       — -  a  >  o  -     o. 

A  >„ 
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Or  -f—  tend  vers  une  limite  déterminée  lorsque  Ax0  tend    vers 

Axq  ■ 

zéro  ;  si,  d'autre  part,  la  dérivée  de  ^  par  rapport  à  x0  existe  et 
qu'elle  soit  une  fonction  continue  de  j*0,  le  rapport 

qui  est  indépendant  de  Ax0,  tendra  aussi  vers  une  limite   déter- 
minée lorsque  A^'0  tendra  vers  zéro. 

Nous  aurons,  de  plus,  d'après  l'équation  (9), 

Donc  l'existence  d'une  dérivée  continue  relative  à  un  déplace- 
ment extérieur  à  la  caractéristique  entraîne  l'existence  d'une  dé- 
rivée relative  à  un  déplacement  quelconque,  et  la  fonction  i  est 
une  intégrale  de  l'équation  (1). 

Il  ne  reste  plus  qu'à  démontrer  l'existence  d'une  dérivée,  par 

exemple  de -7^- •  Les  mêmes   considérations    géométriques    nous 

conduiront  facilement  à  l'élégante  formule  de   M.  Bendixson. 

Considérons  les  caractéristiques  des  deux  points  M(x0,  cV0)  et 

M'(j:o,7o4-  4^«)î  e"es  rencontrent  la  droite  x  =  \  {fi g-  3)  aux 

points  P($,  r\)  et  P^S,  tj  4-  Air)).  Je  dis  que  '/\  est  une  fonction  con- 

Fig.  3. 


<V)> 


tinue  de y0  dans  le  domaine  D  où  nous  nous  plaçons  si  les  condi- 
tions suivantes  sont  vérifiées  :  i°  en  tout  point  du  domaine  il 
passe  une  seule  caractéristique  bien  déterminée,  sans  points  sin- 


-  Ci)  - 


o 

^ 


uliers  ni  tangentes  parallèles  à  Oy ',  !A°  les  arcs  de  caractéris- 
tiques MP,  MP',  .  •  .  ne  sortent  point  de  ce  domaine.  Donnons- 
nous  un  nombre  e  >  o  suffisamment  petit  pour  que  les  caractéris- 
tiques des  points  (£,  r{  —  e)  et  (£,  Té4-£)  puissent  rencontrer  la 
droite  x  =  x0  sans  sortir  du  domaine  D;  comme  deux  arcs  de 
caractéristiques  ne  peuvent  pas  se  traverser  dans  ce  domaine,  il  en 
résulte  que  la  première  (celle  du  point  Ç,  y;  —  e)  est  située  tout 
entière  au-dessous  de  MP,  et  la  seconde  tout  entière  au-dessus. 
Soient  v0  —  a  et  Vo-h  ,3  les  ordonnées  des  points  où  elles  ren- 
contrent la  droite  x  =  xQ  ;  l'inégalité 

-*<Ay0<? 
entraînera 

-  £  <  \rt  <  s, 

ce  qui  démontre  la  continuité.  Cela  posé,  considérons  deux  courbes 
dont  nous  désignerons  par  Y  et^  les  ordonnées  qui  correspondent 
à  une  même  valeur  de  x.  On  a  évidemment 

„_,_T.-„+Jf  (£-£)-.. 

Appliquons  cette  remarque  aux   deux  caractéristiques  MP  et 
MP'  ;  nous  aurons 

Aro       X.  *y  Aro 

Dans  cette  formule  y  et  y -h  Ay  désignent  les  ordonnées  des 
deux  courbes  MP  et  MP' 

y  =  ty(x,  x0l  70)        y  +  ±y  =  <M^,^o,  Jo-+-  Avo). 

La  fonction 

f(x,y-*-±y)—f(*,y)  ±r 

étant  une  fonction  continue  de  x  dans  l'intervalle  de  x0  à  ç,  ou  a 

/(5,ti-4-Ati)-/(Ç,ti)    At, 


Ar,  Ay0  ' 


et,  par  conséquent, 


1   =  *r  ••• 


a>- 
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Si  donc  f(x,y)  admet  une  dérivée  continue  par  rapport  à  y, 
on  aura 


7f'y{r,y)dx 


=  e   •*» 


l'intégrale  étant  prise  suivant  la  caractéristique. 

Considérons  maintenant  la  fonction  z(x0,y0)  définie  par  l'équa- 
tion (5),  et  supposons  qu'on  la  détermine  par  la  condition  de  se 
réduire  à  F(r,)  pour  x  =  £.  On  a  alors 

-(^o,  v0)=  F[^({,t0,^o)]. 

dF 
Si  la  dérivée  -v-  existe,  il  en  sera  de  même  des  dérivées 

ai)  J 


dz  _  dF   dri 
dx0        dr\  dx0 

dz   __  dF  dt\ 
dyQ  ~~  dri  djrQ 


[rt  =  ty(l.x0,y0)h 


qui  satisferont  à  l'équation  (1). 

L'équation  avec  second  membre  (7)  nous  fournit  des  résultais 


analogues. 


Considérons  l'expression 


u=   !     F(x,y)\dx. 


Désignons  par  -3-  et  -7-  les  dérivées  prises  en  regardant  jc  et  y 
comme  variables  indépendantes  ;  par  —  et  -^  les  dérivées  obtenues 

1  l        Ox         ÔK 

en  prenant  comme  variables  x  et  A. 
On  a 


L'intégrale 


/ 


•y  F' 

...  \4  Ur 


aura  une  valeur  bien  déterminée  si  F^.et  )/r  sont  des  fonctions 
continues,  la  seconde  étant  différente  de  zéro  sur  la  courbe  d'in- 
tégration, ce  qui  suppose  que  la  caractéristique  n'a  pas  de  tan- 
gentes  parallèles   à   Ox.    Dans  cette  Inpolhèsc,   les    dérivées  -=- 

1  '   '  <f.r 


fc 
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du 
et  -j~  ont  pour  expressions 


—  =  *(T,jr)+l 
a.r  * 


du 
dy 


La  fonction  //  est  l'intégrale  particulière  de  l'équation  (7)  qui 
s'annule  sur  la  droite  x  =  x0. 


SUR  CERTAINES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  D'ORDRE  SUPÉRIEUR 
ANALOGUES  A  L'ÉQUATION  DE  GLAIRAUT  ; 

Par  M.  L.  Raffy. 

Après  avoir  fait  connaître  {Bull,  de  la  Soc.  ma  thé  m.  de 
France,  t.  XXIII,  p.  5^  et  suiv.)  une  classe  étendue  d'équations 
du  premier  ordre  qu'on  intègre,  à  la  façon  des  équations  de  Glai- 
raut,  en  y  remplaçant  la  dérivée  par  une  constante  arbitraire,  j'ai 
remarqué  (ibid.,  p.  63)  qu'une  propriété  analogue  appartient  à 
l'équation  linéaire 

X^  3?*" 

<p=-^ -*•/-+-  -77"  —  ...-K-  i)'«  — ^'"J  =  o, 

puisque  son  intégrale  générale  est 

C  C 

y  —  C,a?H Jar1  — ...-+-(—!)'«  —*m    =0. 

2  !  m  : 

Je  me  propose  actuellement  de  retrouver  et  d'étendre  ce  résultat. 
Considérons,  à  cet  effet,  l'expression  différentielle  ç  et  formons 
ses  dérivées  successives,  en  traitant  y,  y,  •••îJ/,(m,  comme  des 
constantes.  Je  dis  d'abord  que  l'équation  différentielle 

*^         ?.  î  '  m  :  ^  \dx     ôx1  0xm  J 

où  F  é'.ç*  une  fonction  arbitraire,  a  pour  intégrale  générale 

ci)     y    -  C,.r— -±i.r*      ...  —  (—  1)'"  Jll  ,T>»    =  F  (  C,.  G2.  . . . ,  C,„  ). 
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En  difl'érentiant  l'équation  (i),  on  trouve  un  résultat  de  la  forme 

ce  qui  est  une  analogie  avec  l'équation  de  Clairaul.   D'après  cela, 
posons 

^t  .  «  .    /      ...»  ^*w 


m 

9 


L'application  répétée  de  la  formule  de  Taylor  à  ce   polynôme 
donne 

Il  =  (_  ,  )ryir)(x  _  X)  =  (__  |)r/ri(o)  =  Cr 

(r  =  i,  a,  . . .,  m). 
Substituant  ces  expressions  dans  l'équation  (i),  on  trouve 

Co  =  I1  (Ci,  Cj,  . . .,  Cm ), 
ce  qui  démontre  la  proposition.  Mais  il  y  a  plus.  L'identité 

do       x*  d' ©  jp,h  àm  o 

V  =  O(O)  =  o(X X)  =  o(#)  —  X  -^    H r   -r- :   —  .  .  .  H-( l)m  r   i 

donne  visiblement 

do        a*5  d*o  ,  .r"1  dmo 

Q(x)=y-+-x-r> r  — ^  -h  . . .  —  (—  i)m  — r  -; — L  • 

' v    '      J  àx        il  !  ôx*  v       '     m  !  dj-'» 

Si  donc  on  écrit  l'équation  (1)  sous  la  forme 

^   /(H        O-o  ômx\       „  / ô'o        d*o  d"*o\ 

\  ôx        *)x*  ôxm  J  \  the        Ox*  ox'»  J 


on  voit,  par  comparaison  avec  la  relation  (:>/),  qtfo//  obtient  son 
in  té g  va  le  gé  n  éra  le 

*I»  (  Ci,  C5, . .  . .  (*,„  )  —  r  (  ( n ,  ( if.  . .  . ,  (.*,,,  ) 

en  y  remplaçant  les  dérivées  successives  de  3  par  des  constantes 
arbitraires. 

Ainsi    se    trouve    généralisée    la    propriété    des    équations    de 
Clairaut. 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU  7  AVRIL  1897. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    PICARD. 

Communications  : 

M.  d'Ocagne  :  Sur  les  sur/aces  gauches  circonscrites  à  une 
surface  donnée  le  long  d'une  courbe  donnée, 
M.  (FOcagne  :  Remarque  sur  V inversion. 
M.  Lecornu  :  Sur  le  frottement  dans  les  engrenages. 

M.  Picard  donne  lecture  de  la  préface  qu'il  a  écrîle  pour  l'édi- 
tion des  Œuvres  de  Galois,  qui  va  prochainement  paraître  sous 
les  auspices  de  la  Société. 

M.  Dumont  adresse  un  Mémoire  :  Sur  les  surfaces  du  troisième 
ordre,  qui  sont  polaires  réciproques  d'elles-mêmes  par  rap- 
port à  une  quadrique. 


SÉANCE  DU  23  AVRIL  1897. 

PRÉSIDENCE  DE  M.  PICARD. 


Comm  un ications  : 

M.  Bioche  :  Propriétés  des  surfaces  algébriques  passant  par 
une  courbe  gauche  et  admettant  cette  courbe  comme  ligne 
(tsymptotique. 

M.  Mannlicim  :  A  propos  d'un  théorème  connu  de  Géométrie. 


xxv. 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  LES  SURFACES  DU  TROISIÈME  ORDRE  QUI  SONT  POLAIRES 
D'ELLES-MÊMES  PAR  RAPPORT  A  UNE  QUADRIQUE  ; 

Par  M.  F.  Dumont. 

Si  Ton  considère  le  tableau  des  vingt-trois  classes  de  surfaces  du 
troisième  ordre  (voir  Salmojv,  Géométrie  analytique,  traduction 
Chemin),  on  voit  que  les  seules  surfaces  à  la  fois  de  troisième 
ordre  et  de  troisième  classe  sont  :  i°  les  surfaces  à  trois  l>  in  odes 
B3  (•  )  (notation  Salmon);  2°  les  surfaces  réglées. 

Ces  deux  classes  de  surfaces  sont  donc  les  seules  contenant  des 
surfaces  susceptibles  de  se  reproduire  elles-mêmes  par  une  trans- 
formation dualistiquc.  Considérons-les  successivement. 

i°  Surfaces  à  trois  b inodes  B3. 

Les  trois  biplans  ont  pour  arêtes  trois  droites  concourantes; 
soient  BA,  B'A*,  B"A  ces  trois  droites,  B,  B',  B"  étant  les  trois 
binodes.  Dans  la  figure  transformée,  chaque  binode  B  a  pour 
transformé  un  plan  b,  tel  que  toutes  les  tangentes  qu'il  contient 
passent  par  deux  points  P',  ly/  transformés  des  plans  //,  p"  clu 
biplan  relatif  à  B. 

Les  trois  biplans  ont  deux  à  deux  une  face  commune,  donc  les 
trois  couples  de  points  analogues  à  (P',  P")  ont  deux  à  deux  un 
point  commun,  c'est-à-dire  que  ces  points  P  sont  au  nombre  de 
trois  seulement  transformés  des  trois  plans  BAB\  B'AB",  B"AB  et 
qu'ils  sont  dans  un  même  plan  a  transformé  de  A. 

En  résumé,  la  surface  transformée  possède  trois  points  par  cha- 
cun desquels  passent  une  infinité  de  tangentes  situées  dans  deux 
plans;  les  trois  couples  de  plans  se  réduisent  à  trois  plans.  La 
surface  a  donc  trois  binodes  comme  la  proposée,  ce  qui  pouvait 
être  affirmé  a  priori. 


(•)  On  rappellera  ici  qui*  les  binodes  13.  sont  les  points  doubles,  dont  le  cône 
tangent  est  dégénéré  en  deux  plans  dont  l'ensemble  constitue  ce  que  l'on  appelle 
le  biplan y  l'arétc  du  biplan  n'étant  pas  située  sur  la  surface. 


4 
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Prenons,   pour  tétraèdre  de   référence,   le  tétraèdre  BB'B"A, 
l'équation  de  la  surface  du  troisième  ordre  considérée  a  la  forme 


(i)  zyt  —  mzz=  o. 

Pour  que  la  polaire  réciproque  de  (i)  par  rapport  à  une  qua- 
drique  puisse  coïncider  avec  (1),  il  faut  d'abord  que  le  tétraèdre 
soit  autopolaire  par  rapport  à  cette  quadrique.  Ainsi  la  quadrique 
doit  avoir  une  équation  de  la  forme 

(2)  p>r* -+-  qy*-**-  rzx-± ■  st*=  o. 

En  cherchant  l'équation  de  la  polaire  réciproque  de  (1)  par  rapport 
à  (  a),  on  trouve 


mpgs 
Donc,  si  l'on  a  la  condition 


l  3  )  xyz z*  =  o. 

V  f  ^  mm —     —    — 


/'3 

(  {  )  =  —  m*. 

inpqs 

les  surfaces  (1)  et  (3)  coïncident.  Ainsi,  pour  une  surface  (1) 
donnée,  on  peut  trouver  une  double  infinité  de  quadriques  par 
rapport  auxquelles  la  surface  (1)  est  autopolaire.  Si  la  donnée  est 
la  quadrique  (2)  directrice  de  la  transformation,  à  chaque  tétraèdre 
autopolaire  par  rapport  à  cette  quadrique  correspondent  deux 
surfaces  cubiques  autopolaircs  par  rapport  à  la  même  quadrique 
(correspondant  à  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  de  m). 

2°  Sur/aces  réglées. 

Les  surfaces  réglées  cubiques  sont  réparties  dans  deux  classes  : 
i°  les  surfaces  à  deux  directrices  rcctiligncs,  l'une  droite  double, 
l'autre  droite  simple  de  la  surface;  20  les  surfaces  à  une  directrice 
rectiligne  droite  double,  mais  sans  directrice  simple  (surfaces  de 
Caylcy). 

Considérons  les  surfaces  à  deux  directrices  et  supposons  ces 
directrices  l'une  et  l'autre  à  distance  finie. 

Ces  deux  directrices  sont  interverties  par  la  transformation. 
En  effet,  soient  d  la  directrice  double,  s  la  directrice  simple,  a  et  b 
deux  génératrices  coupant  d  au  même  point  M,  et  5  aux  points  A 
et  B.  Le  plan  MAB,  contenant  MA,  MB  et  la  direct  rire  simple,  se 
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transforme  en  un  point  par  lequel  passent  les  transformées  de  MA, 
de  MB  et  de  s,  lesquelles  transformées  forment  un  trièdre  puisque 
les  trois  premières  droites  forment  un  triangle.  Au  contraire, 
le  trièdre  (d,  a,  b)  a  pour  transformé  un  triangle  dont  un  côté 
est  fixe;  savoir  la  transformée  s'  de  d.  La  surface  transformée 
a  donc  deux  directrices  dont  Tune  s'  transformée  de  d  est  droite 
simple,  et  l'autre  d1  transformée  de  s  est  droite  double. 

Prenons  la  directrice  double  d  pour  arête  X  =  Y  =  o  du  tétraèdre 
de  référence,  la  directrice  simple  s  pour  l'arête  opposée  Z  =  T  =  o, 
et,  en  outre,  deux  génératrices  de  la  surface,  ne  coupant  pas  d  au 
même  point,  pour  arêtes  opposées  X  =  Z  =  o  et  Y  =  T  =  o; 
l'équation  de  la  surface  proposée  sera  de  la  forme 

(i)  Bj^s  ■+-  Cx*t  -h  iF*xyz  -4-  iF  xyt  =  o. 

Prenons  pour  quadrique  directrice  de  la  transformation 

{?.)  mx*-\-  n  y* -\- p  z1 -\-  qtl  =  o. 

L'équation  de  la  surface  polaire  réciproque  de  (i)  par  rapport 
à  (?. )  s'obtiendra  en  éliminant  x0,y0,  z0,  t0  entre  les  équations 

2C:r0*o-+-  2E/o^q+  zFy0t0  _  iBy0z0-+-  2Exoz0  +  2Fa?0t0 

mx  ny 

(3)    -  J 

i  _  toyl-h*Ex0y0        Cxl  +  'iFxoyo 

\  ~~  pz  ~  qt 

et 

mjr0x  -h  ny0y  ->- pz0z  -\-  qtqt  =  o. 

Éliminant  d'abord  /0  et  ^ot  on  arrive  à  l'équation 

(mx0x  -+-  ny0y  )  (CE.rJ  ->~  BFyl  -h  BCx0y0)  =  o, 
c'est-à-dire  à 

(  4  )  CE  .rj  -f-  KFyl  ■+-  llCx0y0  -  o 

OU 
(5)  mxQx  -h  n yQy  —  o. 

Les  deux  derniers  rapports  (3)  donnent  une  équation  en  .r0  cly0. 
L'élimination  de  —  entre  cette  équation  et  (\)  donne  une  équa- 
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lion  indépendante  de  /w,  ai,  qui  n'est  pas  celle  de  la  surface  cher- 
chée. L'élimination  entre  cette  même  équation  et  (5)  donne 

((})  Cpn*y*z  —  ïlqmi&it  -+-  i¥  pmnxyz  —  >.Eqmnxyt  =  o, 

équation  de  la  même  forme  que  (1). 

Pour  que  les  équations  (i)  et  (6)  représentent  la  même  surface, 
il  faut  que  les  conditions  suivantes  soient  remplies  : 

Cpn*  _  __  Bqm*  __       E       _  F 

B      ~~  C  Fpmn        —  Eqmn 

c'est-à-dire 

E  -  _  Ë!  /«  _  CE 

q  ~~        F*  *  ~n  ~~  BF  " 

La  surface  directrice  a  donc  pour  équation 

CE**  -+-  BFy*  H-  K(E*s»  —  F*/*)  =  o, 

Iv  étant  un  paramètre  arbitraire. 

Considérons  maintenant  les  surfaces  réglées  à  plan  directeur, 
pour  lesquelles  c'est  la  directrice  simple  qui  est  supposée  transpor- 
tée à  l'infini.  Prenons,  en  coordonnées  cartésiennes,  la  directrice 
double,  pour  Ozf  une  des  génératrices  pour  Ojr,  le  plan  de  cette 
génératrice  et  de  la  directrice  simple  pour  plan  z  =  o,  le  plan 
passant  par  Oz  qui  contient  celle  des  génératrices  qui  est  à  Tin- 
fini,  pour^  =  o,  l'équation  de  la  surface  est 

(  i  '  )  by*  z  -+-  2  e  xyz  -+-  Cr*  -+-  ?fxy  =  o. 

Un  calcul  analogue  au  précédent  montre  que  la  transformée  par 
rapport  à  la  quadrique 

Cex*-~  bfy*+Ke*  3*  =  K/* 

coïncide  avec  la  surface. 

Considérons  en  troisième  lieu  les  surfaces  à  plan  directeur  pour 
lesquelles  la  directrice  double  est  à  l'infini.  Leur  équation  peut  se 
ramener  à  la  forme 

(  i  "  )  a  z*y  -h  >.gzx  -h  'i  h  zy  ■+■  dx  =  o, 

et  l'on  trouve  encore,  par  un  calcul  analogue,  l'équation  de  la  qua- 
drique directrice  de  la  transformation. 
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Si  Ton  considère  maintenant  une  surface  de  Ca^ley,  dont  l'équa- 
tion peut,  comme,  comme  on  sait,  se  réduire  à 

x3  -+-  3y(  2  / xt  -+-  hyz  )  =  o 

(en  prenant  la  droite  double  pour  axe  x  =y  =  o  et  celui  des  deux 
plans  tangents  passant  par  cette  droite,  qui  est  fixe,  pour  plan 
y  =  o),  on  voit  que  la  droite  double  d  étant  la  seule  droite  de  la 
surface,  autre  que  les  génératrices,  il  faut,  si  la  surface  est  auto- 
polaire, que  d  soit  ou  bien  sa  propre  transformée,  ou  bien  celle 
d'une  génératrice  g.  Or,  cette  dernière  hypothèse  est  à  rejeter, 
car  toute  autre  génératrice  g1  aura  une  transformée  g\  rencon- 
trant g  y  puisque  gr  coupe  la  droite  double;  mais  g\  coupe  aussi  la 
droite  double  d.  Ainsi  g\,  g  et  d  seraient  dans  un  même  plan. 

Il  faut  donc  supposer  que  d  se  transforme  en  elle-même.  Or, 
pour  cela,  la  quadrique  directrice  doit  contenir  d. 

Les  génératrices  se  transforment  deux  à  deux,  mais  il  y  en  a 
deux  qui  sont  transformées  d'elles-mêmes  et  qui,  par  conséquent, 
doivent  aussi  se  trouver  sur  la  quadrique  directrice.  Le  calcul  se 
dirigerait  d'une  manière  analogue. 


NOTE  A  PROPOS  D'UN  THÉORÈME  CONNU  DE  GÉOMÉTRIE  : 

Par  M.   A.    Mazvmieim. 

Le  théorème  dont  il  s'agit  est  généralement  énoncé  ainsi  : 

«   Dans  tout  quadrilatère  circonscrit  à  une  surface  du  second 
»>   ordre  les  quatre  points  de  contact  sont  dans  un  même  plan.  » 

Cet  énoncé  est  trop  absolu,  car  il  y  a  des  quadrilatères  circon- 
scrits à  une  quadrique  pour  lesquels  cette  propriété  n'existe  pas. 
La  démonstration  même  dont  on  a  fait  usage  pour  obtenir  le 
théorème  précédent  permet  d'arriver  à  celte  remarque.  On  a 
appliqué  le  théorème  de  Carnot  qui,  dans  le  cas  actuel,  conduit 
à  une  relation  dont  tous  les  termes  sont  au  carré;  on  a  alors  pris 
la  racine  sans  faire  précéder  celle-ci  du  double  signe  qu'elle  com- 
porte. Le  signe  plus  a  donné  le  théorème  précédent,  a\ec  le  signe 
moûts  mi  aurait  trouvé  les  quadrilatères  qu'on  a  négligés.  On  peut 


\ 
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aussi  montrer  de  la  manière  suivante  l'existence  de  ces  derniers 
quadrilatères. 

Appelons  (S)  la  quadrique  donnée,  /,  m,  /i,  p  les  points  où 
elle  est  touchée  par  les  côtés  L,  M,  N,  P  d'un  quadrilatère  gauche. 
Prenons  Tune  des  extrémités  du  côtéL  comme  sommet  d'un  cône 
circonscrit  à  (S).  Ce  cône  coupe  en  deux  points  le  côté  N  opposé 
5  L.  Les  génératrices  de  ce  cône  qui  passent  par  ces  points  sont  P, 
et  une  tangente  Q  qui  forme  aussi  avec  L,  M,  N  un  quadrilatère 
gauche  circonscrit  à  (S).  Si  q  est  le  point  de  contact  de  Q,  on  voit 
tout  de  suite  que  ce  point  ne  peut  être  dans  le  plan  qui  contient 
/,  m,  n9p  que  si  L  et  N  sont  dans  un  même  plan,  et  cela  est  con- 
traire à  l'hypothèse;  donc  L,  M,  N,  Q  forment  un  quadrilatère 
gauche  pour  lequel  les  points  de  contact  des  côtés  ne  sont  pas 
dans  un  même  plan  (  *  ). 

Pour  préciser  davantage,  voici  ce  que  j'ajoute. 

Transformons  la  quadrique  (S)  en  une  sphère  et  conservons  les 
mêmes  notations. 

Supposons  fixes  les  tangentes  L,  N  et  rendons  mobile  la  tan- 
gente  M  en  V assujettissant  toujours  à  rencontrer  ces  droites; 
cherchons  le  lieu  (m)  de  son  point  de  contact  m  avec  la 
sphère  (S). 

Par  L  et  m  faisons  passer  un  plan;  il  coupe  la  sphère  (S)  sui- 
vant un  cercle  tangent  en  m  à  M.  De  même  le  plan  (N,  m)  donne 
un  cercle  tangent  en  m  à  M.  On  peut  donc  considérer  sur  (S) 
deux  séries  de  cercles  ;  l'une  des  séries  est  déterminée  par  des  plans 
passant  par  L  et  l'autre  par  des  plans  passant  par  N.  La  courbe  (m) 
est  le  lieu  des  points  où  les  cercles  de  l'une  des  séries  touchent 
les  cercles  de  l'autre  série. 

Pour  déterminer  la  nature  de  (ni),  ainsi  définie,  faisons  une 
inversion  en  plaçant  en  /  le  pôle  d'inversion.  La  sphère  (S)  cl  les 
cercles  tangents  en  n  ont  pour  transformés  un  plan  (S)  et,  sur  ce 
plan,  des  cercles  tangents  entre  eux  en  un  point  v;  la  tangente 


(  »)  Par  le  calcul,  M.  Pruvost,  dans  son  excellent  Ouvrage  :  Leçons  de  Géométrie 
analytique)  a  aussi  Irouvé  qu'il  y  a-deux  genres  de  quadrilatères  circonscrits  à 
une  quadrique  et  que,  seulement  pour  les  quadrilatères  de  l'un  de  ces  genres,  les 
points  de  contact  des  cotés  sont  dans  un  même  plan. 
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commune  en  ce  point  à  ces  cercles  est  la  trace  sur  (2)  du  plan 
(/,  N).  Les  cercles  de  l'autre  série  ont  pour  transformées  des  droites 
tracées  sur  (S)  parallèlement  à  L.  Il  est  facile  de  voir  que  : 

Sur  le  plan  (2)  les  points  où  les  cercles  tangents  en  v  sont 
touchés  par  des  parallèles  à  L  appartiennent  à  deux  droites 
rectangulaires  qui  passent  par  v;  en  outre,  l'une  ou  Vautre  de 
ces  droites  coupe  sous  des  angles  égaux  les  cercles  tangents 
en  v;  enfin  que  ces  deux  droites  rectangulaires,  la  tangente 
en  v  aux  cercles,  et  la  parallèle  à  L  menée  de  v  forment  un 
faisceau  harmonique. 

Revenant  par  inversion  à  la  sphère  (S),  on  obtient  ce  théorème  : 

1.  On  a  sur  une  sphère  une  série  de  cercles  tangents  entre 
eux  en  un  point  let  une  autre  série  de  cercles  tangents  entre  eux 
en  un  point  n.  Les  points  m,  q,  où  ces  cercles  se  touchent  appar- 
tiennent à  deux  cercles  (//*),  (q)  qui  se  coupent  à  angles  droits 
en  l,  n.  Le  cercle  (ni),  ou  (y),  coupe  sous  des  angles  égaux,  en 
leur  point  de  contact  m,  ou  q,  les  cercles  des  deux  séries. 
En  /,  comme  en  n,  les  tangentes  à  (m)  et  à  (q)  et  les  tangentes 
aux  cercles  des  deux  séries,  qui  contiennent  à  la  fois  l,  /*, 
forment  un  faisceau  harmonique. 

D'après  ce  qui  précède  on  peut  énoncer  ainsi  ce  théorème  : 

2.  Le  lieu  des  points  de  contact  avec  la  sphère  (S)  des  tan- 
gentes M  et  Q,  assujetties  à  rencontrer  deux  tangentes  à  cette 
surface,  se  compose  de  deux  cercles  (m),  (q)  qui  se  coupent 
à  angles  droits  en  l,  n  points  de  contact  de  L,  N.  Le  cercle  (m) 
coupe  sous  des  angles  égaux  les  tangentes  M  ;  de  même  pour 
(q)  à  regard  des  tangentes  i).  Les  plans  de  (m)  et  de  [q)  et  les 
plans  déterminés  par  la  corde  In  et  par  chacune  des  tangentes 
fixes  L,  N  forment  un  faisceau  harmonique  ('). 

Si  Ton  transforme  homographiquement  ce  théorème,  on  arrive 
à  une  propriété  relative  à  une  quadrique.  En  conservant  les  mêmes 


(')  Les  tangentes  M  appartiennent  a  un  hyperboloïde  de  révolution,  «le  même 
pour  les  tangentes  Ô:  celte  remarque  intéressante  a  été  faite  par  M.    Hricanl. 
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notations  et  ne  parlant  que  de  la  transformation  de  la  dernière 
partie  de  l'énoncé  du  théorème  2,  on  peut  dire  : 

3.  Le  lieu  des  points  de  contact  avec  une  quadrique  des  tan- 
gentes M  ou  Q,  assujetties  à  rencontrer  deux  tangentes  L,  N 
//  cette  surface,  se  compose  de  deux  coniques  :  les  plans  de  ces 
courbes  et  les  plans  déterminés  par  In  et  par  chacune  des  tan- 
gentes fixes  L,  N,  forment  un  faisceau  harmonique. 

De  cette  propriété  résulte  que  : 

\.  Pour  un  quadrilatère  gauche  formé  par  les  tangentes 
L,  M,  N,  Q  à  une  quadrique,  et  dont  les  points  de  contact  /, 
///,  /*,  q  ne  sont  pas  dans  un  même  plan,  le  point  de  contact  q  est 
l 'harmonique  conjugué,  par  rapport  aux  extrémités  du  côté  Q, 
du  point  où  ce  côté  est  coupé  par  le  plan  (/,  m,  n). 

Getle  propriété,  qui  éclaircit  le  théorème  objet  de  cette  Note, 
peut  s'obtenir  aussi  au  moyen  du  théorème  de  Carnot. 

Remarques.  —  Reprenons  le  théorème  1  pour  le  compléter, 
lorsqu'on  l'applique  à  un  plan. 

Conservons,  sur  ce  plan,  les  lettres  mêmes  qui  désignent  les 
points  ou  lignes  de  la  sphère  en  ajoutant  seulement  l'indice  i. 

Quelle  que  soit  la  position  de  mt  sur  (/Ni)  la  tangente  aux 
cercles  des  deux  séries,  qui  passent  en  ce  point,  faisant  un  angle 
constant  avec  ce  cercle  (m,),  cette  droite  enveloppe  un  cercle 
concentrique  à  (m,).  Il  en  est  de  même  de  la  droite  des  centres 
des  cercles  des  deux  séries.  Ainsi,  dans  le  cas  du  plan,  on  peut 
ajouter  : 

5.  Quelle  que  soit  la  position  de  m,  sur  (/«<),  la  tangente 
aux  cercles  des  deux  séries  qui  y  passent,  et  la  droite  des 
centres  de  ces  cercles,  enveloppent  des  cercles  concentriques 

A  la  sphère  (S)  circonscrivons  un  cône  le  long  du  petit  cercle, 


('  )  On  peut  arriver  à  ce  résultat  eu  faisant  sur  un  plan  arbitraire  la  perspec- 
tive île  rhypcrboloïilc,  lieu  des  tangentes  M,  l'u'il  étant  sur  la  sphère  à  Tune  des 
extrémités  du  diamètre  perpendiculaire  au  plan  de  projection.  Cet  li>  perboloïde. 


section  de  celle  surface  par  le  plan  (  L,  m).  Le  sommet  de  ce  cô 
csl  sur  la  droite  L',  tangente  en  /  à  la  sphère  ei  perpendiculai 
'  L  ;  il  esl  aussi  sur  la  droite  M',  tangente  en  m  à  (S)  et  perpe 
(liei)laire  à  M.  De  même  pour  le  cône  relatif  au  petit  cercle  dcle 
miné  par  le  plan  (N,  m)  son  sommet,  toujours  sur  M',  est  sur 
droite  N'  tangente  en  n  à  (S)  et  perpendiculaire  à  N. 

La  courbe  (m)  est  alors  aussi  le  lieu  des  points  de  contact  de 
tangente  M'  qui  rencontre  L',  N'.  D'après  cela  :  Si  l'on  a  ut 
sphère  et  quatre  tangentes  fixes ,  deux  de  ces  droites  L,  L' 
coupant  à  angles  droits  au  point  l  où  elles  touchent  la  sphèr 
de  même  pour  N,  N',  il  est  possible  de  déplacer  un  angle  dro 
de  sommet  m,  dont  les  côtés  sont  tangents  à  la-sphère  en  i 
point,  de  façon  que  l'un  des  côtés  de  cet  angle  rencontre  L,  T 
tandis  que  l'autre  rencontre  L',  N'. 

Dans  le  déplacement  ainsi  défini,  la  figure  mobile  de  grandei 
invariable  remplit  plus  de  cinq  conditions.  De  là  résulte  la  possi 
bilité  de  trouver  des  propriétés  relatives  aux  axes  instantanés  d 
roi  a  Lion  qu'on  peut  faire  intervenir  pour  obtenir  ce  déplace 
ment- 

En  terminant  je  ferai  remarquer  qu'une  marche  analogue  à  cell 
qui  a  donné  le  théorème  1  permet  d'étudier  ce  qui  concerne  le 
courbes  lieux  des  points  de  contact  des  sphères  de  deux  séries 
le»  unes  tangentes  à  un  plan  en  un  point  et  les  autres  tangentes  ei 
un    loinL  a  un  autre  plan. 


rirconscrit  ;'i  (S)  le  long  de  (m),  CM  Je  révolution;  sra  g  entrai  ri  ces  M  (Vint  d< 
kiiifil.'S  égaux  avec  (m)  et  leurs  perspectives  font  alors  aussi  des  angles  égac 
avei-  ('il,),  par  suite  elles  enveloppent  un  retelc  i  oiiccnlri<]ue  à  leitc  combe-.  1 
mùini,  si  l'on  projette  les  tangentes  M'  à  (S)  ipii  sont  respecliieiiienl  perpend 
lulaires  am  tangentes  M  en  leurs  points  de  routait,  on  obtient  l'autre  cerr 
ronctDtriqtiu  à  (m,). 
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SUR  LES  SURFACES  QUI  PRÉSENTENT  UN  RÉSEAU  CONJUGUÉ 

FORMÉ    PAR   DES    COURBES 
DONT  LES  TANGENTES  APPARTIENNENT  A  UN  COMPLEXE  TÉTRAÉDRAL; 

Par  M.  A.  Demoulin. 


Dans  un  Mémoire  intitulé  :  Sur  deux  classes  de  surfaces 
analogues  aux  surfaces  têtraédrales  {Bulletin  de  la  Société 
mathématique  de  France,  t.  XXIV,  p.  2),  M.  RaflTy  a  posé  cl 
résolu  le  problème  suivant  : 

Trouver  toutes  les  surfaces  représentées  par  les  formules 

*  =  u,(W)V,(t>),      y  =  u,(")Vt(<o,      ~  =  u3(")V3(i>), 

les  fonctions  U/  et  V/  étant  telles  que  les  courbes  u  =  const.  et 
les  courbes  v  =  const.  forment  un  réseau  conjugué. 

Les  surfaces  satisfaisantes  peuvent  être  réparties  en  quatre 
classes  définies  respectivement  par  les  équations 

(0  *=U,V„        ^  =  U,V1,        *  =  V,; 

(II)  x  =  umwni,        y  =  um*vn»,         s  =  um*vn*\ 

(III)  x  =  um%e   %J  *+mt.      y  =  um*e  *J  "+"*'*,      5=  u'">e  '^  v+m%.^ 

IrUdu         f\dv 
0         J  u-ha      J  v-ha 
,..,  .  fVdu         r\ds> 


v  -+-  h 

Vdu         CSdy 

c 


ru  du       r\c 

log  z  =  / h  / 


Les  surfaces  des  trois  dernières  classes  jouissent  d'une  pro- 
priété commune:  les  tangentes  aux  courbes  u  =  const.  et  aux 
courbes  r  =  const.  appartiennent  à  un  même  complexe  tétraédral 
dont  le  tétraèdre  fondamental  a  pour  faces  les  plans  coordonnés  et 
le  plan  de  l'infini. 
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Je  me  propose  de  montrer  que,  réciproquement,  ces  surfaces 
sont  les  seules  qui  présentent  un  réseau  conjugué  exclusive- 
ment formé  de  courbes  dont  les  tangentes  appartiennent  à  un 
même  complexe  tétraédral,  Vitne  des  faces  du  tétraèdre 
fondamental  étant    le  plan   de  l'infini. 

J'indiquerai  ensuite  une  nouvelle  solution  du  problème  de 
M.  Raffy. 

.      I. 

Prenons  pour  plans  coordonnés  les  faces  du  tétraèdre  situées  à 

distance  finie.  Les  courbes  dont  les  tangentes  appartiennent  au 
complexe  tétraédral  satisfont  à  l'équation 

%\xdydz  -+-  n^ydzdx  -f-  a3zdxdy  =  o, 

rj\)  a3,  a3  étant  trois  constantes  dont  la  somme  est  nulle. 

Supposons  que  les  coordonnées  x,  y,  z  de  la  surface  cherchée 

soient  exprimées  en  fonction  des  paramètres  u  et  v  du  système 

conjugué.  On  a 

d*x    _       dx       v>dx 
dudv  du  dv 


du dv  du  Ov 

ôt  z  dz  dz 

—  A  —  -f-  l>    —  • 


dudv  Ou  Ov 


La  tangente  aux  lignes  u=const.,  v  =  const.  appartenant  au 
complexe  tétraédral,  on  a,  en  outre, 


s 
s 


dy  dz  dy  dz  dz   dx  dx  dy 


-  =  o 


ai  x  -f-  —  =  a, x  ~ — —  -+-  a2  y  — - h  x^z   . 

du  du  du  du  du  du  du  ou 

dy   dz  dy  dz  dz   dx  dx  dy 

ai  x  -7-   -7-  =  *i  #    v      -7-    +2jKt- \-  z3  z 7-  =  o, 

dv    dv  dv   dv  dv    dv  dv    dv 


et  le  problème  consiste  à  intégrer  ce  système  de  cinq  équations 
aux  inconnues  :r,  y.  z,  A,  B.  A  cet  effet,  posons 

.r'=logr,         y'  —  lop  v,         c' =lo«:v; 
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les  équations  ci-dessus  deviendront 


(i) 


(;) 


d*x'         .   dx'        _.   dx         Ox'  dx' 

=   A 1-  l> 1 y 

dudv  du  dv        du    dv 

dudv  du  dv         Ou    dv 

d*z'   _       dï  d£         dï  dz' 

\  dudv       x     du  dv         du    dv 


du  dv 


Des  deux  dernières,  on  déduit,  par  différent ialion, 

d*x'  d*x' 

ri    1  dudv  rs    !  dudv 

\du)  \dv) 

Multiplions  les  équations  (i)  par  -^jp>  jj?1^'  ôz^'rcsPcc' 

du   dv      du    dv      du    dv 
tivcmenl  et  additionnons  les  équations  obtenues;  il  viendra,  en 
tenant  compte  des  équations  (a)  et  de  la  relation  ol{  -+-  a2  -+-  a3  =  o, 

d*x' 


(4)  S^dx^x1 


dudv 

=  o. 


du    dv 

Les  équations  (3)  et  (4)  constituent  un  système  de  trois  équa- 

,.    ,   .        ,  ,  •  d*x'         d*y'  d*z' 

lions  linéaires  homogènes  aux  inconnues  ol%  -t — —  »  a2~r->  a3 -r— —  • 

°  dudv        dudv         dudv 

Or,  on  s'en  assurera  aisément,  le  déterminant  des  coefficients  des 
inconnues  n'est  nul  que  si  la  surface  cherchée  est  un  cylindre 
dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  l'un  des  axes  coordonnés. 
Ecartant  cette  solution  évidente,  on  peut  remplacer  les  équa- 
tions (3)  et  (4)  par  les  suivantes  : 

d*x'  __  d*/  _  d*z    __ 

dudv  ~~    '  dudv  ~"    '  dudv  ~~    ' 
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lesquelles  donnent,  par  intégration, 


(5) 


«'  =  UI+V„ 

y  =  u,  +  v, . 


Ui,  U2,  U»  désignant  des  fonctions  arbitraires  de  u,  cl  V«,  V2,  Vs 
des  fonctions  arbitraires  de  c 

Portons  ces  valeurs  de  x1,  y,  z'  dans  les  équations   (i),   il 
viendra 

A         B 

_  +  _  +  ,  =  „, 

A         B 

—  -H^  -,-,=0, 

A         B 

d'où,  par  élimination,. 


VTT         i 


(6) 


1 

1 

ûV 

vî 

I 

1 

ûï 

vî 

I 

I 

«.-     I 


uC    V',    f 


=  o 


(^uanl  aux  équations  (2),  elles  deviennent 


(7) 


=  <>» 


Sv(=0' 


et  Ton  est  ramené  à  l'intégration  des  équations  (6)  et  (-). 

Or,  l'équation  (f))  est  une  conséquence  des  équations  (n\ 
jointes  à  la  condition  a,  -f-  a2  -h  a3  =  o.  II  suffira  donc  de  s'oc- 
cuper de  ces  dernières. 

Ces  équations  sont  susceptibles  d'une  interprétation  géomé- 
trique qui  facilitera  la  discussion.  Si  Ton  se  reporte,  en  effet, 
aux  équations  (5),  on  reconnaît  que  le  problème  actuel  revient 
à  la  détermination  de  la  surface  de  translation,  lieu  des  milieux 
îles  cordes  dont  les  extrémités  s'appuient  sur  deux    lignes    (U) 
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et  (  V)  respectivement  définies  par  les  équations 

a:'  =  aV|,        y=«V,,         i'  =  aV,, 
les  tangentes  à  ces  lignes  étant  parallèles  aux  génératrices  du  cône 


s 


—7  =  0. 


Cela  posé,  on  peut  prendre  pour  (U)  et  (V)  des  droites,  ou 
bien,  pour  (V)  une  droite  et  pour  (V)  une  courbe  proprement 
dilc,  ou  enfin,  pour  (U)  et  (V)  des  courbes  proprement  dites. 

Examinons  successivement  chacun  de  ces  trois  cas. 

I.  (U)  et  (V)  sont  des  droites. 
Soient 

/  Vi  =  mt  logu -t-  ja,,  i\l=ml  logp-Hv,, 

<   U,  =  m,  log  w  -+-  jx,,  <  V,  =  n,  logi>  -4-  v,, 

(  U3  =  m3  logw  -t-  jji3,  (  V3  =  nz  log*>  -h  v3 

les  demi-coordonnées  des  droites  (U)  et  (V).  Ces  droites  étant 
parallèles  à  deux  génératrices  du  cône  v— ,  =  o,  on  a 


(S)  )  ""  m«      ,W3 

)  *i     f  «1    ,     «a 

f  ■ —    -+-  —    4-  —  =0. 

\  nx  nt        /ij 


La  surface  de  translation  correspondante  est  le  plan 

x'  =  mx  logu  -+-  n,  logp  -4-  fi|  -h  V|, 
y'  =  m,  log  u  -t-  /is  loge  -f-  n,  h-  vt, 
5'  =  /w3  Jog  M  -h  /l3  loge  ■+-  fl3  -f-  V3, 

et  la  surface  cherchée  a  pour  coordonnées 

I>\j  P^t  P*  désignant  trois  constantes  arbitraires.  On  reconnaît 
les  surfaces  de  la  deuxième  classe.  Ces  surfaces  peuvent  être 
représentées  par  l'équation 

(9)  x*jr*zc'  =  D, 
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A,  B,  C,  D  étant  arbitraires.  Il  suffira,  en  effet,  de  déterminer  les 
conslantes  //i,,  m2,  m3,  nit  /*2,  n^  par  les  équations  (8),  aux- 
quelles on  adjoindra  les  suivantes  : 

A  nix  -+-  B/n»  -4  C/w3  =  o, 
A /it  +Bn2  +Cn3  =  o. 

D'après  l'énoncé  même  du  problème  dont  la  surface  (9)  est  une 
solution,  les  lignes  u  =  const.  et  v  =  const.  constituent  un  sys- 
tème conjugué,  et  leurs  tangentes  appartiennent  au  complexe 
tétraédral  défini  par  les  constantes  at,  a2,  a3  ;  mais  il  y  a  plus  :  à 
chacun  des  complexes  tétraédraux,  en  nombre  simplement  infini, 
qui  ont  même  tétraèdre  fondamental  que  le  complexe  donné,  il 
correspond  sur  la  surface  un  tel  système  conjugué.  Parmi  ces 
systèmes  conjugués,  il  y  en  a  deux  formés  par  les  lignes  asym- 
ptotiques  de  l'un  ou  l'autre  système. 

II.   (U)  est  une  droite  et  (V)  une  courbe  proprement  dite. 

Soient 

Ui  =  mx  loga  -+-  fit, 

Uj  =  mt  log  w  -h  }i2, 

Us=  msIogM-h  [A3, 

les  expressions  des  demi-coordonnées  de  la  droite  (U).  Exprimons 

S  ~ 
-\  =  o. 

11  viendra 

2l  2*  *;i 

1 1 —  o. 

m  1        ni  2        m  3 
Celte  équation,  rapprochée  de  la  condition 

a,  -4-  a2  -h  a3  —  o, 
montre  que  Ton  peut  prendre  pour  a,,  a2,  a:,  les  quantités 

m,(m,  —  m3),     mi(mz—  //?,),     //?3(//tt  —  ;/?2), 
en  sorte  que  l'équation  du  cône  s'écrive 

'1  niyi  rrii—  w,  ) 


s 


—  o. 


.r 


Les  tangentes  de  la  courbe  (V)  seront  parallèles  aux  génératrices 
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de  ce  cône,  si  Ton  a 

/«i(/nî—  m3) 


s 


v, 


=  O. 


On  satisfait  de  la  manière  la  plus  générale  à  cette  équation  en 
posant 

^  =  ;£-,*< '>• 

g  (y)  étant  une  fonction  arbitraire  de  son  argument. 

On  déduit  de  là  les  coordonnées  de  la  surface  cherchée  : 

fgU>\f/»  fgMrff  ftfv)d*> 

x=  um*  e    J  •'■+■"•1,        y  —  um>e    J  »+mty        z=  um*e    J  "•*-"*•. 
Ces  équations  définissent  les  surfaces  de  la  troisième  classe. 

III.  (U)  et  (V)  sont  des  courbes  proprement  dites. 
Ecrivons  l'équation  du  cône  de  la  manière  suivante  : 

b  —  c       c  —  a        a  —  b 

-, i 7—  H 7—  =  O. 

x  y  z 

Les  tangentes  aux  courbes  (U)  et  (V)  étant  parallèles  aux  géné- 
ratrices de  ce  cône,  on  a 

b  —  c       c  —  a       a  —  />__ 

b  —  c       c  — a       a  —  b 

H ^, —  =  o. 


y  V"  V 

La  solution  la  plus  générale  de  ces  équations  est  donnée  par 
les  formules 

U»,--"-.  Y',=      V 


u  -h  a  v  -h  a 

U  V 

U  -r-  O  "           i»  -h  o 

U  V 


U  -h  V  *  V  -h 

xxv. 
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On  eo  conclut  les  équations  des  surfaces  de  la  quatrième  classe 

/U                C    V 
du  -+-  I dv , 
u  -+-  a           J  v-+-a      ' 

/U                 C    V 
rdu-h  I Tdv, 
u-+-  b           J  v  -+-  b      ' 

/u  r  v 

w  -f-  c  J  v  -+-  c 

Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  a  été  posé  pour  la 
première  fois  par  M.  Sophus  Lie.  D'après  l'illustre  auteur  (f), 
les  surfaces  de  la  quatrième  classe  constitueraient  la  solution  la 
plus  générale  de  la  question.  On  vient  de  voir  qu'à  ces  surfaces 
il  faut  joindre  les  surfaces  de  la  deuxième  classe,  connues  depuis 
longtemps,  et  les  surfaces  de  la  troisième  classe,  découvertes  par 
M.  RafTy  à  l'occasion  du  problème  rappelé  au  début  de  ce  travail. 


II. 


11  y  a   peu  de  chose  à  ajouter  aux  calculs  qui  précèdent  pour 
obtenir  une  nouvelle  solution  du  problème  de  M.  RafTy. 
Soit  à  chercher  les  surfaces  définies  par  les  équations 

*=U|V|,       y=V2Yt,        -  =  U3V„ 

les  lignes  //  =  const.  et  v  =  const.  formant  un  système  conjugué. 
Après  avoir  considéré  le  cas  où  la  dérivée  de  Tune  des  six  fonc- 
tions U/,  V*  serait  nulle,  ce  qui  le  conduit  aux  surfaces  de  la  pre- 
mière classe,  M.  RafTy  est  amené  à  intégrer  l'équation 


l'i 

v, 

in 

v, 

v, 

u. 

v, 

tr,    v, 


=  o 


(*)  Géométrie  der  fleruhrungstransformationen,  |>.  38'|. 
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qui  peut  s'écrire 


i 


i 


(logU,)' 
i 

(togOT)' 
i 


(logv.jr 

f 


(logV,)' 

I 

(logu,)'    oS^Tf 


=  o. 


De  cette  équation,  on  déduit 


(10) 
(il) 

(l'2) 


«i  -4-  at  -+-  (ia  =  o, 


«i 


"t 


<*3 


(logU,)       (logLV)'       (logU,) 


;»  =  °> 


<*! 


«î 


«i 


(iogvt/    dogv,)'     dogv3y 


=  o. 


Je  dis  que  les  rapports  mutuels  des  fonctions  at,  a2,  c/z  sont 
constants. 

En  effet,  les  équations  (10)  et  (i  i)  donnent 


(«i  +  «j) 


«i 


<*t 


d'où 


(logU,)'       (logU,)'       (logU,)' 
—  =  fonction  de  u. 


De  même,  de  (io)  et  (12)  on  conclut  que  --  est  une  fonction 

de  v.  Le  rapport  —  est  donc  constant,  et  il  en  est  de  même  du 

rapport  — • 

On  a  donc,  alt  a.2>  a*  désignant  des  constantes, 

S  u£k?  =  °'      S  (l««  V77  =  °'      S  a» =  °' 

et,  de  ces  équations,  on  déduira,  comme  ci-dessus,  les  surfaces 
des  trois  dernières  classes. 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE   DU   5   MAI   4897. 

PRÉSIDENCE     DE     M.     DE     POL1GNAC 

Communications  : 

M.  Bricard  :  Etude  géométrique  d'un  déplacement  remar- 
quable et  d'un  hyper  boloïde  articulé. 

M.  Raffy  :  Sur  les  sur/aces  conjuguées  à  un  complexe  lé- 
traèdral. 

M.  Laisant  :  Sur  V interpolation  successive. 

M.  Andrade  adresse  une  Note  sur  les  courbes  gauches  asso- 
ciées et  sur  les  développables  circonscrites  à  une  sphère. 


SÉANCE  DU  19  MAI  1897. 

PRÉSIDENCE  DE  M.  PICARD. 


_  0 

Elections  : 


Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  Lacauchie, 
présenté  par  MM.  Lemoine  et  Brocard  ;  M.  l'abbé  de  Montclieuil, 
présenté  par  MM.  Haton  de  la  Goupillicre  et  Kœnigs. 

Co  m  m  u  n  ica  t  io  n  s  : 

M.  Fleury  :  Sur  le  postulatum  d' Euclide. 
M.  Picard  :   Sur  le  nombre  des  conditions  qui  expriment 
qu'une  sur/ace  passe  par  une  courbe  gauche. 

M.  Bot  ulet  adresse  un  Mémoire  Sur  les  transmutations. 

M.  Bkudon  adresse  un  Mémoire  Sur  les  caractéristiques  des 
équations  aux  dérivées  partie/les. 

M.  Lémeray  adresse  la  Note  suivante  : 

Dérivée  des  fonctions  itératives  par  rapport  à  l'indice  d'itération. 

Soit  la  fonction  yy  ~fy  et  ses  puissances  successives,  vV/  =  fi y 
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correspondant  à  la  valeur  x  -f-  i  de  l'indice  d'itération.  On  ne  sait 
pas  le  plus  souvent  obtenir  la  dérivée  de^  par  rapport  à  x\  mais 
on  peut  l'exprimer  au  moyen  d'un  produit  calculable  quel  que 
soit  x,  et  convergent  pourvu  que  la  substitution  y,  fy  tende 
vers  une  limite  Y  qui  est,  comme  Ton  sait,  racine  de  l'équation 
fy — y=o.  Supposons  de  plus  la  convergence  régulière,  et 
considérons  d'abord  le  cas  où  la  dérivée  de  la  fonction  /au  point 
limite  a  une  valeur  a  inférieure  à  l'unité;  on  sait  qu'alors  la  fonc- 
tion 


(i) 


yt  —  Y 

ai 


tend  vers  une  limite  déterminée  pour  *  infini.  Cette  limite  est  la 
même  que  celle  de 

i       dyt 


(a) 


a  *  L  a    di 
Les  limites  de  (i)  et  (2)  sont  identiques  respectivement  à 


t=  te  i  zz 


KJ         '  LLrt yt-x  —  Y  v    '    LaLL  a  dyi-t 


/=l  i—\ 


A  désignant  ~  pour  i  =  o;  c'est-à-dire  ->-•  Donc 


1=  «0 


ï-o-^n^LV&T 


expression  évidemment  convergente  dans  les  hypothèses  faites. 

Supposons  maintenant  généralement  que,  pour  y  =  Y,  les 
p  —  1  premières  dérivées  de  fy — y  par  rapport  à  y  s'annulent. 
La  substitution  y,fy  peut  alors  être  ou  divergente,  ou  conver- 
gente; supposons  qu'il  y  ait  convergence.  On  sait  qu'alors  (f) 

liiiwOv-  Y)/>->  =  ït^—» 


P  étant  la  valeur,  supposée  différente  de  zéro,  de  la  dérivée  p"' 


IDC 


(!)    Un   théorème  sur   les  fonctions   itératives.   {Bull,  de  ta  Soc.    math., 
t.  WIII,  i8(j">.) 
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au  point  limite.  Or  les  deux,  expressions 

(3)  i(yi-  Y  )/>-«,        -  ;»(/>  -  i)Or,_  Y)p-«  & 

ont  la  même  limite;  il  en  sera  de  même  si  Ton  y  remplace  les 
facteurs  *  et  —  i2  par  i  -t- 1  et  —  (i  -h  i)2;  les  limites  des  produits 
ainsi  obtenus  sont  respectivement  identiques  à 


u-'o-ir-T-'G^r 


*"■ 


I  " 


i  =  l 

On  a  donc  une  première  expression 

(4)  dJL  =  n=SZL  (y_Y)'ff—   y'~X    (-?&-)" 

1=1 

En  tenant  compte  de  la  valeur  de  la  limite,  on  a  aussi 


/=• 


dx        V(p  —  i)'  (y 


n/     i    y/n-Y   /  dyt  \-t 


II  convient  de  remarquer  que  si  le  produit  (3)  lend  vers  une 
limite,  il  en  sera  de  même  pour  le  produit  obtenu  en  y  remplaçant 
le  facteur  *  par  j-f-y,  y  étant  un  nombre  quelconque  fini  et  que 
nous  supposerons  entier.  On  pourra  donc  remplacer  dans  l'ex- 

•  •  • 

pression  (  4),  par  exemple,    t —    par    .  —  J- —   Si  Ton  veut  s'en 

servir  pour  calculer  la  valeur  de  la  dérivée,  on  pourra,  en  appe- 
lant A,  une  valeur  approchée  de  A  et  supposée  connue,  détermi- 
ner y  en  posant 

Ai= {y  —  \) , 

p  —  I  Z'+l 

et  en  prenant  pour  y  l'entier  le  plus  voisin  de  /*.  Le  produit  fi 
joue  alors  le  rôle  d'un  facteur  correctif. 

Ces  formules  donnent  la  dérivée  indépendamment  de  jc. 
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M.  E.  Goursat  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  les  équations  linéaires  qui  admettent  quatre  intégrales 
liées  par  une  relation  quadratique. 

Dans  un  article  récent  (voir  Bulletin,  t.  XXV,  p.  36-48),  j'ai 
signalé  une  propriété  des  équations  linéaires  du  second  ordre,  qui 
sont  telles  que  l'on  peut  passer  de  l'équation  à  son  adjointe  par 
une  transformation  (/w,  //)  de  M.  Darboux,  et  j'ai  considéré  en 
particulier  les  équations  (E)  dont  l'adjointe  (E')  se  déduit  de  (E) 
par  une  transformation  de  Laplace.  Il  me  paraît  intéressant  de 
faire  remarquer  que  les  équations  linéaires,  admettant  quatre  in- 
tégrales linéairement  distinctes,  liées  par  une  relation  quadratique, 
qui  jouent  un  si  grand  rôle  dans  la  théorie  des  surfaces,  appar- 
tiennent à  la  classe  générale  dont  je  viens  de  rappeler  la  propriété  ; 
ce  qui  fournit  en  même  temps  la  raison  la  plus  simple  d'une  pro- 
priété curieuse  de  ces  équations. 

Soit  (E)  une  équation  linéaire  du  second  ordre 

(E)  s  -+-  ap  -h  bq  -h  cz  =  o, 

et  soit  (E')  son  adjointe 

.„,  ô*v  dv  dv        /         da        db\     __ 

dx  dy  dx  dy       \         dx       dy  )     ~~ 

Si  l'on  passe  de  l'équation  (E)  à  l'équation  (E')  par  une  trans- 
formation (m,  /i),  l'intégrale  générale  de  l'équation  (E')  est  de  la 

forme 

dz  dmz  dz  ànz 

(.)  „  =  a155+...h-A«s=-*-B,^+...+  B-—  +C=, 

A, ,  . . . ,  A/w,  B, ,  . . . ,  B;/,  C  étant  des  fonctions  déterminées  de  x, 
y  et  z  l'intégrale  générale  de  l'équation  (E).  On  en  déduit  immé- 
diatement que,  si  la  suite  de  Laplace  relative  à  l'équation  (E) 
se  termine  dans  un  sens,  elle  se  termine  aussi  dans  Vautre 
sens.  Supposons,  par  exemple,  que  la  suite  de  Laplace  relative 
à  l'équation  (E)  se  termine  du  côté  des  indices  positifs  après  r 
transformations;  cette  équation  admet  donc  une  intégrale  de  la 
forme 

a,  a ,  ar  étant  des  fonctions  déterminées  de  x,  y*  X  une  fonc- 
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lion  arbitraire  de  x,  etX',  . . .,  X(r)  ses  dérivées.  Si  l'on  substitue 
cette  valeur  de  z  dans  la  formule  (1),  on  en  conclut  que  l'équa- 
tion (E)  admet  une  intégrale  de  même  forme 

la  suite  de  Laplace  relative  à  l'équation  (E')  se  termine  donc,  du 
côté  des  indices  positifs,  après  m  -+-  r  transformations  au  plus. 
Par  suite,  d'après  les  relations  qui  existent  entre  une  équation 
linéaire  et  son  adjointe,  la  suite  de  Laplace  relative  à  l'équation  (E) 
doit  se  terminer,  du  côté  des  indices  négatifs,  après  m  H-  r  trans- 
formations au  plus. 

Rappelons  encore  les  propriétés  suivantes  des  équations  li- 
néaires (').  Soient  x,y,  zy  t  quatre  intégrales  linéairement  dis- 
tinctes d'une  équation  (E) 

d«e         de      .  de 

'  dp  dpi  dp  dpx 

où  nous  désignerons  par  p,  p,  les  variables  indépendantes  ;  si  l'on 
considère  #,  y,  s,  t  comme  les  coordonnées  homogènes  d'un 
point,  ce  point  décrit  une  surface  (S),  sur  laquelle  les  courbes 
p=  const.  et  p,  =  const.  forment  un  réseau  conjugué.  Soient  7/, 
i>,  iv,/?  les  coordonnées  tangentielles  homogènes  delà  surface  (S), 
qui  sont  liées  aux  premières  par  les  relations 


(3) 


/    ux  -+■ 

vy 

-+-  wz  -+- pi  = 

=  0, 

\      dx 

H-  V 

dp 

dz 

H-  W   -r- 
dp 

dt 

=  0, 

j       dx 

-h  V 

dp{ 

dz 

-+•  \v  — — 
dp{ 

dt 

-hp  -— 
àpi 

=  0; 

uy  (•»,  (V,  p  satisfont  à  une  équation  linéaire  de  même  forme  (G) 

dU*  dV       .    r)U  Tî 

dpôpi  dp  dpi 

et,  si  l'on  désigne  par  U  l'intégrale  générale  de  celle  équation  (  f  ), 
l'intégrale  générale  de  l'équation  (E')  adjointe  de  (E)  est  l'expres- 
sion (2,2)  définie  par  la  condition  de  s'annuler  pour  U  =  #/,  i\ 


(')  Da.iboux,  Leçons  sur  ta  théorie  générale  des  sur/aces,  t.  II,  p.  184-190. 
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cv,  p,  c'est-à-dire 


f  T 

dV 

d[} 

d»U 

d*V 

U 

dp 

à?: 

dp* 

dp] 

du 

d'u 

II 

•   •  • 

•  •  . 

•  •  •  • 

•  •  •  • 

dp] 

m     •    • 

w 
P 

•  •  * 

dp 

à? 

•  *  * 

•  •  • 

•  •  *  • 
•  •  •  • 

•     «     • 

à*p 
dp\ 

La  démonstration  de  la  propriété  que  nous  avions  en  vue  est 
maintenant  bien  facile.  Supposons  que  l'équation  (3)  admette 
quatre  intégrales  linéairement  distinctes,  liées  par  une  relation 
quadratique  homogène  à  coefficients  constants  et  à  discriminant 
différent  de  zéro.  Nous  pouvons  admettre  que  cette  relation  a  été 
mise  sous  la  forme 


(5) 


x*-+-y*-+.  z*-*-tt=  O, 


x,r,  z,  t  étant  quatre  intégrales  distinctes.  On  déduit  de  la  rela- 
tion (5) 

dr  dy  dz  dt 

dp        J  dp  dp  dp 

dx  dy  dz  dt 

dpt       J  dpx  dpx  dpx 

et,  en  comparant  avec  les  formules  (3),  on  voit  que  l'on  peut 

prendre 

v=y,        iv  =  zt        p  =  t, 


U  =  X, 


de  sorte  que  l'équation  (4)  sera  identique  à  l'équation  (3).  L'inté- 
grale générale  de  l'équation  (E')  adjointe  de  (E)  est  donc  fournie 
par  l'expression  (2,2)  écrite  plus  haut,  où  U  est  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  (E)  elle-même.  D'après  la  remarque  générale 
faite  en  commençant,  on  en  conclut  que,  si  la  suite  de  La  place, 
relative  à  l'équation  (2),  se  termine  dans  un  sens  après  n  opéra- 
tions, elle  se  termine  dans  l'autre  sens  après  n  -f-  2  opérations  au 
plus. 

On  voit  que  cette  propriété  se  déduit,  au  fond,  de  celle  re- 
marque bien  simple,  qu'un  système  conjugué  tracé  sur  une  qua- 
drique  est  à  lui-même  son  propre  corrélatif. 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


ÉTUDE  GÉOMÉTRIQUE  D'UN  DÉPLACEMENT  REMARQUABLE 
ET  D'UN  HYPERBOLOIDE  ARTICULÉ. 

Par  M.    Raoul   Bricard. 

1. 

Dans  une  Note  présentée  récemment  à  l'Académie  des 
Sciences  ('),  j'ai  dit  quelques  mots  de  la  déformabililé  propre 
à  la  figure  constituée  par  les  génératrices  d'un  même  système  et 
deux  sections  circulaires  parallèles  d'un  hyperboloïde,  ces  diverses 
lignes  étant  supposées  rigides  et  articulées  en  leurs  points  de  ren- 
contre. 

Je  me  propose,  dans  cette  étude,  de  revenir  sur  cette  figure  et 
d'en  signaler  les  propriétés  les  plus  intéressantes. 

Je  commencerai  par  établir  le  théorème  suivant  qui,  peut-être, 
a  déjà  été  remarqué  : 

Deux  sections  circulaires  parallèles  a" un  hyperboloïde  sont 
divisées  semblable  ment  par  les  génératrices  dyun  même  sys- 
tème. 

Considérons,  d'abord,  deux  coniques  quelconques  C  et  C  tra- 
cées sur  un  hyperboloïde.  Les  génératrices  d'un  même  svstùme 
divisent  homographiquement  ces  deux  coniques;  en  effet,  par  un 
point  m  pris  sur  l'une  des  coniques,  on  ne  peut  mener  qu'une 
génératrice  du  système  considéré,  et  cette  génératrice  rencontre 
la  seconde  conique  en  un  point  unique  m1 .  11  existe  donc  une 
correspondance  uniforme  entre  les  points  m  et  m'  des  coniques  C 
et  C,  et  Ton  sait  qu'une  telle  correspondance  est  nécessairement 
homographique. 

Si  a  et  a!  sont  les  points  d'intersection  des  deux  coniques,  cha- 
cune de  ces  points  est  son  propre  homologue  dans  cette  corres- 
pondance homographique. 


(')  Comptes  rendus  des  séances,  l.  CXXIIl,  p.  o3(». 
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Supposons,  maintenant,  que  les  coniques  C  et  C  soient  deux 
cercles  situés  dans  des  plans  parallèles  P  et  1*.  Les  points  a  et  a' 
deviennent  les  points  cycliques,  confondus  deux  à  deux,  des 
plans  P  et  P' ;  les  deux  divisions  homographiques,  déterminées 
sur  les  deux  cercles  par  les  génératrices  d'un  même  système  de 
l'hyperboloïdc,  sont  donc  telles  que  les"  points  cycliques  du 
plan  P,  points  qui  appartiennent  à  la  première  division,  aient 
pour  homologues,  dans  la  deuxième  division,  les  points  cycliques 
du  plan  P'.  On  sait  que,  dans  ces  conditions,  les  deux  divisions 
sont  semblables,  et  le  théorème  est  démontré  (f). 

On  verrait  de  même  que,  réciproquement,  les  droites  qui 
/oignent  deux  à  deux  les  points  homologues  de  deux  divisions 
semblables,  tracées  sur  des  cercles  dont  les  plans  sont  paral- 
lèles, sont  les  génératrices  dfun  même  système  d7un  hyperbo- 
lo'tde  qui  contient  ces  deux  cercles. 

Je  donnerai  de  cette  réciproque  la  démonstration  suivante,  qui 
est  plus  longue  mais  qui  rend  mieux  compte  de  la  génération  de 
rhvperboloïde. 

Prenons  comme  plan  de  la  figure  (  fig.  i)  le  plan  P  du  cercle  C. 

Fig.  i. 


kL.-i 


La  projection  du  cercle  G' sur  le  plan  est  un  cercle  C|    (d'une 


(1)  On  peut  encore  donner  de  celle  proposition  l'élégante  démonstration  sui- 
vante qu'a  bien  voulu  me  communiquer  M.  Mannheim  : 

Projetons  les  sections  circulaires  de  l'hyperboloïdc  sur  le  plan  de  l'une  d'elles. 
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manière  générale,  je  désignerai  par  une  lettre  affectée  d'un  accent 
un  point  ou  une  ligne  appartenant  au  plan  F,  et  parla  même  lettre 
affectée  de  l'indice  i  la  projection  de  ce  point  ou  de  cette  ligne 
sur  le  plan  P).  Appelons  O  et  O'  les  centres  des  deux  cercles. 

Soient  m}  m'  deux  points  homologues  quelconques  de  deux 
divisions  semblables  tracées  sur  les  deux  cercles.  Menons  par  le 
point  O  une  droite  parallèle  à  mm'.  Cette  droite  rencontre  le 
plan  P7  en  un  point  u/  tel  que  les  longueurs  Ou/,  mm1  soient 
égales. 

Quand  le  point  m  se  déplace  sur  le  cercle  C,  le  triangle  O'  m'  u/ 
reste  de  grandeur  invariable;  en  effet,  ses  côtés  O'  m'  et  u/  m'  sont 
égaux  respectivement  aux  rayons  des  cercles  G'  et  C;  de  plus, 
l'angle  en  m1  de  ce  triangle  est  égal  à  l'angle,  constant  par  hypo- 
thèse, que  font  entre  elles  les  directions  Om  et  O'm1. 

Soit  maintenant  n!  la  projection  du  point  mf  sur  O'p/.  Par  n! 
menons  à  mm'  une  parallèle  qui  rencontre  la  droite  (XV  au  point  co. 
U  est  clair  que  la  longueur  du  segment  O'  n'  est  constante,  et  que, 
par  suite,  le  point  n!  décrit  une  circonférence  de  centre  C,  quand 
on  fait  varier  la  position  du  point  m  sur  le  cercle  C.  Quant  au 
point  to,  il  est  fixe,  car  il  divise  OC  dans  un  rapport  égal  au  rap- 

v 

n'O' 

La  droite  un'  engendre  donc  un  cône  II,  à  base  circulaire.  Sa 
trace  sur  le  plan  I>;  du  plan  langent  à  ce  cône  le  long  de  la  géné- 
ratrice <o//'  est  la  droite  n' m',  tangente  au  cercle  lieu  du  point  n'. 

Considérons  l'hyperboloïdc  II  qui  a  le  cône  K  pour  cône 
asymptote  et  qui  passe  par  le  point  ///'.  La  trace  de  cet  hyperbo- 
loïde  sur  le  plan  V  est  le  cercle  C\  liomolliélique  par  rapport 
au  point  O'  de  la  section  faite  par  le  même  plan  dans  le  cône  K. 
Parle  point  ni'  passe  une  génératrice  de  II  parallèle  à  la  droite  <*>/*' , 
génératrice  de  contact  du  cône  K  avec  l'un  des  plans  tangents 
menés  à  ce  cône  par  le  point  ni' .  Celle  génératrice  se  confond  donc 
avec  mm'. 

les  projet  unies  étant  parallèles  au  diamètre  conjugué,  «le  ce  plan  dans  l'hvpcrbo- 
loïde*.  nous  obtenons  «les  circonférences  concentrique*. 

Lune  de  ces  courbes  est  la  projection  du  cercle  qui  forme  contour  apparent  : 
1rs  génératrices  ont  pour  projections  des  tangentes  à  ce  cercle;  il  est  alors  bien 
évident  qu'elles  déterminent  des  divisions  semblables  mit  le*  autres  scellons  cir- 
culaires de   la  surfaee. 


port  constant  -~ 
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En  d'autres  termes,  la  droite  mm'  engendre  un  hyperboloïde  II 
dont  le  cône  asymptote  est  R  et  dont  le  centre  est  par  conséquent 
le  point  (o. 

Pour  délerAiiner  le  centre  o>,  sans  avoir  à  construire  une  géné- 
ratrice particulière  de  l'hyperboloïde,  on  peut  recourir  à  la  consi- 
dération du  centre  de  similitude  S|  des  deux  divisions  tracées 
sur  les  cercles  C  et  Ct.  Ce  point,  comme  on  sait,  est  unique  et 
jouit  des  propriétés  suivantes  : 

OS 
i°  Le  rapport  tt—J-  est  égal  au  rapport  des  rayons  des  deux 

cercles; 

a"  Si  m  et  //?i  sont  deux  points  homologues  quelconques  des 
deux  divisions,  le  triangle  mS(  m{  est  semblable  au  triangle  OS|0|  ; 

3°  L'angle  constant  que  font  entre  elles  les  directions  O/n,  0%m% 
est  égal  à  l'angle  OStOf. 

Il  résulte  de  la  première  et  de  la  troisième  propriété  que  le 
triangle  u., //îi01  est  aussi  semblable  au  triangle  OSOj.  Les 
poinls  nK  et  to,  tels  que  l'on  ait 

/1|(JL|  0)0 

/iiOi  ~~  toO| 

sont  homologues  dans  ces  deux  triangles  et,  par  suite,  le  point  o> 
est  In  projection  du  point  S|  sur  00| ,  ce  qui  détermine  le  centre 
de  r hyperboloïde  II  en  projection  horizontale. 

Nous  disons  que  les  droites  mm'  sont  les  génératrices  du  pre- 
mier système  de  H.  Il  est  intéressant  de  déterminer  les  généra- 
trices du  second  système. 

Le  plan  projetant  sur  le  plan  P  l'une  quelconque  de  ces  géné- 
ratrices coupe  l'hyperboloïde  H  suivant  deux  droites  et  contient, 
par  suite,  une  génératrice  du  premier  système;  les  projections 
des  génératrices  des  deux  systèmes  sont  donc  confondues  deux  à 
deux. -Cherchons,  par  exemple,  la  génératrice  du  second  système 
qui  se  projette  en  mm%.  Elle  contient  nécessairement  le  point  p 
ct  le  point/?',  projetés  respectivement  aux  seconds  points  d'inter- 
section de  la  droite  mmx  avec  les  cercles  C  et  C|.  C'est  donc  la 
droite  pp'. 

Les  points  p  et  p',  intersections  des  cercles  C  ct  C  avec  les 
énératriecs  d'un  même  système  de  l'hyperboloïde  H,    doivent 


cr 
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encore  appartenir  à  des  divisions  semblables  Iracées  *ur  ces  deux 
cercles  :  on  vérifie  immédiatement  ce  fait  en  remarquant  que  les 
droites  Op  et  0|/>i,  dont  les  inclinaisons  sur  mm{  sont  respecti- 
vement les  mêmes  que  celles  des  droites  O  m  et  Oi  m% ,  font  entre 
elles  un  angle  égal  à  celui  de  ces  dernières  droites.  On  voit  aussi 
que  le  centre  de  similitude  des  divisions  (/?),  (pt)  est  le  point  ç, 
symétrique  du  point  S,  par  rapport  à  OOf. 

II. 

Je  vais  maintenant  établir  la  déformabilité  de  l'hyperboloïde  H, 
dans  les  conditions  énoncées  au  début  de  cette  étude. 

Fixons  le  cercle  C  et  déplaçons  le  cercle  invariable  C  de  ma- 
nière que  son  plan  P'  reste  parallèle  au  plan  P  et  que  trois  de  ses 
points,  a  y  b\  c',  restent  respectivement  à  des  distances  con- 
stantes des  points  homologues  ay  6,  c,  qui  appartiennent  au 
cercle  C. 

Ce  déplacement  est  possible  et  déterminé,  puisque  le  cercle  C 
est  ainsi  assujetti  à  cinq  conditions. 

Soit  m'  un  point  quelconque  du  cercle  C  Je  vais  montrer  que 
le  plan  normal  à  sa  trajectoire  (mr)  passe  constamment  par  le 
point  fixe  m,  qui  esl  son  homologue  sur  le  cercle  C. 

Considérons,  en  effet,  le  cercle  C  dans  l'une  de  ses  positions, 
et  déplarons-le  infiniment  peu  de  toutes  les  manières  possibles, 
en  supprimant  un  moment  l'obligation  pour  le  plan  Iy  de  rester 
parallèle  au  plan  P  (condition  double).  Le  cercle  C  n'est  plus 
assujetti  qu'à  trois  conditions,  et  ce  déplacement  est  doublement 
indéterminé  :  on  peut  donner  une  direction  arbitraire  à  un  point 
lié  à  ce  cercle. 

Mais  il  y  a  exception  ('  )  pour  tous  les  points  de  l'hyperboloïde 
défini  par  les  trois  droites  aa\  bb\  cc\  c'est-à-dire  de  l'hyperbo- 
loïde H  et,  en  particulier,  pour  les  points  du  cercle  C.  Tous  ces 
points  décrivent  des  éléments  de  surfaces  trajectoires,  quel  que 
soit  le  déplacement  infinitésimal  de  cercle  C.  La  normale  au 
point  m', à  la  surface  trajectoire  de  ce  point,  esl  la  génératrice  m' m 
de  l'hyperboloïde  H. 


(')    M.WNHKIM,    Principes    et    développements    de     (ieometrie    cinématique, 
p.  3i3. 
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Rétablissons  maintenant  la  condition  double  supprimée.  Pour 
un  déplacement  infiniment  petit  du  cercle  C,  la  trajectoire  du 
point  ml  appartient  à  la  surface  trajectoire  dont  nous  avons 
reconnu  l'existence. 

Le  plan  normal  à  cette  trajectoire,  au  point  m',  contient  donc 
la  droite  m1  m  et  passe  par  le  point  m. 

Les  droites  mm,  dans  leur  nouvelle  position,  forment  encore 
un  Ivyperboloïde,  puisque  les  plans  P  et  P'  n'ont  pas  cessé  d'être 
parallèles  :  on  peut  donc  appliquer  le  même  raisonnement  à  un 
nouveau  déplacement  infiniment  petit  du  plan  P'. 

En  passant  au  déplacement  fini,  on  voit  que  le  plan  normal  à  la 
trajectoire  du  point  m'  passe  bien  par  le  point  fixe  m,  comme  il 
avait  été  annoncé.  Cette  trajectoire  appartient  donc  à  une  sphère 
dont  le  centre  est  en  m,  et  la  distance  mm  reste  constante.  Il  en 
est  de  même  pour  tous  les  segments  de  génératrices  de  l'hyperbo- 
loïde  H,  compris  entre  des  points  homologues  des  cercles  C  et  C 
On  peut  énoncer  ainsi  qu'il  suit  le  résultat  obtenu  : 

Les  deux  cercles  C  et  C  étant  supposés  rigides,  joignons 
deux  à  deux  leurs  points  homologues  par  des  tiges  également 
rigides,  articulées  en  ces  points;  le  système  ainsi  obtenu  est 
déformable.  Pendant  sa  déformation,  les  plans  des  cercles  C 
et  C  restent  constamment  parallèles  et  les  tiges  mm'  ne  cessent 
pas  dy appartenir  à  un  hyperboloïde* 

III. 

Fixant  toujours  le  cercle  C,  nous  allons  chercher  à  définir  aussi 
complètement  que  possible  le  déplacement  du  cercle  C.  A  cet 
effet,  traçons  les  droites  0<p,0,!p,  respectivement  symétriques  des 
droites  OS,,  O,  S,  par  rapport  à  la  droite  00, .  Soient  A  le  point 
de  rencontre  des  droites  OS,,  Ot  cp ;  B  le  point  de  rencontre  des 
droites  Oo,  0,S,.  Le  quadrilatère  AOBO,  a  ses  côtés  de  lon- 
gueurs constantes. 

Pour  le  faire  voir,  remarquons  d'abord  qu'on  a  les  égalités 

AO   _  j^O 
(1)  AO,  "~  S,  (3/ 

Ô<)7*  _  ÂÔ7^7  Âô1 
{'À)  OS,  '     AÔ 
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La  première  de  ces  égaillés  résulte  de  ce  que  OO,  est  bissectrice 
de  l'angle  AO,  S,. 

Pour  démontrer  l'égalité  (a),  désignons  par  K  le  quatrième 
sommet  du  losange  construit  sur  les  droites  AO,  OB.  Les  trois 
points  O, ,  O,  K  sont  eu  ligne  droite  et  les  triangles  AKO,  .  S  ,  OO, 
sont  semblables,  en  vertu  des  égalités  d'angles 

AO,  O  =  (HVS;.        XlCOi  =  AOK  =  S,  OO,. 
On  a  donc  la  relation 

0,0  _  0,K  _  0,K 

OS,  ""  AK   ~~  AO  ' 
d'où  

Ô7Ô>_0,O.OlK 

OS,  ""        AO       * 

Mais  le  produit  0, 0.0,  K  n'est  antre  chose  que  la  puissance  du 
point  O,  par  rapport  au  cercle  de  centre  A  et  de  rayon  AO. 
En  le  remplaçant  alors  dans  l'égalité  précédente  par  sa  valeur 

AO,  —  AO  ,  on  obtient  bien  l'égalité  (a). 

Cela  établi,  considérons  une  nouvelle  position  C,  projetée 
en  C2,  du  cercle  C  dans  le  déplacement  dont  on  a  reconnu  l'exis- 
tence. Soit  m9  la  nouvelle  position  du  point  m',  /?i2  la  projection 
de  m"  sur  le  plan  P;  soit  encore  S2  le  centre  de  similitude  des 
cercles  C  et  C2  (ces  points  ne  sont  pas  marqués  sur  la  figure). 

On  a  l'égalité 

mm'  =  mm", 

d'où 


mm'   =  mm' 


et 


1  1 

iwiM,   -+-  z\  =  mmt  -t-sj, 


en  désignant  par  z%  et  z2  les  distances  respectives  des  plans  lv  et  P" 
au  plan  P.  On  tire  de  là 


mni\  — mmt   =  s* —  z\) 

le  second  membre  étant  indépendant  de  la  position  du  point  m 
sur  le  cercle  C.  Or  on  a,  d'après  les  propriétés  connues  du  centre 
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de  similitude, 


00,  Q  00, 


et,  par  suite, 


00,    - — «       00,   s — «        t        , 
S,0  S,0 


Ceci  devant  avoir  lieu,  quelle  que  soit  la  position  du  point  m 
sur  le  cercle  C,  il  faut  que  le  cercle  se  confonde  avec  le  lieu  des 
points  m  dont  les  distances  aux  points  S,  et  S2  satisfont  à  la  rela- 
tion précédente.  En  raison  de  théorèmes  bien  connus,  cela  exige 
que  le  point  O  soit  situé  sur  la  droite  S,  S,,  et  aussi  que  Ton  ail 
l'égalité 


00,  00, 


S,  O  S»  O 


S,0  S,0 

ou 


S,0         S,0 

Nous  avons  considéré  deux  positions  successives  du  cercle  C2. 
On  peut  supposer  que  la  seconde  est  fixe;  alors  les  résultats 
obtenus  s'exprimeront  de  la  manière  suivante  : 

i°  Pendant  le  déplacement  du  cercle  C4,  le  point  S,  décrit  une 
droite  passant  parle  point  O;  en  d'autres  termes  la  droite  OA est 
fixe  en  direction; 

2°  On  a  la  relation 


00, 

TJT  =  consl" 


à  laquelle  il  faut  ajouter 


S,0  _  JR^ 
S,0,  ~  R,' 


K  et  R,  désignant  les  rayons  des  cercles  G  et  C|. 

En  nous  reportant  alors  aux  relations  (i)  et  (2),  nous  obtenons 


AO         K  AOi  -AO 

—  =  const., 


AO,        R,  AO 

ce  qui  établit  bien  la  constance  des  longueurs  AO,  AO,,  et  aussi 
xxv.  8 
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des  longueurs  BO,  BO|,  qui  leur  sont  respectivement  égales.  Il 
est  aussi  démontré  que  le  quadrilatère  AOBO<  a  ses  côtés  de  lon- 
gueurs invariables. 

On  peut  enfin  ajouter  la  remarque  suivante  :  la  droite  OA, 
avons-nous  dit,  reste  fixe  pendant  le  déplacement  du  cercle  C|  ;  si 
Ton  considérait  le  déplacement  inverse,  on  verrait  de  la  même 
manière  que  la  droite  0<B,  qui  joue,  par  rapport  au  cercle  G^  le 
même  rôle  que  la  droite  OA  par  rapport  au  cercle  C,  serait  alors 
immobile.  En  d'autres  termes,  le  cercle  G|  est  invariablement 
lié  à  la  droite  0<  S|. 

Nous  résumerons  ainsi  les  résultats  obtenus  : 

Soit  AOBOi  un  quadrilatère  articulé,  tel  que  ses  côtés  AO 
et  BO  soient  égaux  entre  eux,  ainsi  que  les  côtés  AOt  et  BO« 
(spear-head  ou  kile  des  géomètres  anglais).  C  et  Ct  sont  deux 
cercles  de  centres  O  et  0<,  dont  les  rayons  sont  proportionnels 
aux  côtés  AO,  AO|,  auxquels  ils  sont  respectivement  liés.  On 
fixe  le  côté  AO  et  Von  déforme  le  quadrilatère.  Le  déplace- 
ment qui  en  résulte  pour  le  cercle  Ct  est  identique  à  celui  qui 
résulte  de  la  déformation  de  i ' hyper boloïde  H  considéré  pré- 
cédemment. 

Quant  au  cercle  C/,  il  est  lié  à  un  cylindre  de  révolution  ayant 
pour  section  droite  le  cercle  C,,  entraîné  dans  le  déplacement  de 
ce  cercle,  mais  ayant  la  faculté  de  glisser  le  long  de  ses  généra- 
trices. 

On  achève  de  déterminer  le  déplacement  de  C  en  obligeant  un 
de  ses  points  à  restera  distance  constante  d'un  point  bomologue 
du  cercle  C. 

Remarque.  —  Pour  une  position  quelconque  du  cercle  C(,  le 
centre  instantané  de  rotation  de  la  ligure  entraînée  dans  le  dépla- 
cement de  ce  cercle  est  le  point  cp,  situé  à  l'intersection  des  droites 
OB,  AO,,  qui  sont  normales  aux  trajectoires  des  points  H  et  Ot 
liés  à  ce  cercle.  Le  point  <p'  du  plan  V  qui  est  projeté  en  »  est  le 
foyer  de  ce  plan,  puisque  son  déplacement  infiniment  petit  lui  est 
normal. 

On  peut  obtenir  directement  ce  résultat  en  appliquant  les  pro- 
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priétés  connues  relatives  au  déplacement  infinitésimal  d'un  plan  (f). 

Soil/î//  une  génératrice  D  du  second  système  de  H.  Proposons- 
nous  de  trouver  la  droite  A  conjuguée  de  D  relativement  au  dé- 
placement infiniment  petit  du  plan  lv.  Une  génératrice  quelconque 
du  premier  système,  étant  normale  à  la  trajectoire  d'un  certain 
point  du  plan  P'  et  rencontrant  la  droite  D,  doit  aussi  rencontrer 
la  droite  A.  Il  en  résulte  que  A  est,  comme  D,  une  génératrice  du 
second  système. 

En  outre,  les  projections  des  droites  D  et  A  sur  le  plan  P'  doi- 
vent se  couper  en  un  point  de  la  caractéristique  de  ce  plan.  Mais 
cette  caractéristique  est  à  l'infini,  puisque  le  plan  P;  reste  con- 
stamment parallèle  au  plan  P.  Les  projections  en  question  sont 
donc  parallèles. 

Il  est  dès  lors  très  facile  de  construire  la  droite  A  :  soient  q  et 
qK  les  points  où  les  droites  yp  et  ypt  rencontrent  de  nouveau  les 
cercles  C  et  C|.  Comme  on  Ta  remarqué  précédemment  (§  I),  les 
points/;  ct/?(  appartiennent  à  deux  divisions  semblables  tracées 
sur  les  cercles  C  et  C<  et  dont  le  centre  de  similitude  est  le  point 
©,  symétrique  du  point  S  par  rapport  à  00^  Les  points  q  et  qt, 
situés,  l'un  sur  la  droite  cp/?,  l'autre  sur  la  droite  op\,  sont  néces- 
sairement homologues.  Le  triangle  cp/?/?i  est  donc  semblable  au 
triangle  oqqtJ  et  la  droite  qqK  est  parallèle  à/?/?,. 

Par  conséquent,  la  génératrice  qqt  du  second  système,  projetée 
en  qq\,  est  la  droite  A  cherchée. 

Quand  on  fait  varier  le  couple  de  droites  conjuguées  D,  A,  la 
droite  qui  joint  leurs  traces  sur  le  plan  P'  passe  constamment  par 
le  foyer  de  ce  plan.  Mais  cette  droite  est p'</9  qui  passe  constam- 
ment par  le  point  cp'  projeté  en  cp.  On  retrouve  donc  bien  que  cp' 
est  le  foyer  du  plan  P. 

IV. 

Il  est  un  cas  auquel  la  définition  trouvée  pour  le  déplacement 
du  cercle  Ct  cesse  de  s'appliquer  :  c'est  celui  où  les  rayons  Rel  R4 
sont  égaux;  en  cfict,  les  droites  OA,  G|13.  OU,  0|  A  deviennent 
alors  parallèles  deux  k  deux  et  les  cotés  du  quadrilatère  AOBOt 


(*)  Manniikim,  toc.  cit. }  p.  n3. 
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sont  tous  de  longueurs  infinies.  Voici  comment  les  conclusions 
doivent  être  modifiées  : 

Le  point  A  s'éloignaut  à  l'infini  sur  la  droite  fixe   OA,  le  point 
0|  décrit  alors  une  droite  perpendiculaire  à  OA. 

Le  déplacement  du  cercle  Ci  peut  être  obtenu  par  le  roulement 
d'une  certaine  courbe  1^,  liée  à  ce  cercle,  sur  une  courbe  fixe  T. 
Comme  le  déplacement  inverse  lui  est  nécessairement  identique, 
il  faut  que  les  courbes  T  et  T,  soient  égales  et  constamment  symé- 
triques par  rapport  à  leur  tangente  commune.  En  adjoignant  à 
cette  condition  l'obligation  pour  le  point  0<  de  décrire  une  droite, 
on  voit  facilement  que  les  courbes  T  et  1^  sont  deux  paraboles, 
ayant  leurs  foyers  respectivement  en  O  et  enO,.  Le  point  de  con- 
tact de  ces  deux  paraboles  est  au  point  <p,  symétrique  du  point  S! 
par  rapport  à  00|,  puisque  ce  point,  on  l'a  vu,  est  le  centre  in- 
stantané de  rotation  de  la  figure  invariable  entraînée  par  le  cercle 

c,. 

Donc,  dans  ce  cas  particulier,  le  déplacement  du  cercle  C  peut 
être  obtenu  en  liant  ce  cercle  à  un  cylindre  parabolique  qui  roule 
sur  un  cylindre  égal  en  lui  restant  toujours  symétrique  par  rap- 
port au  plan  tangent  commun,  et  qui,  de  plus,  reçoit  un  glisse- 
ment le  long  de  ses  génératrices. 


SUR  LES  CARACTÉRISTIQUES  DES  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES; 

Par  M.   Jules    Bkudon. 

Dans  une  Note  présentée  à  l'Académie  des  Sciences  (  ■  ),  j'ai 
indiqué  rapidement  une  extension  de  la  notion  de  caractéristique 
aux  équations  aux  dérivées  partielles  d'ordre  supérieur  au  pre- 
mier et.  à  plus  de  deux  variables  indépendantes.  Je  me  propose  de 
donner  ici  la  démonstration  des  faits  que  j'ai  énoncés;  mais  j'in- 
diquerai auparavant  une  terminologie  qui  nous  sera  d'une  grande 
utilité  '*). 


(»)  J.  BtrnoN,  Sur  tes  singularités  des  imitations  aux  dérivées  partielles 
{Comptes  rendus  des  séances,  t.  CXXIV,  ?.[)  mars  1*97). 

(J)  Voir,  pour  plus  de  drUiil,  J.  lti:ri><>N,  Sur  les  systèmes  d'équations  aujr 
dérivées  partielles  dont  les  caractéristir/ucs  dépendent  d'un  nombre  Jini  de 
paramètres  (Annales  de  V École.    Xorma'c,  Supplément,  iSjjfii. 
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Si   z   est   une  fonction  analytique  de  n  variables  x^  , . . ,  xtl, 
on  a  entre  les  dérivées  de  z  des  relations  de  la  forme 

n 

dkz  v^  dk'hiz 

{a)       d  <tef . . . . teg. =  2é  à*? . .  ■  dxf~ . . . tog.  ***'     (■•+••-*-«.=  *)• 


1  =  1 


On  peut  considérer  les  quantités  #«,...,#„,  5,  t-j r-^-  (À-  va- 

riant  deoà/?)  comme  des  variables  indépendantes;  on  appelle 
élément  d1  ordre  p  de  V espace  à  n  -+- 1  dimensions  tout  système 
de  valeurs  attribuées  à  ces  lettres. 

Deux  éléments  infiniment  voisins  qui  vérifient  ces  relations 
sont  dits  unis. 

Tout  système  d'équation  entre  les  coordonnées  d'un  élément 
qui  vérifie  les  équations  (a)  définit  une  multiplicité  M?;  dans  cha- 
cun de  ces  systèmes,  il  y  a  quelques  relations  entre  x^.  ..,xn,  z 
seulement,  qui  définissent  une  multiplicité  ponctuelle,  dite  le 
support  de  M^. 

Il  y  a  des  multiplicités  Mp  telles  qu'à  chaque  point  du  support 
ne  correspond  qu'un  élément  d'ordre  p\  si  q  est  le  nombre  des 
dimensions  du  support,  nous  les  appellerons  les  multiplicitésMÇ.. 

1.  Considérons  d'abord  une  équation  aux  dérivées  partielles 
linéaire  par  rapport  aux  dérivées  du  second  ordre;  soit 

n         n 

où  les  A,*  et  <p  sont  des   fonctions   données    de   xty  . . ., xn, zy 
Pi,  •  •  •>/>*  une  telle  équation. 

On  sait,  d'après  les  théorèmes  généraux  de  Cauchy  sur  l'exis- 
tence des  intégrales  dans  les  systèmes  différentiels,  que  toute 
intégrale  analytique  de  cette  équation  peut  être  définie  en  se  don- 
nant une  multiplicité  M^_f  qu'elle  doive  contenir;  les  équations 
suivantes 

dz  àxn 

<*)  _=^+/,lt_  <*  =  i,a,  ...,/i-i), 

où  3,  xn  et/?,,  sont  des  fonctions  arbitraires  de  xiy  .  • . ,  xn^t,  re- 
présentent une  multiplicité  M^_,. 
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Pour  calculer  les  dérivées  secondes  en  fonction  de  j,,  ...jX^,.,, 
il  faul  faire  usage  des  formules 

àp9  dxn        /p  =  i,  2,  .  .  .,  n         \ 

(3)  tei^Pf  +  Pfdïï       \i  =  i,*,...,n-i)f 

d'où  Ton  déduit 

,  , .  àpn  ÔXn 

(4)  ^=^-p-^^' 

__^P?_àXnàpn  0rn  dxn  % 

W  PV  ~  0x,        dxi  0x?  ~^Pnn  dx<   dx9' 

en  portant  dans  l'équation  proposée  (i)  on  obtient  finalement 

n-\ n  — 1  n-1  \ 

2é2é^t^^^2éA^àxZ^Ann)Pnn 

p  =  l  i-=l  r        p  =  l  r  / 


n  —  1  /i  — 1  n  — 1 

p=l /=i  r  p  =  l 


Pour  qu'il  y  ait  indétermination  on  doit  avoir 


/!  —  1  n  — 1  n  — 1 


(6)  H^P'^^-^Ap-i^+A^o, 


p^l    i^=l  p^l 

n  —  In  —  1  /r  —  1 


(7)      y  yA,(^-^i")-->\v^+ro. 

1/7  Aà    Jmà       ?     \0Xj  OXi    0Xr>)       £d       *"  <)XQ  T 


p  =  l    i-  1  p  — 1 


Je  donnerai  le  nom  de  multiplicités  singulières  M,1,.,  aux  mul- 
tiplicités définies  par  les  équations  (a),  (G)  et  (7).  Il  est  facile  de 
voir,  en  restant  dans  lés  circonstances  générales,  quel  est  leur 
degré  de  généralité.  Si  l'on  choisit  en  effet  xn  arbitrairement  en 
fonction  de  j?t,  .  ..,J?w_i,  l'équation  (G)  permettra  d'obtenir  /?„, 
et  par  suite  p^  .  ..,/?,/_!  ;  en  remplaçant,  dans  l'équation  (7),  ces 
lettres  par  leurs  valeurs,  on  aura  une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre  et  linéaire  pour  définir  z. 

Si  Ton  connaîL  une  surface  intégrale  de  l'équation  (1),  les  sup- 
ports des  multiplicités  singulières  placées  sur  cette  surface  inté- 
grale sont  définis  par  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  (G),  et  les  orientations  d'éléments  du  premier  ordre  de  ces 
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multiplicités  singulières  par  l'équation  (7);  ces  deux  équations 
ont,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  les  mêmes  caractéristiques. 

Nous  verrons  prochainement  que  ces  caractéristiques  ont  une 
grande  importance. 

2.  J'effectue  maintenant  un  changement  de  variables  laissant 
j?i,  ...,#/î_i  inaltérées,  mais  tel  que  xn  devienne  une  fonction 
de  xK,  . . . ,  xn_%  et  de  la  nouvelle  variable  y\  j'aurai  les  formules 
(a),  (3)  et 

Oz  0xn  0p?  dxn 

d'où  les  conditions  d'intégrabililé 

àpot  _  Opon  0xn       àppn  QTn       /p  =  1,  a,  . . ., /i         \ 
dy         Oxi     Oy  Oy     Oxi       \t  =  i,2,  . . . ,  n  —  1  / 

J'en  déduis  les  relations 

(1  \  dJ*ÏL  =  dpîl  tx!i  _  ùPnn  ÙXn  dXn  +.  dpnn  ÙXn  dXn . 

Oy         àxi     Oy         Oxp    Oxt    Oy  Oy     Oy    Oxp 

Dans  ces  conditions,  z,  xn,pi,  ...,/>«  sont  des  fonctions  de 
Xi,  #2>  •••»  &n-\  et  de  y;  je  détermine  le  changement  de  variables 
de  telle  sorte  que  ces  fonctions  représentent  une  multiplicité  sin- 
gulière M/Il_l  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  y.  Supposons 
que  Ton  ait  une  multiplicité  singulière  pour  y  =  yo>  l'équation 
(1)  est  alors  vériliée;  je  vais  écrire  que  la  dérivée  de  son  premier 
membre  par  rapport  à  y  est  nul. 

Pour  simplifier  les  notations,  je  poserai 

d  à  0  rit) 


__    0  0  V   " 

Ux'n  -ôxZ^àz  Pn^2d  ôftPln' 

i  =  l 

J'aurai  alors,  en  tenant  compte  des  équations  (9)  et  (10), 

(n  —  1  n  —  1  n  —  1 

V    V    A       <)x*    ÙXn         V    A        dx*     , 
i-i  p-i  r     p-i 


'an 


n—\  n -1 


V  V  \  /°P9n  _  ^xJt  °Pnn\ 
Zd  Zà  P'  V  àxt  Oxi  0xp  ) 
i  —  i  p  —  i  r 


n  —  1  n  n  "1 

V  \     °/Jn»   ,  V  V        ^A<*   .    tf'r  I 

2  v  77,7  + >,  2  '"*  ai: f  7/>; 


Le  coefficient  de  -^-  est  nul  par  hypothèse,  et  comme  -r-5  n'est 
pas  identiquement  nul,  on  a 


M  — 1    A— I 

o 


Zà     *'  \  ÔXt  ÔXi     àxp  ) 


P 
(ii)  J 


A— 1  A  A 


dXn  dXm 


3.  Je  dis  que  l'équation  (n)  représente  la  condition  que  doit 
vérifier  l'orientation  des  éléments  du  second  ordre  de  toute  inté- 
grale qui  contient  la  multiplicité  M^_|9  sur  cette  multiplicité  sin- 
gulière. Pour  démontrer  ce  fait,  je  vais  chercher  à  calculer  les  va- 
leurs des  dérivées  du  troisième  ordre;  je  poserai  auparavant  la 
notation 

A 

d  d  d  v^   à  .  . 

i=sl 

L'équation  proposée,  différentiée  par  rapport  à  xjf  donne 


A  A  A  A 


(»>       2  2  a^+2  2  Pi*-a£ + £  -  ». 


Remarquons  que  Ton  a,  sur  la  multiplicité  M^_f, 
,-x  àpik  ôxn         (i,  A*=o,  i,  2,  . ..,  /A 

(,3)  i£rJ=P">+p""'Wj       0  =  .,a>. ..,„-,): 

ces  relations  permettent  de  calculer  tous  les  p^j  en  fonction  de 
Pnnn\  en  portant  dans  l'équation  (12)  on  obtient 

A  — I    A  — 1  / 

2    Va      1  ÙPik         àxn  rOpna         àxn  (Ùpnn  O^n 

AàAik)  dxj        dxj  \   ÔXt         <)*i  \  àxk        Pnnn  ÔXk 
i  =  l   k=\  \ 

n-\ 

V\       \àptn         àXntàpnn  àx„\~] 

2à  Aia  [lx~  ~  ùx~]  \ôx7  ~Pnnn  ~ÙX~i)  J 


i  =  l 

n         n 


i  =  \    k  —  l 
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Le  coefficient  de  pnnn  dans  cette  équation  est  précisément  le 
premier  membre  de  l'équation  (6)  :  il  est  nul,  puisque  nous 
sommes  sur  une  multiplicité  singulière  M^_,  ;  le  coefficient  de 

dx 

t-^  est  le  premier  membre  de  l'équation  (i  1),  que  nous  supposons 
vérifiée;  il  reste  finalement 


n— In— 1  n— 1  n 

{Pi*  ::xzz  +  zrïr.  =  °- 

1  =  1    Àr=l  "  i  =  l  "  "  i'=I   *  =  t 


2   V  \       àpik    ^V   A       ÔPi*  _,_  K        âP»*  _x_V    V  rfA'*    ,      d? 


Cette  équation  est  vérifiée,  puisque  les  éléments  du  second 
ordre,  tirés  des  formules  (2)  et  (3),  satisfont  identiquement  à 
l'équation  proposée  quand  on  est  placé  sur  une  multiplicité  sin- 
gulière. Nous  avons  donc  établi  que,  si  l'orientation  des  éléments 
du  second  ordre  choisi  sur  la  multiplicité  singulière  vérifie  l'équa- 
tion (11),  il  y  a  indétermination  pour  le  calcul  des  dérivées  du 
troisième  ordre. 

4.  Les  équations  (2),  (3),  (6),  (7)  et  (11)  définissent  une  fa- 
mille de  multiplicités  MJ_,  que  j'appellerai  multiplicités  singu- 
lières M2_,;  si  l'on  adjoint  les  formules  (i3),  on  obtient  une  infi- 
nité de  multiplicités  MjJ_f  qui  vérifient  l'équation  proposée  et  ses 
dérivées;  mais  elles  ne  sont  pas  toutes  placées  sur  une  multiplicité 
intégrale  à  n  dimensions.  Pour  rechercher  dans  quelles  conditions 
cette  circonstance  se  présentera,  je  ferai  un  changement  de  va- 
riables analogue  à  celui  qui  a  été  employé  au  n°  2;  c'est-à-dire  tel 
que  x„9  3,  /?/,  pikj  pihj  étant  des  fonctions  de  xs ,  . .  • ,  xn^  et  de 
la  nouvelle  variable  y,  on  ait  affaire  à  des  multiplicités  singulières 
M*_f  quel  que  soit  y. 

Je  dois  adjoindre  les  formules 

dp?i  àxu  <>Ppi  dxn 

—  =  P?a^P?tn  ^         et         —  =  p9in  —  ■ 

Dans  ces  conditions,  on  aura 

<H>        &P  âxn 


=  o 


Oxj        ôxn  dxj 

car  nos  multiplicités  MjJ_,  vérifient  identiquement  les  équations 
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(12);  pour  que  ceci  ait  lieu,  quel  que  soity,  il  faut 

<J**         àxn    <)»*  à<t>    d*x„ 


ùy  Oxj        Oxj  0xn  Oy        dxn  âx  dyj 


=  o. 


Or,  - —  est  vérifié  identiquement;  il  suffit  donc  que  l'on  ait 


àxn 


dxa  ôy 


=  o. 


Voici  ce  que  Ton  obtient,  en  tenant  compte  des  conditions  d 'in- 
tégra bili  té  : 


04)        { 

i=l    k  =  1  i  =  l   A=l 

où  l'on  pose 


2-  ^^r^"4-^  2--sr^"4-sv  =  o' 


n  n         n 


df         df       df         s?  df  V   V  àf 

i  =  l  i  =  l   j  =  l 

L'équation  (i4)  jointe  aux  équations  (i3)  exprime  la  condition 
pour  que  les  multiplicités  M*_,  soient  contenues  dans  des  multi- 
plicités intégrales  à  n  dimensions;  on  le  vérifierait  en  constatant 
qu'il  y  a  alors  indétermination  pour  les  éléments  du  quatrième 
ordre;  nous  obtenons  ainsi  des  multiplicités  M*_,  singulières. 

En  opérant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  démontrerait  l'exis- 
tence de  multiplicités  M%_i  singulières  pour  toutes  les  valeurs  de 
Tordre/?;  on  verrait  aussi  que,  une  multiplicité  singulière  M*_f 
étant  choisie,  l'ensemble  des  multiplicités  MJ*J  qui  lui  corres- 
pond dépend  d'une  fonction  arbitraire  de  n  —  i  arguments. 

Nous  démontrerons  un  peu  plus  loin  que  ces  multiplicités  sin- 
gulières contiennent  bien  des  multiplicités  intégrales,  c'est-à-dire 
que  les  conditions  précédentes  que  nous  avons  reconnues  néces- 
saires sont  bien  suffisantes. 

o.  J'envisage  maintenant  une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre  non  linéaire;  pour  plus  de  simplicité,  je  suppo- 
serai qu'elle  est  rationnelle  par  rapport  aux  lettres  qui  y  figurent; 
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soit 

cette  équation.  Le  degré  de  généralité  est  défini  de  la  même  façon 
que  pour  les  équations  linéaires,  c'est-à-dire  par  les  formules  (2). 
Pour  calculer  les  dérivées  du  second  ordre,  nous  ferons  usage  des 
formules  (3);  pour  qu'il  y  ait  indétermination  il  faut  que 

ce  >      y  "iî  /-  p-  p  -y£-  p + #- = «; 

Jmâ    JmdÔpQi   dX(    ÔJPq        JmàÔppn    0xp  dpnn 

p=l i=l        r  r        p  =  l       r  r 

mais  cette  condition,  qui  est  nécessaire,  n'est  plus  suffisante.  Si 
l'équation  (16)  ne  renferme  plus  /?„„,  la  discussion  s'achève 
comme  pour  les  équations  linéaires;  nous  supposerons  donc  qu'il 
n'en  est  pas  ainsi. 

Les  équations  (2),  (3),  (i5)  et  (16)  définissent  une  famille  de 
multiplicités  MJ_,  \  mais  ces  multiplicités  ne  sont  pas  toutes  pla- 
cées sur  des  multiplicités  intégrales  à  n  dimensions  de  l'équation 
proposée.  Pour  reconnaître  dans  quels  cas  cela  aura  lieu,  nous 
ferons  encore  usage  du  changement  de  variables  qui  nous  a  été  si 
utile,  et  nous  trouvons,  par  un  calcul  que  j'omets,  que  l'on  doit 
avoir 


Opp  ^^n       ôxn       Oz 


2 


-+-   V   V    df    (dpVn        °Xn  dP"n\    ,   V     df_    dP**  =  0 

Jmd  £à  Oppi  \  dXU  ÔXi     ÔTq  )        Jmà  dppn     ÔXq 

p  =  l  i  =  l       r  r  p  =  l       r  r 


Les  équations  (2),  (3),  (i5),  (16)  et  (17)  définissent  une  fa- 
mille de  multiplicités  que  j'appellerai  les  multiplicités  singu- 
lières M*_,.  On  vérifierait  tout  à  fait  de  la  même  manière  que 
plus  haut  l'indétermination  dans  le  calcul  des  dérivées  du  troi- 
sième ordre,  et  l'on  démontrerait  l'existence  de  multiplicités  sin- 
gulières MJ_t  pour  toutes  les  valeurs  de  p. 

Une  multiplicité  MJ_<  singulière  étant  donnée,  les  multipli- 
cités singulières  MJJtJ  qui  lui  correspondent  dépendent  d'une 
fonction  arbitraire  de  n  —  2  arguments. 

0.  11  me  reste  maintenant  à  établir  que,  étant  donnée  une  mul- 
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tiplicité  singulière  M£_|9  il  y  a  bien  une  infinité  de  multiplicités 
intégrales  à  n  dimensions  qui  la  contiennent  ('  ).  Je  puis  toujours 
effectuer  un  changement  de  variables  tels  que  le  support  de  cette 
multiplicité  singulière  ait  pour  équations 

on  a  par  suite 

et  si  Ton  pose 

on  est  ramené  à 

*  =  o,       */*=o,       />/=o,       ptk—o       (i,  £  =  i,a,  .. .,  n;. 

Comme  on  a  affaire  à  une  multiplicité  singulière,  les  équations 
(16)  et  (17)  doivent  être  vérifiées,  ainsi  que  les  équations  obte- 
nues en  différentiant  l'équation  proposée  par  rapport  à  x% ..  .a?jt_i; 
on  a  donc 

pour  les  valeurs  précédentes  des  arguments.  On  peut  donc  mettre 
l'équation  proposée  sous  la  forme 

Pnn-i  =  *l  P\  -+■  •  •  •  •+•  *nPn 

n  — 1 n  — 1  n— 1  «—I 


(18) 

\ 

i=l   Àr  =  l  /  =  l  1  =  1 


2  zl  *'*/»'* ~+~  Zj  P</?/»< "^ Zj  VP*-i* -*-•-«» 


les  termes  non  écrits  étant  de  degré  supérieur;  en  remplaçant 
même  xn_%  par  xn_%-+-\xn  on  peut  faire  disparaître  le  terme 
enpn-in-f  Avant  d'aller  plus  loin,  je  vais  démontrer  le  théorème 
suivant  : 

Etant  donnée  l'équation 

Pnn—l  =  P(^li.  •  •  •»  xm  ztPu  •  •  •yPmPnU  •  •  •» Pnn-ti Piki Pnn), 


(*)  Je  me  suis  inspiré,  pour  cette  démonstration,  de  la  méthode  indiquée  par 
M.  Goursat  (Leçons  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre, 
p.  188). 
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telle  nue  - —  et  - sont  nulles  pour  les  valeurs  suivantes  : 

1         Opnn         dpn-m-t  * 


X\  —  X  ^ ,  . . . ,  xn  —  xn 


1 


'*-•<= (*).   <•■-..*....»-.>.  ^=(g)°. 

Pn-\n-i  —  Y3>  /'/*/*—?»> 

e//e  admet  une  intégrale  holomorphe  dans  le  voisinage  de 

xt=.  x°iy  . . .,  #„  =±  #J|,  yw/  s£  réduit  à 

W  =  ^,(a?„  ...,a?/l_,)-+-(^/»-i--^S-i)4/î(a?ii  ...,^»-j)-4-... 

pour  &„=*<>, 

pour  Xn-i  =  X%_t. 

On  peut,  sans  inconvénient,  supposer  que  toutes  les  données  ini- 
tiales sont  nulles;  il  suffirait  pour  cela  de  poser 

•F/  —  X  j  ~t~  Xjf 
Z  =  z'-r-  tyi(xu  .  .  .,  Xn-i)  -+-  (^/,-l  —  ^2-t)  +î  "H.  •  ."H*/!  —  *î)  ?î  "H 

11  résulte  de  là  que,  si  Ton  calcule  de  proche  en  proche  les 
valeurs  des  dérivées  successives  pour  xK  =  o,  . . .,  xn  =  o,  on  aura, 
par  hypothèse, 

L'équation  proposée  donne  ensuite  tous  les  /W-«  ,#,/*,...  en 
difierentiant  par  rapport  ài(,  . . .,  a?/,_2;  l'absence  de  termes  du 
premier  degré  en  />„„  et  pn~\n-\  permet  de  calculer  sans  ambi- 
guïté les  termes  en  pnnn-u  Pnn-\n-\  et,  par  suite,  aussi  les  termes 
en  pntin-\,ijk,...i  Pnn-\,n-\,ijk,...>  et  ainsi  de  suite. 

Pour  démontrer  la  convergence  du  développement  ainsi  obtenu, 
j'emploierai   la  méthode  des  fonctions  majorantes  eljcconsidé- 
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rerai  l'équation  auxiliaire  suivante  : 


M 


/        art -h . . . -4-g, -4-  s-+-/>|-4-...-t-/>w\ 


{-mi 


(19) 


*  — î 


R     /  V  R  /  / 


p  et  R  étant  les  rayons  des  cercles  de  convergence  de  F  pour  les 
lettres  correspondantes,  et  M  le  module  maximum  de  F.  Le  second 
membre  est  manifestement  une  fonction  majorante  pour  F;  il 
suffit  donc  d'établir  la  convergence  pour  cette  équation;  pour  cela, 
je  poserai 

#1-4-. .  .-h  xn-t  =  "»       a:»- 1-4-^11=  v. 
L'équation  (18)  devient 

à*z  M 


àv*        1    r        /  v  .  .dzdz 

—  (n  —  a)a  +  ai>  +  5  +  (n  —  '>)-:    -f-  a  — 

'du  dv 


*     /  r 

I     I    J  —  (/l  — 2)M 


P 

(/i  —  i)/i  d*z 


•à  du 

X 


R 


1 1  r  —  (*  —  •»>  °*z  y  (  __  «  <^g\ 


-m(,+r£) 


ou  encore 


d*z  __ ,    r(/i  —  Qn  ^3       a(/i— 2)    r>«g  1        /4JVI       ^\/^f\J 

du*  ""      L      *K       <>"*  "*"        K        ''"  0v\  "*"  \  H'1  "*"  R/  \<^V  "*"*  *  " 

les  termes  non  écrits  étant,  ou  bien  d'ordre  inférieur  à  2,  ou  bien 
de  degré   supérieur  à  1  s'ils  sont  d'ordre  égal  ou  supérieur  à  a. 

Cette  équation  admet  une  intégrale  holomorplic  telle  que  z  et  — 


—  119  — 
se  réduisent  à  o  pour  r  :—  o;  dès  lors,  on  aura 


r)*5 


«i 


>         pour         u  =  o,         p  =  o         quel  que  soit  X*, 

Ak  - 

on  pourra  calculer  sans  ambiguïté  les  valeurs  de      k_~    t  puis  la 

valeur  de  -r-^»  et  ainsi  de  suite,  comme  il  est  aisé  de  le  reconnaître; 

et  tous  les  coefficients  obtenus  seront  positifs;  il  en  résulte  immé- 
diatement que  le  développement  donné  par  l'équation  (19)  est 
convergent,  ainsi  que  celui  fourni  par  l'équation  proposée. 

Je  reviens  maintenant  à  l'équation  (18)  qui  est  l'objet  principal 
de  ce  paragraphe;  l'application  du  théorème  précédent  se  fait 
immédiatement.  Il  y  a  une  intégrale  holomorphe  qui  se  réduit  à 
zéro  pour  xn  =  o  et  à 

*•?,  <?3 -+- #Â  <?V  "h..., 

pour  xn_\  =  o;  <p3,  <p4,  ...  étant  des  fonctions  arbitraires  de  xt, 
.r2,  . . .,  xn„2'  On  reconnaît  que 


»o 


/>/.;,*,...  =  °        Pour        *i  =  °i        •••»        *«  =  <>, 


Pn—\  «— 1, ...,  it-1,  ijk;  ... —  °» 


et  comme,  d'autre  part,  on  a 
à/ 


=  o         pour        -5  =  0.         xn  =  o,        pi  =  o,        pni  =-=  o, 

VX( 


on  en  déduit 


/>S»-i, /y*,  ...=  <>• 


11  en  résulte  que  cette  intégrale  holomorphe,  développée  suivant 
les  puissances  de  xn,  ne  contiendra  que  des  termes  du  troisième 
degré }  il  y  a  donc  une  infinité,  d'intégrales  contenant  la  mul- 
tiplicité singulière  M*  _, . 

Les  fonctions  arbitraires  <p:l,  yM  .. .  correspondent  précisément 
aux  fonctions  arbitraires  qui  entrent  dans  la  définition  des  multi- 
plicités singulières  MJ_,,  M,*_l?  •  ••• 
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Conclusions. 
Etant  donnée  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 

/{xu  .  .  .,  Xn,  Z,fu  •  ",Pn,Pik)  =  O, 

une  intégrale  de  cette  équation  est  définie  en  général  par  une  mul- 
tiplicité M,^_,  ;  il  y  a  exception  si  la  multiplicité  est  singulière, 
c'est-à-dire  si  les  équations 


àz 

te,  =pt 


n  — 1   n  — 1  n  —  1 


<>/   Ar„  <to?n       ^1     df     ÔXn  àf     _ 


^    Jmiàpi    dXi    âx0        Jmi 


dpi  dxi  ÔXn      jw  àppn   ÔXn        àpan 
p  =  i  i=i  r       p  =  i     r  r 


=  o, 


n  — 1  /i-l 


v  y  df  (dp*n    âXn  âp**\ 

*mk   *mi  dpp  \  dXi  dXi     dxp  I 


p  =  l 1=1 

V   àf_àpnn      y  àf  àf  df  _ 

P=i   r         P=i 

sont  vérifiées. 

On  obtient  alors  une  multiplicité  singulière  M*_,  qui  est  con- 
tenue dans  une  infinité  d'intégrales. 

A  tout  ordre/)  correspondent  des  multiplicités  singulières  M£_, 
jouissant  de  la  même  propriété. 

À  toute  multiplicité  singulière  M£_,  correspondent  une  infinité 
de  multiplicités  singulières  M£*J  dépendant  d'une  équation  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  ;  par  suite,  si  deux  multi- 
plicités singulières  M^_,  correspondent  à  la  même  multiplicité 
singulière  M£lJ,  et  si  elles  ont  un  élément  d'ordre  p  commun  en 
un  point,  il  en  sera  de  même  tout  le  long  d'une  courbe  passant 
par  ce  point. 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES, 


SÉANCE    DU   i   JUIN    I8i>7. 

PRKS1DKNCK    DE   M.    PICARD. 

Communications  : 

M.  Lccornu  :  Sur  V engrenage  à  fuseaux. 

M.  Touche  fait  la  Communication  suivante  : 

Calcul  de  la  résistance   de  l'air  à  un   disque, 
pour  la  vitesse  de  20  mètres  par  seconde. 

Nous  nous  proposons  de  nous  appuyer  sur  les  équations  que 
nous  avons  établies  précédemment  (*),  pour  évaluer  la  résistance 
supportée  par  un  disque  se  mouvant  dans  l'air,  avec  une  vitesse 
de  î4om  par  seconde,  la  surface  de  ce  disque  étant  de  i""*. 

Nous  considérerons  le  cas  de  l'égalité  constante  des  longueurs 
que  nous  avons  désignées  par  dsK  et  ds\,  car  nous  avons  observé 
que  celte  égalité  conduit  à  des  courbes  orthogonales  aux  trajec- 
toires, bien  régulières,  et  convient  au  cas  théorique  où  la  masse 
Il  ni  de  est  complètement  immobile  à  une  distance  suffisante  du 
corps  immergé,  sans  que  ses  différentes  parties  aient  la  moindre 
vitesse,  les  unes  par  rapport  aux  autres. 

Nous  avons  trouvé  que  la  courbe  orthogonale  aux  trajectoires 
relatives  à  un  disque  a  pour  asymptote  une  ligne  partant  du 
centre  du  disque  et  inclinée  de  5(>*  sur  sa  surface.  Le  lluide  am- 
biant reste  immobile  dans  l'intérieur  d'un  cône,  ayant  son  sommet 
au  centre  du  disque,  et  il  s'infléchit  brusquement  lorsqu'il  est 
rencontré  par  la  surface  idéale  de  ce  cône. 

Le  mouvement  du  disque  se  communique  aux  parties  fluides, 
suivant  les  courbes  orthogonales  aux  trajectoires,  dans  le  cas  où 

7  est  très  petit,  en  appelant  r  la  vitesse  du  fluide  suivant  la  tra- 

jectoire  et  ;  la  vitesse  de  transmission  du  mouvement,  ou  autre- 


(')    Itulletin  ri?   lu   Sueivtt*  mathvintiti'jue   de   /'/v/wee.  Tomes  \\I(iS.j3), 
WIII  (i««p),  WIV  (ist|«5).  \\\   (iS(,:). 

XXV.  y 


—  li- 
ment dit,  la  \ ilcsse  du  son  dans  le  lluide  considéré.  Les  courbes 
trajectoires  et  les  courbes  orthogonales  aux  trajectoires  appar- 
tiennent alors  à  une    famille  de  Lamé.  Mais,   dans   le  cas  où  ^ 

a  une  valeur  appréciable,  le  mouvement  se  communique,  suivant 
une  courbe  inclinée  sur  chaque  courbe  orthogonale  qu'elle  ren- 

contre,  de  l'angle  dont  la  tangente  est  r;  car,  tandis  que  le  fluide 

se  meut  suivant  la  trajectoire  avec  la  vitesse  <>,  le  mouvement  se 
transmet  suivant  la  courbe  orthogonale  à  la  trajectoire  avec  la 
vitesse  £. 

Dans  le  cas  d'une  vitesse  très  petite,  nous  avons  trouvé,  comme 
limite  de  la  masse  fluide  déviée  par  le  disque,  une  ligne  inclinée 
de  56°  sur  la  surface  du  disque.  Si  nous  considérons  la  vitesse 
de  20m,  la  limite  sera  inclinée  sur  celle  surface  de  l'angle 
56° — arc  tang  ^,  en  considérant  le  fluide  comme  de  l'air,  pour 
lequel  la  vitesse  du  son  est  de  34om.  La  vitesse  du  fluide,  étant  de 
2ora  au  commencement  de  l'inflexion  brusque,  devient  à  la  fin  : 
rin\  îSgi .  La  pression  qui  correspond  à  cette  vitesse  est  i(>k&,62i(> 
en  considérant  la  densité  de  l'air  à  o"  et  à  om,^5,  et  en  calculant 
la  pression  à  l'aide  de  la  première  des  équations  générales  du  mou- 
vement des  fluides,  transformées,  simplifiées  en  y  supposant  le 
mouvement  permanent  et  la  densité  constante,  car  jusqu'à  la  vi- 
tesse de  'A(}m  par  seconde,  la  densité  peut  rire  regardée  comme 
constante. 

A  partir  de  l'inflexion  brusque,  les  trajectoires  fluides  s'incli- 
nent progressivement,  jusqu'à  ce  qu'elles  deviennent  parallèles  à 
la  surface  (\u  disque,  et  si  nous  appelons  a  l'angle  que  la  tangente 
à  la  trajectoire  fait  avec  la  surface  du  disque  et  fi  l'angle  que  le 
ravon  vecteur  parlant  du  centre  du  disque  et  aboutissant  à  chacun 
des  points  considérés  fait  avec  la  même  >urfacc.  les  deux  pre- 
mières équations  générales  du  mou  veinent  des  fluides  transfor- 
mées nous  donnent,  dans  le  cas  de  la  densité  constante,  les  deux 
relations 

dp  —  fv\  tan^  (  a  --  3  )  dt% 

<"?  —  <*?  _  7  (/'«»  — /M- 

i 

dp  étant  l'accroissement  de  la  pression,   z  la  densité  de  la  masse. 
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p0  et  pi  les  pressions  correspondant  aux  vitesses  v'0  et  e,.  Ces 
équations  permettent  de  calculer,  de  proche  en  proche,  les  aug- 
mentations des  pressions  et  les  diminutions  des  vitesses. 

Nous  arrivons  ainsi  à  la  pression  de  24kg,  44%  pour  la  résis- 
tance relative  à  la  partie  antérieure  du  disque.  La  vitesse  du  fluide 
le  long  du  disque  est  de  5m,673i.  Si  nous  considérons  le  disque 
comme  terminé,  non  pas  par  une  petite  surface  cylindrique,  mais 
par  une  surface  conique  de  peu  de  hauteur,  l'arête  du  tronc  de 
cône  étant  inclinée  sur  la  surface  du  disque  de  73°3 1' 1 7",  nous 
aurons  une  inflexion  brusque  du  fluide,  parlant  de  l'intersection 
du  tronc  de  cône  avec  la  surface  du  disque;  les  vitesses  près  de 
l'arête  du  tronc  de  cône,  après  l'inflexion  brusque,  seront  à  celles 
près  de  la  surface  du  disque,  avant  celle  inflexion,  dans  le  rap- 
port représenté  par  l'inverse  du  sinus  de  iG° 28' ^3"  (complément 
de  fl^'ii'ij"))  et  nous  aurons  ainsi  la  vitesse  de  aom  près  de  l'arête 
du  tronc  de  cône.  Nous  pouvons,  du  reste,  ne  considérer  l'arête 
de  ce  tronc  de  cône  que  suivant  une  longueur  négligeable  par 
rapport  au  rayon  du  disque.  Nous  aurons  donc  toujours  sensible- 
ment s*4ks?  44^9  pour  la  résistance  relative  à  la  partie  antérieure 
du  disque.  La  formule  que  nous  avons  donnée  pour  calculer  la 
contrepression  à  l'arrière,  provenant  d'une  poupe  fluide,  se  ré- 
duit alors  à 

et  donne  .*()ktî,3()~4  pour  la  contrepression.  En  ajoutant  la  pres- 
sion et  la  contrepression,  on  obtient  5okg, 81 33.  En  divisant  par 
4oo,  carré  de  la  vitesse,  nous  obtenons  0^,127.  ^e  chiWrc  est  un 
peu  inférieur  à  celui  de  0^,129  que  M.  llicour  a  trouvé,  en  opé- 
rant à  l'aide  de  deux  disques,  de  imf|  de  surface,  placés  de 
chaque  côté  de  l'abri  du  mécanicien,  sur  une  locomotive  lancée  à 
une  vitesse  d'environ  20m  par  seconde  (*). 

Nous  ne  croyons  pas  qu'il  y  ait  lieu  de  considérer  le  frottement, 
pour  la  résistance  provenant  de  la  partie  antérieure  du  disque. 
Selon  nous,  la  considération  du  frotlement  est  une  conséquence 


(')  Notice  sur  les  prix  de  revient  de  la  traction  et  sur  les  économies  réali- 
ser s  par  V application  de  diverses  modijications  aux  machines  locomotives, 
par  M.  Kicorii  (Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  septembre  iS8ri). 
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de  la  considération  du  temps  que  le  mouvement  met  à  se  trans- 
mettre dans  les  corps,  d'un  point  à  un  autre,  et  nous  croirions 
faire  double  emploi  si  nous  ajoutions  la  valeur  d'un  terme,  dû  an 
frottement,  au  résultat  de  calculs  qui  comprennent  la  vitesse  du 
son.  Il  n'y  a  lieu  de  considérer  le  frottement  que  comme  cause  de 
la  contrepression  de  l'arrière  et  nous  l'avons  fait  en  établis- 
sant la  formule  qui  donne  cette  contrepression. 

M.  Raffy  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  une  propriété  caractéristique  des  hélicoïdes. 

Les  hélicoïdes  appartiennent,  comme  on  sait,  à  la  classe  des 
surfaces  dont  les  rayons  de  courbure  principaux  sont  liés  par 
une  relation.  De  plus,  les  lignes  tracées  sur  ces  surfaces  et  le 
long  desquelles  chaque  rayon  principal  conserve  la  même  valeur 
coupent  les  lignes  de  courbure  sous  un  angle  constant.  Ossian 
Bonnet  s'est  proposé  (Journal  de  V Ecole  Polytechnique,  Ca- 
hier XLII,  p.  i  io-i  1 1)  de  trouver  toutes  les  surfaces  qui  jouissent 
de  celte  double  propriété.  Il  démontre  que,  pour  toute  relation 
donnée  entre  les  rayons  de  courbure  principaux,  il  existe  une 
surface  répondant  à  la  question  (en  fait,  il  y  en  a  une  double  infi- 
nité); puis  il  écrit  :  Cette  surface  est  un  hélicoïde  à  profil 
courbe,  et  n 'ajoute  pas  un  mot. 

L'affirmation  est  exacte,  mais  elle  a  besoin  d'être  justifiée.  Je 
vais  montrer  que  la  preuve  en  est  contenue  dans  mon  Mémoire 
Sur  certaines  surfaces  dont  les  rayons  de  courbure  sont  lies 
par  une  relation,  inséré  au  Tome  \Xl  de  ce  Bulletin. 

lin  effet,  Ossian  Bonnet  a  implicitement  établi  que  les  surfaces 
cherchées  sont  applicables  sur  des  surfaces  de  révolution,  lorsque, 
parlant  de  leur  élément  linéaire 

il  a  prouvé  que  A  était  une  fonction  du  seul  argument  u  -h  /m  , 
où  m  est  une  constante.  Dès  lors  les  surfaces  dont  il  s'agit  étant 
applicables  sur  des  surfaces  de  révolution  et  ayant  leurs  courbures 
principales  fonctions  lune  de  l'autre,  sont  parmi  celles  que  con- 
cerne mon  travail.  Or  j'ai  prouvé  (pie  ces  surfaces  sont  nécessai- 


v 


-   i£>  - 

renient  des  hélicoïdes,  quand  un  certain  angle  t  est  fonction  du 
seul  paramètre  j3,  ainsi  que  les  deux  rayons  principaux,  l'élément 
linéaire  étant  mis  sous  la  forme 

(•2)  «/s*=\V«(p)(£fa»-t-rfp«). 

Cet  angle  t  est  lié  aux  rotations  du  trièdre  mobile  par  les  rela- 
tions 

p  —  \riÇi)coizt         px  -+■  (/  —  x  V,(3  )siiiT, 


d'où  Ton  conclut 


Pi  t-  <1 


cotx. 


Mais  si  Ton  représente  par  tb  l'angle  d'une  des  lignes  de  courbure 
de  la  surface  avec  la  ligne  coordonnée  [3  =  const.,  on  pourra  rem- 
placer d%  et  dfi  respectivement  par  cosro  et  sinro  dans  ré(|ualion 
différentielle  des  lianes  de  courbure 


ce  qui  donnera 


p(d%*  —  dp)  -+-  (pt  -f-  q)d<zd$  =  o, 


tan£2ra  = ' —  =  —  col*:. 


Pi-r<l 


Donc,  quand  l'angle  m  est  fonction  de  r  seulement,  la  surface  est 
un  liélicoïdc. 

Cette  conclusion  semble  tomber  en  défaut  pour  les  surfaces  à 
courbure  totale  constante  parce  qu'il  n'est  plus  évident  que,  l'élé- 
ment linéaire  d'une  telle  surface  étant  mis  sous  la  forme  (a),  ses 
deux  rayons  de  courbure  principaux  soient  fonctions  de  fi.  Mais 
il  en  est  bien  ainsi,  comme  nous  allons  le  démontrer.  En  effet, 
l'élément  linéaire  (i)  convient  à  une  surface  dont  les  rayons  de 
courbure  principaux  ont  respectivement  pour  expressions 


Le  produit  H,  \\2  sera  constant  si  Ton  prend  ©(£)  =  ^Â-  -j-  a. 

vient  alors 

(k*+a)du*-*-a*dv* 


tts*-= 


A* 


Nous  supposons  en  outre  que  A*  est  une  fonction  de  //  -f-  mv  =  /. 
Chassant  u  de  l'expression  ci-dessus,  on  trouve 

m'î(ki-+-a)  ■•,-  a*  X  ->.m(k*  +  a)chdt  ( Â*  +  *t)dt^_    1 

"~W  I l  *         ïn*  (  h  *  -w/  ;  +-  (t*  ~*~  TitHl^  fi  j  w* 2  J  ' 
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Faisons  le  changement  de  variable 

Ç     (k*+a)dt 

il  viendra 

ds*  =  21 [aa*-h  F*(  t)dtt\. 

Posant  enfin  F(t)dt  =  drj!>,  on  arrivera  à  la  forme  (a),  et  l'on 
voit  que  k  sera  une  fonction  de  [3;  il  en  sera  de  même  de  Rf  et 
de  Ra,  ce  qui  complète  la  démonstration.  En  conséquence,  toute 
surface  dont  les  rayons  principaux  sont  liés  par  une  relation, 
et  dont  les  lignes  de  courbure  font  avec  chaque  ligne  d*  égale 
courbure  un  angle  constant  tout  le  long  de  cette  ligne,  est  un 
hélicoïde. 

SÉANCE    DU    16  JUIN    1897. 

PRÉSIDENCE   DE   H.    TOUCHE. 

Communication  : 

M.  Bricard  :  Sur  certaines  propriétés  des  cubiques   circu- 
laires. 


SÉANCE    DU   7    JUILLET    1807. 

PRESIDENCE    DE    M.    BIOCIIK. 

Election  : 

\i>l  élu,  à  l'unanimité,  membre  de  la  Société  :  M.  Fonlcné, 
présenté  par  IMM.  Laisant  el  liricard. 

Com  m  u u ica l io n s  : 

M.  KaflTy  :  Contribution  à  la  théorie  des  surfaces  dont  les 
rayons  de  courbure  principaux  sont  liés  par  une  relation. 

M.  1)1  u  tel  :  Sur  les  polygones  inscrits  et  circonscrits  à  deux 
cercles. 

M.  liricard  :  Théorème  sur  les  systèmes  articulés. 
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M.  Cyparissos  Stlpiianos  adresse  la  Noie  suivante  : 

Sur  le  temps  solaire  moyen. 

1.  On  est  habituellement  dispos*»  à  croire  que  le  temps  solaire 
moyen  actuellement  adopté  est  aussi  approché  que  possible  du 
temps  solaire  vrai.  Si  cela  était,  il  faudrait  que  la  moyenne 

I  =  »    f    K  tit 

•  o 

des  valeurs  que  prend  l'équation  du  temps  E  dans  l'espace  d'une 
année  tropique  T  fût  nulle. 

Pourtant  il  n'en  est  pas  ainsi.  Car  si  Ton  calcule  la  valeur  de  ï 
dans  le  cas  le  plus  simple,  c'est-à-dire  sans  tenir  compte  du  dé- 
placement des  équinoxes  et  des  variations  de  l'orbite  elliptique 
de  la  l'erré,  ou  trouve 

I—  (i  —  t'*)1 — [ — arc  tan»; . —     » 

Oc\Jl e\  i — Kv.os'im  I 

en  posant 


/  —  _  /      e  lan£Î^_Y 


et  désignant  par  e,  ts  et  w  l'excentricité  de  l'orbite  de  la  Terre,  la 
longitude  du  périhélie  et  l'obliquité  de  l'écliptique  ('). 

Cette  valeur  de  l  n'étant  pas  nulle,  le  temp*  moyen  le  plus 
rapproché  du  temps  solaire  vrai,  qu'on  pourrait  adopter,  serait 
donné  par  un  nouveau  soleil  fictif,  décrivant  l'équaleur  céleste 

avec   une  vitesse  constante  -,„-  et  qui  aurait,  sur  le  soleil  moyen 

actuellement  admis,   une  avance  constante  en  ascension   droite 
égale  à  1. 

2.  Le  calcul  de  la  valeur  précédente  de  I  offrant  quelque  in- 
térêt, je  vais  l'indiquer  sommairement. 

Je  désignerai  pour  cela,  comme  d'habitude,  par  e,  L  et  A\  l'ano- 
malie vraie,  la  longitude  vraie  et  l'ascension  droite  du  Soleil;  je 


(  '  )  Nous  avons  tloiint*  ivt.tr  vulrur  de  l  <luns  Y  Intermédiaire  des  Mathéma- 
ticiens (t.  IN,  p.  f»i).  m  ivpiiiis!'  à  mu*  i)iir>tiiui  po*ii'v  par  im iii^-iiir-iiii*  (  Ibid., 
I.  III.  p.    h). 
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poserai  aussi 

Ç  =  tangro,        h  =  cosc»,        jr  =  taogt*. 

El  d'abord  on  reconnaît  sans  peine  que 

!=---  f  ia  —  Udt. 
On  trouve  ensuite 

Ol  __  (i  —  c»>«    /•" tangL/fr 

</A  ""       2ir       J^       (i-i- A*  tang*L)(i-h  ^cosv)f 

_  (i^-gt)f    /•«        tangL        T  <fo  </y  1 

~*        air       ^      i -+- A*  tang*L  [/ i-Hecosi»)*       (i  —  «cosp^J 

en  posant 

tangL //t> 


*J#     (« 


/**  tang*L)(i    -e*cos*v) 


soit 


X  /i/t 


ou 


/=(^-H*)(l  —  ^J?),  /,  =  (|  — **)-!- X*t 

3.  Pour  calculer  maintenant  la  valeur  de  J,  remarquons  que  si 
Ton  représente  par  cp0,  ©,,  y2  trois  polynômes  du  second  degré 

o,  =  «j  -f-  />,  j*  -+-  Ci  rx, 
Oj  =  at  -+-  6j  .r  -+-  Cj  j**. 

dont  les  deux  derniers  gardent  une  valeur  positive  quel  que  soit  x, 
et  que  Ton  désigne  par  D0I,  D0:m  Dm»  13i 2,  D22  les  invariants 

D01  =  'xa0ci —  &0^i  -+-  'a^q^i, 

ï>i,  —  4aic,  —  &J,  . .., 


on  ;i 


t: 
On  u  de  la  sorte 


1  _ 1  r  ^—  -  — -- * 
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élanl  posé 

A  —  i  +  a'!      ^V2,         B  =  (i  4-  g-)Ji  —  e%        G  =  i-h.Arî—  e*. 
On  déduit  de  là 

i.  Pour  passer,  maintenant,  de  cette  expression  de  -jt  »  à  la  va- 
leur de  I,  on  doit  remarquer  que  Ton  a 

parce  que,  pour  h  =  i ,  on  a  1  =  o. 

On  achève  aisément  le  calcul  de  I  en  observant  que,  dans  le 
cas  où  le  polynôme  A  -+-  2B//  -+-  C/*a  garde  une  valeur  positive 
quel  que  soit  /*,  on  a 

Çhi   dh 1  (/,t— /j^/AC-B» 

,/A|     Â  +  illÀ'+C/t*  ~~  v/ÂC"-^~lpa,Cli,nSA^  U(/i,  +  /«s)  +  (:/«|As' 

5.  L'expression  donnée  de  I  peut  être  aussi  vérifiée  en  parlant 
des  formules  connues 

il\  —  L  = —  lang*  Ju>  sin  ih  -h  J  tang*iu>  sin4L  — . . ., 

A-  si  n  a  ,    .  £*    .  k*   .    „ 

arctnni' ; =AsinaH sin'2a-i-  —  sinjot  -h. . ., 

1  —  A-  eus  a  -i  i 

et  en  remarquant  que  l'on  a,  pour  des  valeurs  positives  de  jj., 


«'0 


*X      l  —  *1*"*1*  ~  y/ r~^\\  +  y/ i^T- ) 

0.  Remarquons  enfin  que  le  développement  de  I,  ordonné  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  e,  ne  contient  que  des  termes 
de  degré  pair  et  qu'en  omettant  les  termes  de  degré  supérieur  au 
troisième,  on  a 

I  -   —  ■-—  lung*  -  eu  sinam  -*-. . . . 
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SÉANCE  DU  21  JUILLET  1897. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    PICARD. 

Communications  : 

M.  Lecornu  :  Sur  les  engrenages  à  dents  circulaires. 
M.  Bricard  :  Sur  les  systèmes  de  droites  et  de  quadriques 
tangentes. 

M.  Caronnet  :  Sur  la  théorie  du  joint  de  Cardan. 

M.  d'Ocàgne  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  les  paramètres  de  distribution  du  paraboloide  hyperbolique. 

M.  Mannheim  a  énoncé,  dans  les  Nouvelles  Annales  (3P  série, 
t.  XXI,  p.  34o,  Question  1774),  le  théorème  suivant  : 

Le  produit  des  paramètres  de  distribution  des  plans  tan- 
gents  à  un  paraboloide  hyperbolique,  pour  deux  généra- 
trices de  même  système  et  rectangulaires,  est  égal  au  carré 
de  la  plus  courte  distance  de  ces  droites. 

En  cherchant  à  démontrer  ce  théorème,  j'en  ai  obtenu  la  géné- 
ra'isation  suivante  : 

Le  produit  des  paramètres  de  distribution  des  plans  tan- 
gents à  un  paraboloide  hyperbolique,  pour  deux  généra- 
trices quelconques  de  même  systèmef  est  égal  au  carré  du 
quotient  de  la  plus  courte  distance  de  ces  droites  par  le  sinus 
de  leur  angle. 

Ce  dernier  théorème  présente  l'intérêt  de  permettre  de  déduire 
du  paramètre  de  distribution  d'une  génératrice  quelconque  celui 
de  toute  génératrice  du  même  système. 

En  voici  la  démonstration  : 

Soient  G  et  G|  deux  génératrices  quelconques  de  même  sys- 
tème projetées  sur  le  plan  directeur  de  ce  système  pris  pour  plan 
horizontal.  Leur  plus  courte  distance  aat  se  projette  suivant  un 
point.  Soient,  en  outre,/;  et  />,  les  points  centraux  correspon- 
dants. Les  plans  centraux  sont  respectivement  les  plans  verticaux 
passant  par  G  et  G,.  Le  plan  tangent  en  a  est  défini  par  les  géné- 
ratrices G  et  api,  en  a,  par  les  génératrices  G,  et  aK  p  (Jig.  1). 

Faisons  une  projection  sur  le  plan  vertical  perpendiculaire  en  p 
à   ftp.    Le  point  /'1   se  projette,   sur  la  perpendiculaire  />,  qs   ;'i  la 


1 
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trace  pqx  de  ce  plan  vertical,  au  poinl  p\  le!  que  q\p\  =  S,  o  étant 
la  plus  courte  distance  de  G  et  Gt . 

Dès  lors,  l'angle  0  que  le  plan  tangent  en  a  fait  avec  le  plan 


Fi g.   i. 


»  .1 
'6' 


P' 


central  en  p  est  projeté  en  vraie  grandeur  en  app\.  Abaissons  du 
point  a  la  perpendiculaire  ai  sur pp\ .  Elle  coupe  pq%  au  point  *,  et 
ce  point  est  le  point  représentatif  de  la  distribution  des  plans  tan- 
gents pour  la  génératrice  G.  En  effet,  d'une  part,/?/ est  la  perpen- 
diculaire élevée  à  G  par  le  point  central  p\  de  l'autre,  l'angle /?*#, 
sous  lequel  on  voit  du  point  i  le  segment  pa,  est  égal  à  l'angle  0 
que  le  plan  tangent  en  a  fait  avec  le  plan  central.  Par  suite,  Je  pa- 
ramètre de  distribution  k  de  la  génératrice  G  est  égal  à  pi.  On  ob- 
tient de  même  le  paramètre  de  distribution  p{  i,  =  k%  de  Gf. 

Si  maintenant  nous  appelons  /  et  lt  les  segments  ap  et  atpiy 
w  l'angle  des  génératrices  G  cl  G<,  la  similitude  des  triangles  api 
et  pq\p\i  qui  ont  leurs  côtés  respectivement  perpendiculaires, 

nous  donne 

pi  _  qsp\ 


pa        qxp 


ou 


d'où 


o 


II 


De  même 


Taisant  le  produit,  ou  a 


k  = 


/,= 


/i  si  ii  a» 
/sinio 


kkx  = 


mii'cu 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR   LES   TRANSMUTATIONS; 
Par  M.  C.  Bourlet. 

J'ai  étudié,  dans  un  récent  Mémoire  (*),  une  catégorie  1res 
générale  d'opérations  que  j'ai  nommées  transmutations.  Je  vais, 
dans  cette  petite  Note,  indiquer  quelques  nouvelles  propositions 
sur  ce  sujet;  mais  je  tiens,  auparavant,  à  réparer  une  omission 
bien  involontaire  que  j'ai  faite  en  ne  citant  pas,  dans  cette  étude, 
les  travaux  de  MM.  Pincherle  et  Calô  dont  je  n'avais  pas  eu  connais- 
sance. 

Je  dis  qu'on  a  défini  une  transmutation  à  n  variables  dès  qu'on 
a  donné  un  moyen  de  faire  correspondre  à  toute  fonction  de  n 
variables  une  autre  fonction  des  mêmes  variables.  J'ai,  dans  le 
Mémoire  précité,  recherché  la  forme  générale  de  toutes  les  trans- 
mutations telles  qu'il  existe  une  relation  donnée  entre  les  trans- 
muées de  trois  fonctions  tc(h,  v),  t^,  (m,  v),  tc2,  (m,  v);  tc,  Tcf,  Tzt 
étant  trois  composantes  données  et  u  et  r  deux  fonctions  arbi- 
traires. 

Cette  recherche,  comme  je  l'ai  montré,  se  ramène  à  la  détermi- 
nation de  la  forme  générale  de  toutes  les  transmutations  qui  sont 
telles  que  Ton  ait 

(s*/ désignant  la  transmuée  de  u:  transmutations  que  je  nomme 
additives.  Or,  à  mon  insu,  les  propriétés  générales  de  ces  opéra- 
lions  additives  avaient  déjà  été  établies  par  M.  Pincherle,  profes- 
seur à  l'Université  de  Bologne,  pour  le  cas  d'une  seule  variable  ("-'"), 
puis  étendues  par  M.  Calo,  au  cas  de  plusieurs  variables  (:l).  J'ai 
donc  retrouvé  ces  propriétés,  déjà  connues,  et,  en  particulier,  le 
fait  intéressant  «pie  toute  transmutation  additm.*,  uniforme,  ron- 


('  )  Voir  Annules  de  l'École  Normale  supérieure,  avril-mai  1^)7. 
(J)  S.  l'ixciiKKLK.   Acta  Mathcmatica,  t.  V  p.  iV>-i8>,    et  liendieonti  tlclhi 
H.  Aecademia  dei  Lincei,  17  fôriir  189,'). 

(')  r..\Ln,  Hendieunti  délia  li.  Ace.  dei  l.ineei,  I.  IV.  ■»•'  sr-ni..  p.  ">  '  :    !•**«>">. 
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tinuc  et  régulière,  peut  être  représentée  par  une  série  de  la  forme 


(')  G"=2«*,*. 


...A 


n  àx\x  dr\* . .  .dxkn« 


Mais  la  voie  que  j'ai  suivie  étant  différente  de  celle  de  mes  pré- 
décesseurs, je  suis  parvenu  à  une  expression  générale  des  coeffi- 
cients ah  kim..km  nouvelle  qui,  dans  les  applications  pratiques,  me 
paraît  d'un  maniement  plus  commode.  L'application,  que  j'ai 
faite,  de  ces  résultats  à  la  dérivée  d'indice  fractionnaire  ou  négatif 
avait  déjà  été  faite  par  M.  Pincherle  dans  le  cas  particulier  où  cet 
indice  est  un  nombre  entier  négatif  (').  J'ai,  ensuite,  introduit, 
dans  celte  étude,  la  notion  de  fonction  opéra  tive  qui  est  la  fonc- 
tion suivante,  formée  avec  les  coefficients  de  la  série  (i)  : 

Celte  notion  m'a  permis  de  donner  une  règle  simple  pour  dis- 
tinguer à  laquelle  des  deux  catégories  de  transmutations,  déjà 
signalées  par  M.  Pincherle  (2),  appartient  une  transmutation 
donnée.  Les  applications,  que  l'on  peut  faire,  de  celte  fonction 
opérative  et  les  considérations  sur  l'intégration  des  équations 
différentielles  linéaires  d'ordre  infini,  qui  terminent  mon  Mé- 
moire, me  sont  personnelles,  à  ce  que  je  crois  du  moins. 

J'ajouterai,  pour  clore  celte  introduction,  qu'outre  les  quatre 
Mémoires  que  je  viens  de  signaler  et  qui  contiennent  de  nombreux 
points  communs  avec  mes  travaux,  M.  Pincherle  a  publié  cinq 
autres  Mémoires  sur  les  propriétés  et  les  applications  des  trans- 
mutations addili  vos  qu'il  nomme  opérations  fonctionnelles  distri- 
butives  (3). 


('  )  Hendiconti  d.  II.  Ace.  dei  Lincei t  \i  avril  189O. 

(2)  PixciiEHLK,  Delta  vatidita  effectiva  di  aie  uni  sviluppi  in  série  di  fun- 
zioni.  (  Bendiconti  d.  /?.  Ace.  dei  Lincei;  1896.) 

(J)  S.  Pinciieiile,  Suite  operazioni  distributive  commutabili  con  una  ope- 
razione  data.  (Accad.  /?.  d.  Se.  di  Torino;  189a.)  —  Le  op.  distrib.  e  le  omo- 
grafie.  (/?.  C.  dei.  r.  Ist.  Lomb.  di  Se.  et  Lctt.y  scric  II,  t.  XXIX;  189*}.)  —  Op. 
distrib.  le  equazioni  dijferenziali  lineari  non  omogena.  (/?.  C.  d.  II.  Accad.  dei 
Lincei,  29  avril  189').)—  Sulle  equazioni diff .  lineari  non  omogena.  (/?.  Accad. 
délie  Se.  d.  Ist.  di  liologna;  1S9*).  )  —  Genno  sulla  geometria  dello  spazio 
funziontile.  {II.  Ace.  d.  Ist.  di  liologna,  \\  février  1897.) 
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I. 


J'ai,  comme  je  viens  de  le  dire,  déterminé  la  forme  générale  de 
toutes  les  transmutations  telles  qu'il  existe,  quelles  que  soient 
les  fonctions  u  et  r,  une  relation  donnée  entre  les  transmuées 
de  trois  fonctions  composées  tz(u,  v ),  -n,  (*/,*>),  tz.2(u,v).  Une 
question  qui  se  pose,  alors,  naturellement,  est  celle-ci  : 

Existc-t-il  une  transmutation  G  telle  que  l'on  ait,  à  la  fois, 
quelles  que  soient  les  fonctions  régulières  u  et  r,  les  deux  re- 
lations 

w«^)]  =  x!^i(«.4^[W".«')];. 

7:,  7:,,  7t„  <{/,  ^1,  ^2,  <p  et  '£  étant  des  fonctions  données?  (S//  dé- 
signe la  transmuée  de  u). 

Comme  je  l'ai  démontré  (')  on  peut  toujours  ramener  une  des 
deux  relations  à  avoir  la  forme  simple 

(1)  G(m  +  ^)  =  6m  +  (t>. 

J'ai  nommé  transmutations  additives  celles  qui  vérifient  la  re- 
lation (1)  et,  par  suite,  le  problème  précédent  se  ramène  toujours 
à  celui-ci  : 

Déterminer  toutes  les  transmutations  additives  qui  vérifient, 
en  outre,  une  relation  donnée  telle  que 

(1)  S|^(«,r))  =  o|t[i:,(w,  r)|,  £["*(",  *•' >1  ,\ 

quelles  que  soient  les  fonctions  u  et  i\ 

Ce  problème,  ainsi  posé,  n'admet  pas  en  général  de  solution, 
c'est-à-dire  qu'étant  données,  au  hasard,  deux  relations  de  la 
forme  (2),  //  ny existe  pas,  en  général,  de  transmutation  véri- 
fiant à  la  fois  ces  deux  relations. 

Pour  le  prouver,  il  me  suffira  d'examiner  un  cas  particulier.  Je 
choisis  celui  où  la  relation  (2)  est  de  la  forme 

(3)  fttf  =  o(£  u,  £i-  ), 


(')  Loc.cit.,  p.    l'ji  et   note,  p.  1  N<  1 . 
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H.  je-  \ a i s  montrer  que  la  fonction  s  ne  saurait  rire  arbitraire. 
D'abord,  la  fonction  s  devra  être  indéfiniment  symétrique  (') 
si,  comme  je  l'explique  dans  mon  Mémoire  (p.  i38),  on  écarte 
les  transmutations  banales  qui  font  correspondre  à  toute  fonc- 
tion u  la  même  fonction  fixe.  On  peut  alors,  d'après  une  propo- 
sition d'Abel  (*),  trouver  une  fonction  ^(s),  d'une  seule  variable, 
telle  que  la  relation  (3)  se  mette  sous  la  forme 

(i)  ty(Çuv)  =  ty(Ç.u)ty1sv). 

D'autre  part,   C  désignant  une  constante  arbitraire,  réelle  ou 
imaginaire,  on  déduit  de  la  relation  (i)  celle-ci  (3)  : 

</  C  u  =  C  (r  m  ; 
on  de\ra  donc*  avoir 

Il  en  résulte  que  la  fonction  6(5)  devra  xérifier  la  relation 

on  en  déduit,  en  posant 

;jglog[+<*)]  =  F(*), 
CF(C5)=  F(3). 


(')  Je  dis  qu'uni'  fonction  ?  (x, y)  est  indéfiniment  symétrique,  lorsqu'elle  est 
non  bculemrnt  s\  métrique,  niais  encore  lorsque  ?[.r,  ?(?**)]  est  aussi  une  fonc- 
tion symétrique  des  trois  variables  xyy\  z. 

(  »)  Loc.  cit.,  p.  i.'ty. 

(')  /,or.  cit.,  p.  i$6\  Je  ferai  remarquer,  à  propos  de  cette  relation,  que 
M.  Pinchcrle,  et  a  sa  suite  M.  Calô,  la  considèrent  comme  une  conséquence  évi- 
dente de  la  relation  fondamentale 

Êfw  +  v)  -Ç«  +  6t'. 

C/rst  eflcrthriiient  vrai  lorsque  C  est  une  constante  réelle;  mais  cela  me  parait 
beaucoup  moins  intuitif  lorsque  C  est  imaginaire  et  j'ai  cru  utile,  dans  mon 
Mémoire,  d'eu  donner  une  démonstration  précise. 
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De  là,  enfin,  on  conclut  que 

F(.)=£f 

a  étanl  une  conslante  et,  par  suite,  que 

b  étant  une  nouvelle  conslante.  Pour  que  la  relation  (4)  soit  com- 
patible avec  la  relation  (i)  il  faut  donc  qu'elle  soit  de  la  forme 

(<5!M>)rt=  b({sll)a(fDV)a. 

La  relation  (3)  doit  donc  avoir,  à  son  tour,  la  forme 

(5)  (Buv  =  k  Çm6c, 

k  étanl  une  conslante  (ou  une  fonclion  donnée). 

La  fonction  o  ne  peut  donc,  comme  je  l'avais  annoncé,  être 
arbitraire. 

Il  nous  reste  à   trouver  toutes  les  transmutations  vérifiant  les 

relations  (i)  et  (5).  En  remplaçant  (Bu  par  j  Œu}  la  relation  (5) 
prend  la  forme  plus  simple 

(6)  tzuv  =  (du  Ce, 

cl,  en  dernière  analyse,  je  suis  conduit  à  chercher  toutes  les 
transmutations  additives  telles  que  la  transmuée  d  un  produit 
soit  le  produit  des  transmuées  des  deux  facteurs. 

Or,  de  la  relation  (6),  on  déduit  immédiatement  celle-ci  : 

//,,  u2,  .  .  .,  un  étant//  fonctions  arbitraires  et  kx  kt1  .  .  . ,  kn  des 
exposants  entiers  positifs.  Supposons  alors  que  la  transmuta- 
tion S  soit  une  transmutation  à  n  variables  xx,x.2,  ...,£*„,  et 
prenons 

Posons,  en  outre, 

Ê.rj  —  (o,  (r^Xi,  ..  .,  .r„). 


? 

C  .r„  -  (o„  ( ./-, ,  ./•_> r,t  ). 


^ 
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D'ailleurs,  comme  je  l'ai  montré  ('),  une  transmutation  addi- 
tive, uniforme,  régulière  et  continue,  est  parfaitement  définie 
dès  qu'on  connaît  les  transmuées  de  toutes  les  expressions  de  la 
forme x\xxk£. .  ,x*tn  pour  toutes  les  valeurs  possibles  entières,  posi- 
tives ou  nulles,  des  exposants  A*<,  Â2,  .  .  .,  A,*»  La  transmutation 
cherchée  est  donc  ainsi  parfaitement  définie  et  ce  n'est  autre  chose, 
en  vertu  des  conclusions  de  mon  Mémoire,  que  la  transmutation 
qui  consiste  à  faire  la  substitution  de  tû|,  co^,  .  ..,(o„,  respec- 
tivement à  x^x^*  . .  • ,  x„.  Nous  arrivons  donc  à  la  proposition 
intéressante  que  voici  : 

Théorème.  —  La  substitution  (ou  changement  de  variables) 
est,  à  un  multiplicateur  près,  la  seule  transmutation  additive, 
uni/orme  et  régulière,  qui  est  telle  que  la  transmuée  du  pro- 
duit de  deux  fonctions  quelconques  puisse  s'exprimer  au 
moyen  des  transmuées  de  ces  deux  fonctions  (2). 

II. 

Dans  ce  qui  précède,  je  n'ai  parlé  que  de  la  recherche  de  trans- 
mutations vérifiant  deux  relations  dont  chacune  ne  contient  que 
des  transmuées  de  deux  fonctions  arbitraires  u  et  v  ou  de  fonctions 
composées  de  celles-ci.  II  est  clair  qu'on  pourrait  se  poser  des 
problèmes  plus  généraux  en  se  donnant  des  relations  qui  contien- 
draient, en  outre,  les  fonctions  u  et  c  elles-mêmes.  J'ai,  dans  la 
Préface  du  Mémoire  dont  je  parle,  indiqué,  sans  démonstration, 
deux  relations  qui  suffisent  pour  caractériser  la  dérivation;  je 
vais,  pour  donner  un  exemple  de  ce  nouveau  genre  de  questions, 
développer  ici  ce  point. 


(  '  )  Loc.  cit.,  p.  1^7. 

(*)  M.  Pinrhcrlc   ( liendicontt  d.   fi.  Arc.   dei  Uncei,  17  février  1K9.Ï)  avait 

déjà  démontre  que  lu  substitution*  est  la  seule  transmutation  additive  telle  que 

l'on  ail,  en  outre, 

Cr  uv  —  fuGi»; 

le  résultat  auquel  je  parviens  est,  on  le  voit,  beaucoup  plus  général.  Dans  une 
Note  plus  récente  (  ?  mai  1897).  M.  Pinclicrlc  a  recherché  les  transmutations 
uddilives  qui  admettent  un  théorème  de  multiplication  d'une  forme  particulière. 

XXV.  10 
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Théorème.  —  La  seule  transmutation  additive,  uniforme, 
continue  et  régulière,  (?,  telle  que  Von  ait,  quelles  que  soient 
les  fonctions  régulières  u  et  v,  la  relation 

est  celle  qui  est  définie  par  une  égalité  de  la  forme 

~  Ou  du  du 

to,,  to2,  . . . ,  (i)/t  étant  n  fonctions  déterminées. 

Soit,  en  effet,  C  une  constante  arbitraire,  la  relation  (7)  donne 

£  G  u  =  C  G  u  -h  u SC. 
D'autre  part,  puisque  la  transmutation  est  additive,  on  a 

et,  de  ces  deux  relations  combinées,  on  conclut,  d'abord,  que  Ton 
doit  avoir,  quelle  que  soit  la  constante  C, 

(8)  SC  =  o. 

De  la   relation  (7),  répétée  plusieurs  fois,  on  déduit  aisément 

celle-ci  : 

i-p 

(y)         C  f«|  Ui.  .  .Uj-x  iiiUi+x.  .  .  u/t  =  ^  U\  ut.. .«/_  ,  m/^.,  . . .  up$  wz. 

/it,  u>,  ...,  iip  étant  p  fonctions  atbilaires   des  n  variables   jrln 
x2,  .  •  -,  JCtl.  lin  prenant  d'abord 

on  en  conclut 

puis,  plus  généralement. 


J^l 


En  d'autres  termes,  si  l'on  pose 
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/, ,  /j,  .  . .,  k„  étant  des  entiers  positifs  ou  nuls,  on  a 

(10)  G«=- —  Cr'J?i-i-- — teJTt-H,  .  .-+-  r — <dXn. 

f/JTj  (/J7j  vXn 

Soit,  alors,  P(x< ,  #2?  . . .,  xn)  un  polynôme  entier  en  xK  ,  x2,  ..., 
xn,  la  transmutation  G  étant  additive,  la  transmuée  du  polynôme  V 
sera  la  somme  des  transmuées  de  chacun  de  ses  termes;  e«  appli- 
quant aces  termes  les  relations  (8)  et  (10)  et  en   tenant  compte 

de  la  relation 

G  Ci*  =  C£>m, 

on  en  conclut  que  Ton  a 

çP(xuxt,  .  ..,xn)  =  —  (T^i-h  T-  Gxt-h.. .-+-  - —  tJf». 

f/.T|  «J"t  OXH 

Ceci  posé,  soit  m(j?i,  #2,  . . .,  #«)  une  fonction  régulière  dans 
le  voisinage  du  point  x°n  x!J,  . . .,  #",  c'est-à-dire  une  fonction 
développante,  dans  le  voisinage  de  ce  point,  en  une  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  croissantes,  entières  et  positives,  dea:i  —  xj, 
x2 —  x\,  •  • .,  xn —  arj.  Désignons  par  cp^^i,  #2,  ...,#«)  le  poly- 
nôme entier  de  degré/?  obtenu  en  arrêtant  le  développement  aux 
termes  de  degré/?,  on  aura,  d'après  ce  que  je  viens  de  dire, 

(m)      S9»(J?i,.r„  .  ..,x„)=  -jï£  6a?i-h  -Ï£  £>,-+-.  . .  -h  -p^-^xn. 
ir  ax\  ôxt  t)xa 

Faisons  croître  p  indéfiniment  :  yp  aura  pour  limite  1/;  -J-^-S 

._ll  ,  ...,     ll  auront,  respectivement,  pour  limites  — ,  — ,  •••, 

UXf  wX/f  OX\       OXf 

- —  La  transmutation  £  étant,   par  hypothèse,  continue  ('),  on 

a^ira  aussi 

lim  (£<&,,)  =  G  limCç»,, )  ==  G  a, 

et  l'égalité  (11)  devient,  à  la  limite. 

Ou  _  dw  ^  du  _ 

(  I  '2J  fe  M  =    -—  (S  J?!  -+•    -r (f/X,  -f  .  .  .  ■+■ &Xn, 

0X{  OXt  OXft 

qui  a  la  forme  indiquée  dans  l'énoncé. 


('  )  Loc.  cit.,  p.   i3f». 
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Lorsque  Cr^  S*r2,  ...,  <r.r«  sont  des  constantes  arbitraires, 
cette  égalité  ne  diffère  de  celle  qui  donne  la  différentielle  to- 
tale de  //  que  par  la  notation.  Si  donc  on  convient  de  désigner 
la  transmutation  particulière  dont  il  s'agit  par  le  symbole  </,  au 
lieu  de  £,  l'égalité  (12)  s'écrit 

•  .         Ou    ,  du    .  Ou    . 

au  =  -—-  dxk  -+-  - —  rfj-j -+- ...  -4-  - —  dx„. 
0xt  0xt  0xa 

Dans  le  cas  d'une  transmutation  à  une  seule  variable  x,  on  a 


~         du  ,. 
dx 


ce  qui  montre  que  la  transmutation  est  une  dérivation,  à  un  fac- 
teur ((r x)  près. 

SDR  L'ENGRENAGE  A  FUSEAUX; 
Par  M.  L.  Lf.cormj. 

L'engrenage  plan  intérieur  à  fuseaux  est  obtenu,  comme  Ton 
sait,  en  prenant  pour  profils  des  dents  de  l'une  des  roues,  appelée 
lanterne ,  des  circonférences  complètes  ayant  leurs  centres  sur  la 
circonférence  primitive.  Ces  dents  sont  les  fuseaux.  Le  profil 
d'une  dent  de  la  seconde  roue,  qui  prend  le  nom  de  rouet,  est  une 
courbe  parallèle  à  lYpicycloïde  décrite  par  le  centre  d'un  fuseau 
dans  le  roulement  de  la  lanterne  sur  le  rouet.  Ce  genre  d'engre- 
nages présente  des  avantages  assez  sérieux  :  les  dents  circulaires 
sont  très  faciles  à  dessiner  et  à  tailler  avec  précision  ;  quand  Tune 
d'elles  est  usée,  elle  se  remplace  aisément;  en  outre,  on  peut 
rendre  les  fuseaux  mobiles  autour  de  leurs  axes,  comme  les  rou- 
leaux des  chaînes  de  vélocipèdes,  cl  diminuer  ainsi,  dans  une 
large  mesure,  le  travail  du  frottement.  Néanmoins  les  engrenages 
à  fuseaux  ne  se  rencontrent  guère  que  dans  l'horlogerie  et  dans 
la  meunerie.  Leur  principal  défaut  vient  de  ce  (pie  le  contact  des 
dents  a  lieu  presque  exclusivement  d'un  seul  coté  de  la  ligne  des 
centres,  et  cela  parce  (pie  la  courbe  parallèle  à  l'épicvcloïde  pré- 


\ 
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sente  un  point  de  rebroussement  qui,  étant  tout  à  fait  inadmis- 
sible dans  le  tracé  d'une  dent  d'engrenage,  limite  la  partie  utili- 
sable. 

Avant  d'aller  plus  loin,  je  dois  relever  une  inadvertance  com- 
mise dans  le  Traité  de  Mécanique  générale  de  Resal.  Au  Cha- 
pitre II  du  Tome  111,  l'auteur  étudie  l'enveloppe  d'une  circonfé- 
rence (C)  ayant  son  centre  sur  le  périmètre  d'une  circonférence  (S) 
qui  roule  extérieurement  sur  une  circonférence  (S'),  et  il  dit  que 
cette  enveloppe  se  compose  de  deux  courbes  parallèles  à  l'épicy- 
cloïde  décrite  par  le  centre  de  (C),  puis  il  ajoute  que  chacune  de 
ces  courbes  présente  un  point  de  rebroussement  sur  la  circonfé- 
rence (S);  il  indique  même,  avec  figure  à  l'appui,  le  moyen  de 
construire  ces  points  de  rebroussement.  Or,  la  vérité  est  que  les 
points  de  rebroussement  se  trouvent  non  pas  sur  la  circonfé- 
rence (S'),  mais  bien  sur  la  développée  de  l'épicycloïde.  Cette  dé- 
veloppée, qui  est  elle-même  une  épicycloïde,  touche  (S')  en  un 
point  et  pénètre  ensuite  à  l'intérieur  de  (S').  Un  peu  plus  loin, 
M.  Resal  affirme  que  le  contact  des  dents  de  l'engrenage  à  fuseaux 
a  lieu  exclusivement  après  ou  avant  la  ligne  des  centres  suivant 
que  le  rouet  conduit  ou  est  conduit.  Celle  assertion  ne  serait 
exacte  que  si  les  points  de  rebroussement  du  profil  des  dents  se 
trouvaient  sur  la  circonférence  primitive  du  rouet;  mais,  en 
réalité,  comme  nous  venons  de  le  dire,  ils  sont  à  l'intérieur,  et  le 
petit  arc  compris  entre  la  circonférence  primitive  et  la  développée 
permet  de  faire  que  le  contact  des  dents  commence  un  peu  avant 
la  ligne  des  centres  ou  finisse  un  peu  après,  suivant  que  le  rouet 
conduit  ou  est  conduit.  Phillips,  dans  son  Cours  de  Mécanique  à 
l'Kcole  Polytechnique,  énonçait  correctement  cette  propriété  de 
l'engrenage  à  fuseaux. 

Un  ingénieur  américain,  M.  George  Grant,  qui  s'est  particuliè- 
rement occupé  de  la  question  des  engrenages,  a  indiqué  en  1889, 
dans  V American  machinist,  un  moyen  de  modifier  l'engrenage  à 
fuseaux  de  manière  à  supprimer  le  rebroussement  du  profil  théo- 
rique. Ce  moyen  consiste  à  placer  le  centre  du  fuseau,  non  plus 
sur  le  contour  de  la  circonférence  primitive,  mais  à  l'intérieur  et 
à  une  distance  convenable  de  cette  circonférence.  Pour  éviter  la 
trop  grande  obliquité  des  contacts,  la  distance  doit  être  prise 
aussi  petite  que  possible.  M.  Grant  déclare  que  la  détermination 
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mathématique  de  la  distance  limite  est  très  difficile,  excepté  dans 
le  cas  particulier  où  les  fuseaux  engrènent  avec  une  crémaillère. 
Pour  une  crémaillère,  la  distance  x  du  centre  du  fuseau  à  la  cir- 
conférence primitive  de  la  lanterne  doit,  d'après  lui,  être  supé- 
rieure à  —  tt>  d  étant  le  diamètre  du  fuseau  et  D  celui  de  la 
27  D 

circonférence  primitive.  Pour  les  autres  cas,  il  conseille  de  pro- 
céder par  tâtonnement  en  faisant  croître  x  peu  à  peu  et  recher- 
chant graphiquement  dans  quelle  position  le  rebroussement  cesse 
d'exister.  Je  me  propose  de  faire  connaître  ici  l'expression  géné- 
rale de  la  limite  inférieure  de  x. 

Avec  la  modification  recommandée  par  M.  Grant,  le  lieu  du 
centre  d'un  fuseau,  dans  le  roulement  relatif  de  la  lanterne  sur  le 
rouet,  est  une  épicycloïde  raccourcie  (E)  (Jig*  1)  ayant  un  axe  de 
symétrie  et  présentant  sur  cet  axe  un  sommet  dont  la  concavité  est 
tournée  vers  l'extérieur  du  rouet.  Considérons  seulement  la  partie 
à  droite  de  Taxe.  A  mesure  que  le  point  décrivant  s'écarte  de  l'axe, 


Kig.  1. 


la  courbure  de  sa  trajectoire  diminue  jusqu'à  devenir  nulle.  On  a 
alors  un  point  d'inflexion.  Puis  la  courbure  change  de  sens  et. 
à  partir  de  là,  elle  se  trouve,  comme  celle  de  IVpicvcloïde  pro- 
prement dite,  tournée  vers  le  centre  du  rouet.  Le  ravon  de  cour- 
bure, infini  au  point  d'inflexion,  diminue  pendant  quelque  tenu»*, 
atteint  un  minimum  correspondant  à  un  second  sommet,  puis  de- 
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vient  croissant.  D'après  cela,  la  développée  de  l'épicycloïde  rac- 
courcie, pour  la  partie  que  nous  venons  de  considérer,  présente 
deux  branches  infinies  (D),  (D')  ayant  pour  asymptote  commune 
la  normale  au  point  d'inflexion  de  l'épicycloïde.  Si,  comme  nous 
le  supposons,  celle-ci  n'est  que  légèrement  raccourcie,  le  point 
d'inflexion  et  le  second  sommet  se  trouvent  très  rapprochés  du 
sommet  situé  sur  l'axe  de  symétrie.  A  chaque  sommet  de  l'é- 
picycloïde correspond  un  point  de  rehroussement  de  la  déve- 
loppée. 

L'enveloppe  du  fuseau  se  compose  de  deux  courbes  parallèles  à 
l'épicycloïde.  L'une  d'elles  seulement,  la  plus  rapprochée  du 
centre  du  rouet,  est  utilisée  pour  le  profil  d'engrenage.  Elle  a 
même  développée  que  l'épicycloïde  et  présente  un  point  de  re- 
hroussement chaque  fois  qu'elle  rencontre  cette  développée.  La 
rencontre  ne  peut  avoir  lieu  qu'avec  la  branche  de  développée 
correspondant  à  l'arc  d'épicycloïde  situé  au  delà  du  point  d'in- 
flexion. Pour  que  cette  rencontre  ne  se  produise  pas,  il  faut  et  il 
suffit  que  le  rayon  r  du  fuseau  soit  inférieur  au  rayon  de  courbure 
correspondant  au  second  sommet  de  l'épicycloïde. 

Soient  R  le  rayon  du  rouet,  R'  celui  de  la  lanterne.  Posons, 

pour  abréger,  -  =  tj  -+-  -rr-,-  Si  l'on  appelle  p  (fig-  2)  la  longueur 
de  la  normale  en  un  point  de  l'épicycloïde,  limitée  à  sa  rencontre 

Fig.  2. 


avec  la  circonférence  du  rouer,  et  si  cette  normale  coupe  sous  un 
angle  -w  —  ©  la  circonférence  du  rouet,  le  rayon  de  courbure  p  est 
donné  par  la  formule  de  Savary  : 


/>       p — p       acos?p 


-  U4  - 

Soit  b  la  dislance  du  point  décrivant  au  centre  de  la  lanterne. 
On  a 

b*  =  IV*  -rpi  —  Jip  IV  cos  y , 

d'où 

I  I  __  p  __  '2/>R' 

/>       p  — />  "  P(p—P)  ~  â{/ï*+ W*  —  l>* )' 
En  posant  £2=z  R'a —  £*,  on  tire  de  là 

2/>*R' 


P  = 


(iW—a)p*—aA* 


Mais  a  =  - =-,.  Donc 


?      ^(K  +  îR')-  **R" 
En  annulant  la  dérivée  de  p  par  rapport  à  p,  on  obtient  l'équation 

3 />«[/>*(  R  -h  iW)  —  Â*R)  =  a/>*( R  h-  *R'), 
d\>ù 

3Â*R 

La  valeur  correspondante  de  p2  est 

R(R  ■+-  RV(R'*  —  />*> 


p*  =  27 


(  K  -r-  •?.  IV  )» 


Cette  formule,  à  laquelle  m'a  conduit  également  l'emploi  des 
coordonnées  cartésiennes,  fait  connaître  le  ra^'on  de  courbure  au 
sommet  non  situé  sur  Taxe  de  symétrie.  Le  calcul  précédent  ne 
fait  pas  apparaître  le  ravon  de  courbure  au  sommet  situé  sur  Taxe 
parce  que,  pour  ce  sommet,  dp  s'annule  en  même  temps  que  </s. 

Posons  maintenant,  avec  M.  Cirant,  x  =  IV —  b%  et  il  vient 


,'  =,  27  - 


"    (R V •; -IV y* 


Le  ra\on  /•  du  fuseau  doit  être  inférieur  à  la  valeur  de  o  donnée 
par  celte  expression  :  telle  est  la  solution  exacte  du  problème, 
(lomme  en  pratique  .r  est  très  petit  vis-à-vis  de  IV,  on  peut  négli- 
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ger  x2  en  présence  de  2  IV x  et  écrire 

RR'(Rn-R')«g 

r    <  J4       (R+aR')l 

Dans  le  cas  particulier  de  la  crémaillère,  Il  est  infini,  et  l'iné- 
gal i  lé  précédente  se  réduit  à 

r«<  54R'a\ 

9 
Si  Ton  appelle  cl  le  diamètre  ir  du  fuseau  et  D  le  diamètre  2 IV 

de  la  roue  engrenant  avec  la  crémaillère,  on  peut  écrire 

et* 


108  D 


La  formule  de  M.  Grant  :  x  >  —  tt  est  donc  inexacte:   elle 

•27  D 

donne  pour  .r  une  limite  inférieure  qui  est  huit  fois  trop  faible. 

J'ai  vérifié  graphiquement  celle  conclusion. 

R' 

En  désignant  par  n  le  rapport  -^y  on  peut  écrire 


(i  +  art)1    r* 
X  >  54<n-n)«  R ' " 

La  valeur  limite  de  .r  augmente  constamment  avec  /i.  Le  rapport 
n  ne  dépasse  jamais  l'unité,  car  les  fuseaux  sont  toujours  placés 
sur  la  petite  roue.  Pour  n  =  1 ,  c'est-à-dire  dans  le  cas  extrême 

de  deux  roues  égales,  il  faut  que  x  soit  supérieur  à  ^>«  Supposons, 

par  exemple,  que  le  ravon  d'un  fuseau  soit  environ  la  dixième 

partie  de  la  circonférence  primitive  de  la  lanterne,  alors  kv  =  — » 

clx  doit  être  pris  supérieur  à  - —  IV.  On  voit  que,  même  dans  le 

cas  le  plus  défavorable,  un  déplacement  presque  insensible  du 
centre  des  fuseaux  suffit  pour  éviter  la  difficulté  due  à  la  présence 
d'un  rebroussement. 

Ces  considérations  seraient  sans  intérêt  pratique  si  le  rayon  de 
courbure  minimum  appartenait  à  une  partie  du  profil,  inutilisée 
pour  la  construction  de  l'engrenage.  Mais  on  s'assure  aisément 
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qu'il  n'en  est  pas  ainsi.  Eo  effet,  si  I  on  appelle  i  l'angle  que 
forme  avec  la  ligne  des  centres  la  droite  joignant  le  centre  de  la 
lanterne  au  point  de  courbure  ma  xi  ma.  â  l'instant  où  ce  point  est 
en  contact  avec  le  fuseau,  on  a  {Jig.  2) 

On  a  en  outre,  comme  on  Ta  vu. 

3IUR'*—  ù*) 


1  — 


Pz  = 


R-rlR' 


Remplaçant  b  par  IV —  x  et  négligeant  x2,  on  tire  de  ces  for 

mules 

3Rj- 


cos^  =  1  —  ^ 


» .  * 


R'(R-mK') 


attribuant  a  x  sa  valeur  limite  ./RR— R       R,  t  r2,  il  vient 


.  1     (R  +  2R')* 


2 


d'où,  pour  le  petit  angle  'i, 

,   _   11    R  -*-  7  R'    r 
V  ~  ï     R-r-  H     R  '  " 

L'angle  'l  est  donc  toujours  mesuré  par  une  fraction  comprise 

enlrc  le  tiers  et  la  moitié  du  rapport  tt-,  existant  entre  le  rayon  du 

fuseau  et  le  rayon  de  la  lanterne,  ce  qui  permet  de  conclure  à  la 
nécessité  de  faire  disparaître  le  rebrousscmenl  par  le  procédé  que 
nous  venons  d'étudier. 
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CONTRIBUTION  A  LA  THÉORIE  DES  SURFACES 
DONT  LES  RATONS  DE  COURBURE  SONT  LIÉS  PAR  UNE  RELATION  ; 

Par  M.     L.  R\ffy. 


Les  pages  qui  suivent  ont  pour  objet  d'élucider  une  question 
difficile,  qui  a  été  formulée  incidemment,  il  y  a  trente  ans,  par 
Ossian  Bonnet  (Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  Cahier  XLIl) 
et  qui  n'a  pas,  que  je  sache,  été  résolue  depuis  :  Déterminer 
toutes  les  surf  aces  qui  jouissent  des  deux  propriétés  suivantes  : 
i°  leurs  rayons  de  courbure  principaux  sont  liés  par  une  rela- 
tion; 2°  les  lignes  le  long  desquelles  leur  courbure  totale  est 
constante  sont  géodésiquement  équidistantes.  Il  s'agit,  en 
d'autres  termes,  de  déterminer  toutes  les  sur/aces  à  lignes 
d'égale  courbure  parallèles,  dont  les  rayons  principaux  sont 
fonctions  Vun  de  Vautre. 

Il  est  évident  que  la  classe  ainsi  définie  comprend  toutes  les 
surfaces  dont  les  rayons  de  courbure  principaux  sont  liés  par  une 
relation  et  qui  sont  applicables  sur  des  surfaces  de  révolution. 
Mais  ces  surfaces,  que  j'ai  étudiées  précédemment  (Bull,  de  la 
Soc.  malhé m.  de  France,  t.  XIX,  p.  1 58)  et  qu'Ossian  Bonnet 
avait  déjà  rencontrées  (Mémoire  précité)  en  s'occupant  des  défor- 
mations qui  conservent  les  courbures  principales,  sont-elles  les 
seules  qui  répondent  à  la  question?  Rien  n'est  moins  évident.  II 
en  est  pourtant  ainsi,  et  nous  arriverons,  comme  conclusion  du 
présent  travail,  à  ce  théorème  :  Toute  surface,  à  lignes  d'égale 
courbure  parallèles,  dont  les  rayons  de  courbure  principaux 
sont  liés  par  une  relation,  est  applicable  sur  une  surface  de 
révolution. 

1.  Au  cours  de  notre  analyse,  nous  aurons  à  invoquer  certaines 
propositions  que  nous  détacherons  ici,  pour  plus  de  netteté. 

Lemme  I.  —  Si  une  surface  a  ses  lignes  d 'égale  courbure 
parallèles,  son  élément  linéaire  est  réductible  à  la  forme 

(O  fls*=du*~\    (L  7j,V-*  di>*. 
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oàV  désigne  une  fonction  de  v  seulement,  U  une  fonction  de  u 
seulement,  U'  sa  dérivée  par  rapport  à  u  ;  les  courbes  r  =  consi. 
sont  les  gêodésiquesy  trajectoires  orthogonales  des  (ignés  d'é- 
gale courbure  (u  =  consl.). 

Ce  résultat  étant  Lien  connu,  nous  n'y  insisterons  pas. 

Lemme  II.  —  Pour  que  ly  élément  linéaire  (1)  convienne  à 
une  surface  à  une  courbure  totale  constante,  il  faut  et  il  suffit 
que  U'  soit  un  trinôme  du  second  degré  en  U,  à  coefficients 
constants. 

On  sait,  en  effet,  que,  quand  l'élément  linéaire  d'une  surface 
est  mis  sous  la  forme 

ds*  =  du*-hGdi>*, 

le  produit  des  courbures  principales  de  cette  surface  est  donné 
par  la  formule  de  Gauss 

i  i    </V5 


K,K,  /g    du* 

Appliquée  à  l'élément  linéaire  (i)  cette  relation  devient 

(2)  RTK^-^rfSïTr 

Si  maintenant  on  pose  U'  =  'i'(U)  et  qu'on  prenne  U  pour  va- 
riable indépendante,  il  viendra 

les  accents  désignant  les  dérivées  prises  par  rapport  à  U.  Enfin, 
si  Ton  égale  la  courbure  totale  à  une  constante  ac,  et  qu'on  in- 
tègre féq  nation 

on  trouvera,  avec  deux  constantes  arbitraires  a  et  b, 

a*l  =  (aV  -+-  b  )' -h  r, 

'•e  qui  démontre  le  résultat  annoncé.  Sir:  —  o,  c'est-à-dire  si  >l 
est  un  carré  parfait,  les  surfaces  seront  des  développablcs. 
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Le  m  me  III.  —  Pour  que  V  clément  linéaire  (i)  convienne  a 
une  surface  à  courbure  totale  variable,  applicable  sur  une 
sur/ace  de  révolutio/i,  il  faut  et  il  suffit  que  la  fonction  V  se 
réduise  à  une  constante. 

En  effet,  pour  qu'une  surface,  à  courbure  lotale  variable  o, 
soit  applicable  sur  une  surface  de  révolution,  il  faut  et  il  suffil, 
comme  on  sait,  que  les  deux  premiers  paramètres  différentiels 
de  o  soient  des  fonctions  de  3  seulement. 

La  première  condition  As  =/"(»),  exprimant  que  les  lignes 
d'égale  courbure  sont  parallèles,  est  vérifiée  d'elle-même  pour 
l'élément  linéaire  (i).  Le  second  paramètre  différentiel  d'une 
fonction  <p,  relativement  à  l'élément  linéaire 

ds*  =  E  du*  -f-  iFdu  dv  -f-  G</i>*, 
a  pour  expression  générale 

î?  ~  II  du  \H  du       H  ôt)  "*"  H  «te  \îï  5i  ~~  ïï  57*/* 
Dans  le  cas  de  l'élément  linéaire  (i)  on  a 

K  =  i,        F  =  o,        G  =  (U~V)>,         \\  =  y/ËG=T*  =  y/G  ; 

de  plus  la  fonction  o  ne  dépend  que  de  u;  il  vient  donc 

1       f)    /   /-r  do  \        </*  <p         G'„  flfo 

Pour  que  A2:p  soit  une  fonction  de  »,  c'est-à-dire  ne  dépende 
que  de  i/,  il  faut  et  il  suffit  visiblement  qu'il  en  soit  ainsi  de  l'ex- 
pression 

g;,  _    a  U'        \y 

g  """  u— v  "  ir' 

ce  qui  ne  peut  être  que  si  V  se  réduit  à  une  constante. 

2.  Ces  préliminaires  une  fois  posés,  nous  prendrons  pour  point 
de  départ  des  relations  que  j'ai  antérieurement  déduites  (liull. 
de  la  Soc.  mathém.  de  France,  t.  XX,  p.  47)  des  formules  fon- 
damentales de  la  théorie  des  surfaces.  Soit,  en  coordonnées  curvi- 
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lignes  rectangulaires, 

ds*  =  E  du*  ■+-  G  dv* 

l'élément  linéaire  d'une  surface;  soient  R,  et  R2  ses   rayons  de 
courbure  principaux  au  point  (w,  y);  si  Ton  pose 

et  qu'on  désigne  par  co  le  double  de  l'angle  que  fait  avec  l'arc  y/G  dv 
la  ligne  de  courbure  de  rayon  R,,  on  a 


cosco 

S 

àh 

àv 

•+■ 

sinai 

S 

àh 
du 

COSOl 

àh 

sintu 

àh 

l/-- 

y  G  dv 


logES, 


dm  /G  costu  àh        sintu  àh  /G    f)  .      _„ 

*  =Y  Ë  S'  Tu  ~  -W  do  +v  ë  ^'°8GS- 

On  démontre  qu'à  tout  système  de  fonctions  E,  G,  /*,  S,  tu,  vé- 
rifiant ces  relations,  ainsi  que  la  condition 

'"=SS+Rnr,' 

correspond  une  surface  entièrement  déterminée  de  forme,  à  une 
symétrie  près. 

Dans  ces  formules  générales  faisons 

(  V  —  V  )2 

I,-,,,  (,    =    — c_ 

pour  exprimer  (Lcnimc  1)   que  les  lignes  d'égale  courbure  sont 
parallèles. 

iNous  supposons,  en  outre,  que  les  courbures  principales  sont 
fonctions  Tune  de  l'autre.  Or  leur  produit  ne  dépend  ici  que 
de  u,  en  vertu  de  la  formule  (a)  établie  plus  haut 

11,1;,  v       du*  /f'' 

Par  suite  nous  devons  désormais  considérer  R,  et  R2,  ou  bien 
h  et  S,  comme  des  fonctions  de  la  seule  variable  u  (ce  qui  n'ex- 
clut que  des  surfaces  à  courbure  totale  constanle,  mais  non  toutes 
ces  surfaces).  Le  problème  que  nous  nous  proposons  revient  donc 


-  151   - 
à  celui-ci  :  Résoudre  les  équations  simultanées 

àtsi        sinto  dh 
(  î}  dJi  =  ~S~    Tu 

dto       U  — V  rcosu>  dh        d    .      (U  —  V)*S1 

(5)  3?  ~  7T  h"  3«  +  dû  ,og D'" J 

(6)  A*  =  S*  —  /D7 


e/i  prenant  pour  h  et  S  des  fonctions  de  la  seule  variable  u. 

3.  L'équation  (4)  s'intègre  immédiatement  et  donne,  avec  une 
fonction  arbitraire  W  de  la  variable  c, 

logtangr  =  logW-f-  /  -g-- 
Posons  pour  abréger 


(7) 

rfUo            dh 

U.   ~        S 

Nous  aurons 

(4)' 

w        W 

lan*ï  =  ïr0' 

et  nous  devrons  supposer  que  W  ne  se  réduit  pas  à  une  constante, 
sans  quoi  l'angle  co  ne  dépendant  que  de  m,  l'angle  des  lignes  de 
courbure  avec  chaque  ligne  d'égale  courbure  (u  =  const.)  serait 
constant  tout  le  long  de  cette  ligne.  Or  Ossian  Bonnet  a  énoncé 
ce  théorème  :  Toute  sur/ace,  dont  les  rayons  principaux  sont 
liés  par  une  relation  et  dont  les  lignes  de  courbure  font  avec 
chaque  ligne  d7 égale  courbure  un  angle  constant  tout  le  long 
de  cette  ligne,  est  un  hélicoïde  (*).  Par  suite  la  surface  serait 
applicable  sur  une  surface  de  révolution. 
De  la  formule  (4/  on  déduit 

Substituant  ces  expressions  dans  l'équation  (5),  on  trouve 
UJ-h\V*  ~  ~  yfty    \      U«  UJ-t-W»"*"  U-V  "*"  du  {ogU')J 


(')  Pour  la  démonstration  de  celte  proposition,  je  renverrai  à  une  Communi- 
cation que  j'ai  faite  récemment  Sur  une  propriété  caractéristique  des  hélicoïdes 
(p.  ia4  du  présont  Volume). 
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ce  que  l'on  peut  écrire  de  la  façon  suivante 

(5y    S  a^U0W-(U-V)(u«^.ogîAr  +  W.^Iog^) 

Telle  est  l'équation  aux  fonctions  mêlées  que  nous  devons  résoudre 
et  rapprocher  des  équations  (6)  et  (7).  Si  Ton  écarte  les  surfaces 
à  courbure  totale  variable  applicables  sur  des  surfaces  de  révo- 
lution, c'est-à-dire,  si  Ton  suppose  (Lemme  III)  que  la  fonction  V 
ne  se  réduit  pas  à  une  constante,  il  est  possible  de  déterminer  en 
fonction  de  U  toutes  les  expressions  de  U'  de  S,  et  de  U0  qui 
vérifient  l'équation  (5)'.  Laissant  de  côlé  celles  qui  donnent  des 
surfaces  à  courbure  totale  constante,  nous  substituerons  les 
autres,  non  dans  les  équations  (6)  et  (  7),  mais  dans  la  relation  que 
Ton  obtient  en  éliminant  k  entre  ces  deux-là. 

L'équation  (6),  à  raison  de  la  formule  (3),  s'écrit 

4 

On  se  rappelle  que  if  représente  U'  et  que  les  dérivées  sont  prises 
par  rapporta  U.  D'autre  part,  l'équation  (7)  donne 

dh        S   rfUp  _ 

dV  "*"  U0  dV  ~  ° 

Eliminant  //  entre  ces  deux  relations,  on  trouve 
d'où,  en  effectuant  et  chassant  le  radical,  on  déduit 


(I) 


«■"-«'-♦■•.(W-^**-)' 


Toutes  les  expressions  de  S-,  de  'l  et  de  Uj;  que  nous  aurons  à 
substituer  dans  celle  équation,  et  qui  sont  des  fonctions  ration- 
nelles de  U,  devront  être  rejetées,  en  vertu  de  la  règle  d'exclusion 
suivante  : 

IU:c;le  d'kxclî  sio>.   —  L'équation  rie  condition  (ï)  ne  peut 
pas   être  vérifiée,  lorsque  les  fonctions  S-  et  vl'l" —  *V2  ont,  à 
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dislance  finie,  un  pôle  commun,  d'ordre  moindre  pour  S2  que 
pour  2'i']/' —  'Y2. 

Soit,  en  effet,  U  =  a  un  pôle  d'ordre  i  pour  S2,  d'ordre  />  pour 
î*»i»y —  <|/2,  avec  l'hypothèse  essentielle  <r^/>  —  ï.  C'est  un  pôle 
d'ordre  2/>  -f-  2  du  second  membre  de  l'équation  (S).  Pour  le 
premier  membre,  c'est  un  pôle  d'ordre  <j-\-py  si  ce  n'est  pas  un 
pôle  de  la  dérivée  logarithmique  de  U0;  dans  le  cas  contraire,  c'est 
un  pôle  d'ordre  7  4-/>  -+-  ».  Comme  on  a,  d'après  l'hypothèse  faite, 

s  -t-  /?  -h  a  <  A/?  -h  •*, 

on  voit  qu'il  y  a  impossibilité. 

Remarquons  que,  '}  étant  une  fonction  rationnelle  de  U,  les 
pôles  de  »»}<{/' —  <|/a  ne  sont  autres  que  ceux  de  •}  et  que  tout  pôle 
d'ordre  w  de  ^  est  pôle  d'ordre  p  =  2x3  -f-  »  de  i^y  —  •!/*.  En 
conséquence,  la  régie  d'exclusion  qui  précède  peut  être  formulée 
ainsi  : 

//  est  impossible  que  l'équation  de  condition  (2)  soit  vérifiée 
quand  les  fonctions  S2  et  ty  ont,  à  distance  finie,  un  pôle 
commun,  d'ordre  7  pour  la  première,  d'ordre  m  pour  la  se- 
condef  si  le  nombre  7  n'est  pas  supérieur  à  unr  -\-  1. 

\.  Revenons  à  l'équation  (5)' qu'il  s'agit  maintenant  de  discuter  : 
(5/    j  •VÏTU0W  =  (U-V)(u.^.ogÏJ^+W^IoS^) 

(  -haU'UjH-îili'W*. 

Séparons  ses  termes  et  posons 

(8.1     ' 

|  D  =--  U«  ^  l.,S  ç^p,  E  =  -£  lOR  5JL»  ; 

enfin,  divisons  par  A  qui  n'est  pas  nul  (à  raison  des  significations 
de  U'  et  de  Urt);  nous  trouvons 

(IX)  \V  —  5  ..^W«+»V  +  tVW*=o. 

A         A  A  A 

Puisque  nous  supposons  que  Y  ne  se  réduit  pas  à  une  constante, 
xxv.  1 1 
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nous  pouvons  différenticr  l'équation  précédente  successivement 
par  rapport  à  V  et  par  rapport  à  u.  Les  accents  désignant  des  dé- 
rivées prises  par  rapport  à  uf  nous  trouvons  ainsi 

CVrfW*      /DV      /E\'é/(V\V») 

■  -  =  o; 


-(ï)SMîHi)' 


dV 


ce  qui  conduit  à  distinguer  deux  cas,  suivant  que  le  rapport  E  :  A 
est  constant  ou  variable. 

Premier  cas  :  -r  =  const.  =  e. 

A 

5.  Ce  cas  se  subdivise  lui-même  en  deux  autres,  le  rapport  Cl  A 
pouvant  être  constant  ou  variable. 

Première  hypothèse  :  le  rapport  C;A  est  constant.  L'équa- 
tion (X)  exige  que  le  rapport  D:  A  soit  constant,  et  l'équation  (IX) 
que  le  rapport  B:  A  le  soit  aussi.  Je  dis  que,  dans  ces  conditions, 
on  ne  trouve  que  des  surfaces  à  courbure  totale  constante.  Pour 
s'en  assurer,  il  suffit  de  prouver  (Lemme  II)  que  U'  est  un  tri- 
nôme du  second  degré  eu  U,  à  coefficients  constants. 

Désignons  par  j3,  y,  3  les  valeurs  constantes  des  rapports  B:  A, 
C:A,  D:A.  L'équation  E=  e  A  s'écrit 

Si  Ton  en  tient  compte,  l'équation  C  =  y  A  prend  la  forme 

<V-   ElMUo-v/fP. 
Des  équations  H  =  Jï  A,  D  —  o\  on  tire 

H-  1)1!  =(?  — SIDA. 
ou,  en  tenant  compte  des  expressions  de  A,  H  et  I), 

Il  ny  a  plus  qu'à  multiplier  membre  à  membre  les  deux  relations 
que  nous  venons  d'établir  pour  voir  que  L'  e>l  un  trinôme  du 
second  degré  en  U,  à  coefficients  constants. 

().   Seconde   hypothèse   :    le  rapport   <1:A    n'est    pas  constant. 
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L'équation  (X)  prend  alors  Ja  forme 


;Av«     /ny  /g y 


La  valeur  commune  de  ses  deux  membres  ne  peut  être  qu'une 
constante  m,  que  nous  supposerons  différente  de  zéro.  Car,  si  m 
était  nul,  la  fonction  W  serait  une  constante,  ce  qui  ne  pourrait 
conduire  qu'à  des  hélicoïdes  (n°  3).  Des  équations 


d\V* 

=  m. 


(x)'^)^ 


d\ 
on  déduit  par  intégration 

/  et  o  désignant  deux  constantes  arbitraires.  Substituant  ces  ex- 
pressions dans  l'équation  (IX)  et  tenant  compte  de  la  relation 
E  —  s  A,  on  trouve 

W'+-$V-t-EmV(V-/)=  !— *—. 

A 

Les  deux  membres  devant  être  égaux  à  une  constante  [5,  on  a 

W-+-  oV  -+■  smV(V  —  /)=?,         B  =  /mC  +  £A. 

La  première  de  ces  équations,  jointe  à  la  relation  précédemment 
obtenue  W2=  m  (  V —  /),  détermine  les  deux  fonctions  V  et  W. 
La  seconde  complète  un  système  de  trois  équations  entre  A,  B, 
C,  D  et  E,  que  nous  allons  reprendre  et  intégrer.  Voici  ces  équa- 
tions 

B=pA-+-/mC,         D  =  oAh-/wC,         E  =  sA. 

Si  Ton  y  remplace  A,  B.  C,  D  et  E  par  leurs  expressions  tirées 
des  équations  (8),  on  obtient  trois  relations  que  l'on  peut  écrire 
de  la  façon  suivante 

U(  UJ  -  hn  )  du  lo-  -v-,  -  U(  UJ  -+-  hn  )  j±  =  ap  U0/ÏP-  a(UJ  -  hn  )U  , 

j  ^  ri'  

et  qu'il  s'agit  d'intégrer. 
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Ce  sont  là  trois  équations  linéaires  par  rapport  à  ^/U'  et  aux 
dérivées  logarithmiques  de  S:U;  etdeU0*  Nous  allons  en  éliminer 

d'abord  S  et  ^U',  ce  qui  nous  donnera 


U(UJ  —  im) 
UJ+mU 


—  U(U}-4-//u)^-*-2(U}-//n)U'     p 

Uo 


— (UÎ-*-mU)^.-a/nU' 
•       Uo 

U0 
Uo 


a 


=  o 


ou,  tous  calculs  faits, 


(i0 


(  U'[tU$-(a-*-/mt)UJ-t-m(/8--P)] 

I      H-UoU'0[mt(U  — /)*H-(a  H- /me)(U -/)-*- /8-p]==o. 


Les  deux  trinômes  entre  crochets  ne  peuvent  pas  être  identique- 
ment nuls.  Car,  pour  qu'il  en  lût  ainsi,  il  faudrait  que  Ton  pût 
poser  c  =  o,  8  =  0,  p  =  o,  ce  qui  réduit  la  dernière  des  équa- 
tions (10)  à  SU0:U'=  const.  La  précédente  donne  alors 


UJ  -*-  am U  =  const.  =  a. 
Par  suite,  la  première  devient 

(a  —  Im  —  m L  ) U '  =  o 

et  entraîne  visiblement  U  =  const.,  solution  inacceptable,  à  raison 
de  la  forme  de  l'élément  linéaire.  En  vertu  de  cette  remarque, 
nous  pourrons  séparer  les  variables  dans  l'équation  (1 1);  et  si  nous 
posons 


cette  équation  s'écrira  ainsi 


2rfU 


(it)' 


,/is(U  —  /)*-Wo  -+-  lmi)(l)  ---  /)  -h  /o  -  fi 


do 


m 


sçî-h(o  •+-  f/nt)o  -h  /o  —  [3 


De  cette  équation  on  pourra,   au   m  o  j'en   de  deux  quadratures, 
tirera,  et  par  suite  U0,  en  fonction  de  U.  Pour  obtenir  U',  nous 
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éliminerons  S  et  U'0  enlre  les  équations  (10).  On  trouve  ainsi 


U(UJ-/m) 


UJ-/nU 


U(U5-t-/m) 
UJ-h/nU 


pU0/D"'— (lij-  lm)l)' 
oUo/Û'H-mU' 


=  o, 


ou,  en  effectuant  les  calculs, 


(l'2) 


-[UJ+m(U-/)]U'  __ 

=  [me(U  —  /)t-+-(8-t-/me)(li  -  /)-+-  /o  -  p]U./U\ 


11  n'y  a  plus  qu'à  élever  au  carré  et  à  tenir  compte  de  la  relation 
UJ  =  —  m  ©  pour  trouver 


(12)'  U'  = 


?[/M£(U  —  /)»-h($-4-///l£)(U-/)H-/8  —  ft]« 

m(U  — /  — <p)* 


Enfin,  rapprochons  la  dernière  des  équations  (10),  ainsi  écrite 


U'  rfit     g  U'        dU     g   U' 


2£ 


Uo/Û7 


U' 


de  celle  que  nous  venons  d'établir,  et  nous  aurons 

,  «n       JL\     Ëî!î- -2£[U;-4-m(U-~/)] 

(     ;        cAJ     g  U'    ""  mî(U-/)»  +  (3  +  /me)(U-  /)-h/o-p" 

Ayant  exprimé  U0  en  fonction  de  U  au  moyen  de  l'équation  (i  i)\ 
on  connaîtra  U'  par  la  formule  (12)';  l'équation  (i3)  donnera  S 
par  une  quadrature.  Nous  n'aurons  plus  qu'à  substituer  ces  trois 
fonctions  dans  l'équation  (2)  du  n°  3,  où  la  lettre  ty  désigne  la 
fonction  U'. 

Pour  abréger  l'écriture,  nous  remplacerons  U  —  /  par  U  et  nous 

poserons 

T(ar)=  /n£jJ  +  (o  +  //n6)j>  +  /o-  p, 

ce  qui  nous  donnera 

(  T(U)        T(cp)' 

?T*(U) 


(XII) 


♦  =- 


m  (  U  —  cp  )* 


(XIII) 


-"'  °<-  .1,1 


-•) 


</l' 


T(U) 
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L'intégration  de  l'équation  (XI)  comporte  quatre  sous-cas,  le  tri- 
nôme T(x)  pouvant  :  i°  se  réduire  à  une  constante  ;  2°  s'abaisser 
au  premier  degré  ;  3°  être  un  carré  parfait;  4°  avoir  ses  racines 
inégales. 

7.  Premier  sous-cas.  —  Le  trinôme  T(x)  se  réduit  à  une  con- 
stante, c'est-à-dire  que  l'on  suppose  c  =  o,  8  =  o  et  P  ^  o,  pour 
que  l'équation  (XI)  ne  soit  pas  une  identité,  cas  traité  plus 
haut  (n° 6).  Elle  se  réduit  àarfU^rfj;  d'où 

<p  =  aU  —  a  (a  =  consl.). 

L'équation  (XII)  donne  alors 

._P'(q-aU) 
Y       m(a  —  V)* 

et  l'équation  (XIII),  dont  le  second  membre  est  nul,  montre  que  S* 
est  proportionnel  à  <{/*:©;  on  a  donc 

St=    (a-U)*  (*  =  coast.). 

Il  résulte  des  expressions  de  <J<  et  de  S2  que  U  =  a  est  un  pâle 
commun  à  ces  deux  fonctions,  d'ordre  m  pour  tj*,  d'ordre  9  pour  S*, 
et  que  l'on  a  toujours  <r£  2w  -+- 1.  Car  si  a  est  nul,  t«j  =  i ,  t  =  3; 
si  a  n'est  pas  nul,  w=2,  <r=4.  Donc  (règle  d'exclusion)  ce 
sous-cas  ne  donne  rien. 

8.  Second  sous-cas,  —  Le  trinôme  T(x)  s'abaisse  au  pre- 
mier degré,  c'est-à-dire  qu'on  suppose  s  =  o,  o^zéo.  L'équa- 
tion (XI)  se  réduit  alors  à 

•i  d\]  do 


on  en  déduit,  par  intégration, 

8<p  =  p—  /8-ha(8U-h/8  —  p)1  (a  =  const.). 

L'équation  (XII)  prend  la  forme 

f  8ftf(8U-h/o-ft)*-hft  —  n\ 

v~  /iila(oU  -h/8  —  p)  —  i|* 


—  khi  - 

L'équation  (\lll)  donne  encore  S2  proportionne]  à  '}*  !  f  ;  on 
a  donc 

S*  —  _!__ —     JL     _JL — '.  (6  =  const.)- 

[a(*U  -h  /o  —  p)  —  i]* 

On  voit  que,  si  les  expressions  de  »i  et  de  S2  sont  irréductibles, 
un  pôle  d'ordre  xs  =  2  de  ^  sera  pôle  d'ordre  <r  =  4  pour  S2,  et 
l'on  aura  t  <  2n*  -+-  1 .  Si,  au  contraire,  le  facteur  linéaire  qui 
figure  aux  deux  dénominateurs  appartient  aussi  aux  deux  numé- 
rateurs, sa  racine  sera  pôle  d'ordre  nr  =  1  pour  A,  d'ordre  t  =  3 
pour  S1,  et  l'on  aura  <x  =  2T3  h-  i  .  Donc  (règle  d'exclusion)  aucune 
des  solutions  du  présent  sous-cas  n'est  acceptable.  Ce  qui  pré- 
cède tomberait  en  défaut  si  a  était  nul.  Mais  alors  <]>,  qui  n'est 
autre  chose  que  U7,  se  réduisant  à  une  constante,  l'élément 
linéaire  (1)  ne  conviendrait  qu'à  des  développables. 

9.  Troisième  sous-cas.  —  Le  trinôme  T(,r)  est  un  carré 
parfait,  c'est-à-dire  qu'on  suppose  l'identité 

T(jt)  =  mzx*-+-(à-\-lmi)x-)-lQ  —  $  —  mz(x —  r)*         (r  =-const.). 

L'équation  (XI)  prend  alors  la  forme 

idV  do 


— .  • 


(U  — r)1        (<p  —  ry 

On  en  déduit,  avec  une  nouvelle  constante  a, 

1  2  (rtr-+-i)(U  —  r)-h'ir 

—  =  a -h  ÎT ,  0=  — ..- '- 

o  —  /•  U  —  /•  T  a  (  U  —  r)-\-ii 

Portant  cette  valeur  de  <p  dans  la  formule  (XII),  on  trouve 

_  ;;ic»(U  — r)'[(«r-t-i)(U  —  r)-+-  '2r][a(U  —  r)-t-a] 
*~  [ô(U  —  r)-t-ij* 

La    même   substitution,   faite    au    second    membre   de   l'équa- 
tion (X1I1),  donne 

A  1  „  Sl*  -      —4[«(U  — /■)-»-■] 
d\\ i     g  <J,i    ~  (U  —  r)\a(V  —  /-)-+--2) 

=  -  2  ~  log  (U   -  /•)[«( U  -/•)-+-  a|. 
On  aura  donc,  en  intégrant  cl  désignant  par  i0  une  constante 


fc 
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arbitraire, 

st= *i*! 

<p(  U  —  r)«[a(U  —  r)  -h  a]* 

Remplaçant  maintenant  cp  et  *}  par  leurs  expressions  obtenues 
ci-dessus,  nous  aurons 

S.  =  &(U-r)»[«(U7r^[^L-f-.)(U-r)  +  ar]  = 

[a(U —  #•)-+- ij* 

On  voit  que,  si  a  n'est  pas  nul,  <J*  et  S1  auront  un  pôle  commun  ; 
s'il  est  d'ordre  m  =s=  a  pour  <|*t  il  sera  d'ordre  <r  =  4  pour  S*  ;  s'il 
est  d'ordre  m  .==  t  pour  <Jj,  il  sera  d'ordre  9=3  pour  S9.  On  aura 
donc  toujours  *<  ao+if  d'où  impossibilité  (règle  d'exclusion). 
Si  a  est  nul,  cp,  <J*  et  S*  se  réduisent  à  des  polynômes  entier*, 
savoir  : 

Or,  si  Ton  se  reporte  à  la  condition  (S)  du  n°  3,  qui  peut 
actuellement  s'écrire 

on  reconnaît  que  les  deux  membres  sont  des  polynômes  entiers 
en  U,  le  premier  du  degré  7,  le  second  du  degré  8.  II  y  a  donc 
encore  impossibilité. 

iO.  Quatrième  sous -cas.  —  Le  trinôme  ï(^r)  a  ses  racines 

T(x)  =  mt(x  —  r){x  —  s)  (r — s^o). 

L'équation  (XI)  prend  alors  la  forme 

1  dU  dv 


inégales 


(U  — r)(U-*)       (<p-  r)(<?-s) 
En  intégrant,  on  en  déduit,  avec  une  nouvelle  constante  «T 

p  —  r  _     (U  —  r)?  _  r(U— s)»—  as(i)  —  r)» 

<p  —  s  ~a(U— 5)»'  ?~    (U— *)*  — a(U  — r)« 

A  raison  de  celte  expression  de  <p,  la  formule  (XII)  devient 

ms*[r(U  -5)»—  <i*(U  — r)*]|(U  —  *)*— a( U— r)1] 


4,  =  - 


[tl— .V  —  rt(U  ._  ,Mp 
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Cette    môme  valeur  de  cd,   substituée   au   second    membre  de 
l'équation  (XIII),  donne 


d         S'y  _      4fU  —  s  —  g(U  —  /•)] 
~d\}     g  ty*    ~       (U  —  s)1  —  a{V  —  /•)* 


=  -a^jlog[(U-*),-«(U-r)«]. 
On  a  donc,  en  désignant  par  b0  une  constante  arbitraire, 

ss_ M^ 

""  ©[(U—*)*—a(U  — #•)*]«' 
ou,  en  remplaçant  o  et  A  par  les  expressions  précédentes, 

[U  —  s—  a(U  ~  r)\>  v  ' 

Il  n'y  a  pas  lieu  de  faire  a  =  o  ;  car,  dans  cette  hypothèse,  U', 
qui  n'est  autre  chose  que  •},  se  réduite  —  mr£2(U —  s)2,  ce  qui  ne 
donne  (Lcmme  II)  que  des  développables. 

Soit  donc  a  ^é  o.  Les  expressions  de  o  et  de  S2  seront  des  frac- 
tions rationnelles,  à  moins  que  Ton  ail  a  =  i,  auquel  cas  il  vient 

v  =    -}]i~~rs     y         <\>=  —  wt«(U«-  /-$X»U  —  /"  —  *),         S*=Xù. 

Or,  si  Ton  substitue  dans  la  condition  (S)  la  valeur  qui  vient 
dVtre  obtenue  pour  <p,  on  trouvera 

S«(4S»-ha^W/r—  f*)[U'-2(r-t-$)UH-2/-*]* 

/    dS*  \  * 

=  (2U-  r-*)«(U«-r*)»(*^j  +H")  , 

ce  qui  ne  se  peut,  les  deux  membres  étant  des  polynômes  entiers 
en  U,  le  premier  de  degré  1 1,  le  second  de  degré  12. 

D'après  ce  qui  précède,  nous  devons  désormais  supposer 
a(a  —  1)^0.  Dans  ces  conditions,  Tunique  racine  des  dénomi- 
nateurs de  '}  et  de  S2  est  un  pôle  commun  à  ces  deux  fonctions. 
Si  elle  n'annule  pas  leurs  numérateurs  (ar  —  s  ^  o),  c'est  un  pôle 
d'ordre  tït  =  2  pour  »i,  d'ordre  t  =  4  pour  S2;  dans  le  cas  con- 
traire (ar —  $  =  0),  c'est  un  pôle  d'ordre  to=  1  pour  ^,  d'ordre 
t  =  3  pour  S2  ;  de  sorte  qu'on  a  toujours  *<  ?.m  -f-  1 .  Il  y  a  donc 
toujours  impossibilité  (règle  d'exclusion). 


-  162  — 


Second  cas  :  (  ^  ]  ^  o. 

11.  Écrivons  à  nouveau  l'équalion  du  problème 
(IX)  W-  5  _  £  W*+  ?  y  -4-  f  VW«  =  o, 

A        A  A  A 

et  celle  que  nous  en  avons  déduite  par  différentiation 
/vx  /CVrfW*      /DV     /EVrf(VWî) 


=  o. 


Divisons  tous  les  termes  de  celle  dernière  par  la  dérivée  du 
rapport  Kl  A,  puis  différentions  successivement  par  rapport  à  //  et 
par  rapport  à  V;  nous  aurons 


^[(^):(x)]^(^)=0- 


On  ne  peut  pas  supposer  que  le  second  facteur  soit  nul;  car 
si  Ton  avait 

-^y-  =  const.  =  g, 

on  devrait  supposer  g  yé.  o,  l'hypothèse  g  =  o  ou  W  =  const.  ne 
donnant  que  des  hélicoïdes  (n°  3);  l'équalion  (X)  deviendrait 

K\'rf(V\V*) 

=  o, 


-'GHïhï) 


et  Ton  eu  conclurait 

r/<V\V») 

—jv-  =  conn- 

ce  qui  est  contradictoire  avec  — j^-  =  const.  =  g  y±  o. 
En  conséquence,  on  a 

(ï)=W(ï)  («  =  con«.); 

d'où,  en  intégrant,  ou  déduit 

G  =  7  A  -+-  m  K  (y  =  const.)- 
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Alors,  l'équation  (X)  devient 

DV  /E\' 


*K»—-]-(ï)=(ï)' 


On  en  conclut  que  les  deux  membres  sont   constants.  Soit  — n 
leur  valeur  commune.  Intégrant  les  deux  équations 


^l(V-«)W»]  —  « .      (£)'=•(!) 


on  trouve 

(V-m)W*  =  —  n\  -h  /,         D  =  8A-+-/iE, 

/  et  S  désignant   deux   nouvelles   constantes.  Substituons   dans 
l'équation  (IX)  les  valeurs  trouvées  pour  C  et  D;  il  vient 

W  —  5  _  ^Wi-h  f  [(V  -  m)W'H-  wV]+-  3V  =  o. 

En  vertu  de  l'expression  de  W2,  le  coefficient  de  E:A  se  réduit 
à  /  et  il  reste 

\V'-ï\V«h-8V  =  —k— . 

A 

Les  deux  membres  ont  une  valeur  constante  (3;  d'où 

\V'_-  TW*-+-  8V  —  p  =  o,        B  =  p  A  -4-  /E. 
Nous  avons  ainsi,  pour  déterminer  V  et  W,  les  deux  équations 

(  V  -  m)\\*+  n  V  —  /  =  o,        W  —  yW*-+-  8V  —  p  =  o, 

qu'on  peut  écrire  comme  suit  : 


V=  m  -h  ^rrr ,  W 


1  W  *  h-  n  r 


puisque,  W2  étant  supposé  variable,  W2-f-  n  est  différent  de  zéro. 
La  première  de  ces  équations  détermine  V  une  fois  que  W  a 
été  déduit  de  la  seconde;  elle  montre  que  / — mn  doit  être  sup- 
posé différent  de  zéro,  puisque  V  est  supposé  (à  cause  du 
Lcmine  III)  ne  pas  se  réduire  à  une  constante. 

12.   Portons  notre  attention   sur  les  trois  relations  que  nous 
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venons  d'établir  entre  les  fonctions  S,  U0  et  U,  savoir 

B  =  pA-f-/E,        C  =  yAh-/wE,        D  =  SA-h/iE. 

Si  Ton  y  remplace  A,   B,   C,  D,  E  par  les  expressions  (8), 
on  obtient  trois  équations  que  Ton  peut  écrire  ainsi 


(M) 


huu*-<^,o4 

_(UUJ+/)^ 

;    -ii       x  d  i     s 

+(«— )ÏJ 

|    (U._«)^.og^ 

-<ui*»>Sî 

aUJU'^pUo/U7, 


-H    alT    =2yU0^', 
rraSU.v/07, 


et  que  nous  avons  à  intégrer.  Ce  sont  là  trois  équations  linéaires 

par  rapporta  y/U'  et  aux  dérivées  logarithmiques  de  S:U'  et  de  U0- 
Nous  allons,  par  un  procédé  analogue  à  celui  du  n°  6,  en  dé- 
duire un  système  équivalent,  intégrable  par  de  simples  quadra- 
tures. Nous  éliminerons  d'abord  S  et  y/U',  ce  qui  donnera 


(UUJ-0 
U-m 


U5-/< 


.(UUÏ+/)^ 


-(Uï-*-n) 


2UJU' 


2U' 


U0 


0 


=  O, 


ou  bien,  tous  calculs  faits, 


(i5) 


On  ne  peut  pas  supposer  que  les  deux  trinômes  entre  crochets 
soient  identiquement  nuls,  car  cette  hypothèse  entraînerait 
jî  =  y  —  3  =  o,  c'est-à-dire  B  =  /E,  C  =  m  E,  D  =  /?  E.  L'équa- 
tion (IX)  prendrait  la  forme 


A 


E 


_  W _  /  -  m W*  +nV  +  V W*  =  o, 


cl  exigerait  que   le   rapport  E*A  fut  constant,   contrairement  à 
notre  hypothèse  actuelle. 

Celle   remarque  permet  de  séparer  les  variables   dans  Téqua- 
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lion  (i  5)  et  d'écrire 


U' 


ôU *  —  ( p  —  // y  -+-  /no  )  U  -+-  m  fi  —  /y 

UoU^ 


ou  encore 


(U  -m)' 


o  (  U  —  //i  )s  —  (  p  —  /*y  —  "*o  )(  U  —  m  )-¥■  { ma  —  /)  y 

=  UulJ^ 

—  7(  UJ  —  'O*-4-!?  —  /«Y-  /wo)(Uj— n»— {/nn— -/>o 

Comme  on  doit  supposer  /w/i  —  /^  o,  on  pourra  poser 


UJ-* 


mn  —  / 


ce  qui  donnera 


7~' 


*(U  —  »»)' 


r.  \' 


(i5) 


8(U  —  m)1  — (p  — «f  —  »i8MU  —  »»)-K""1  —  0? 


/' 


8/*  —  (  jï  —  /<y  —  mà)f-*-(mn  —  /)y 

Cette  équation  donne  y,  et  par  suite  U0,  en  fonction  de  U, 
Pour  obtenir  U',  nous  éliminerons  Set  U'0  entre  les  équations  (i4) 
Nous  aurons  ainsi 

UUJ—  /       UUJ-H/       plW^-UJU' 
U  —  m      —  (U  —  m)     yUo/07—  U' 

uj  +  ji     auov/tT' 

ou,  en  effectuant  les  calculs, 


UJ-n 


o, 


(16) 


(  f  o(U  —  m)«  — (?  —  /iy  —  mo){ U  —  /n)~h(/n/i  —  /)y]U0v/Û"' 

)       =_U'[(U-wHUJ-/i)-(/n/i-/)]f 


Il   suffit  d'élever  au   carré  et  d'avoir  égard  à  la  relation  qui 
définit/ pour  trouver 

(  rv    il'-  [o(U-/tt;'-(ft-/tY-»*o)(U  —  #w)-f-(m;i  —  /)Y1»(/i/-4-mn- /)/ 
(l    '  (/w«  —  /)*(U  — m— /)* 


Enfin,   pour  déterminer  S,  reportons-nous  à  la  seconde  des 
équations  (i4)>  qui  peut  s'écrire  ainsi 


</         SUo(U-m)«  ..     ,-, 

(U  —  m)  7/77  lon TTT =*7Uo/lJ  î 


</f/ 


U' 
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divisant  ses  deux  membres  par  (U —  ut)  U'  et  tenant  compte  de 
la  relation  (16),  on  en  tire 

l    d  ,SUt(U-m)» 

K1)     \       œ      -aT(mtt-/)(U-m-/) 

[  [5(U  — /»)*—((*  — /n$  —  ny)( U  —  m ;-h(/n/i  —  Oïl<  u  —  m>/ 

Ayant  ainsi  déterminé  successivement  U0,  U;  et  S  en  fonction 
de  U,  nous  devrons  substituer  leurs  expressions  dans  l'équation  (S) 
du  n°  3,  où  la  lettre  <J»  désigne  la  fonction  U'. 

Pour  abréger  l'écriture,  nous  remplacerons  U  —  m  par  U  et 
nous  poserons 

0(a?)=.  foi  — (£  — #»y  —  mb)x-+-(mn  —  /)f, 

ce  qui  nous  donnera 

/vv^  %d{]  -    df 

(X  }  o7û)~*(7)' 

XVf  iPïUKV^mH-l)/ 

(XV°  *  ~     (m/»-/)«(U-/)«    » 

rXVin        *  In*  8»U*(V-t-mii-n  _  -<T(ma^/)(U-/) 

(xvii)     ^log  -^  «  ITeTu) 

L'intégration  de  l'équation  (XV)  nécessite  l'examen  de  quatre 
sous-cas,  le  trinôme  0(x)  pouvant  :  i"  se  réduire  à  une  constante; 
2°  s'abaisser  au  premier  degré;  3°  être  un  carré  parfait;  4°  avoir 
ses  racines  inégales. 

13.  Premier  sous-cas.  —  Le  trinôme  9(#)  se  réduit  à  une 
constante,  c'est-à-dire  qu'on  suppose  S  =  o,  fi  =  ny  et  y^  o,  pour 
que  l'équation  (XV)  ne  soit  pas  une  identité,  circonstance  écartée 
précédemment  (n°  12).  Elle  se  réduit  alors  à  id\]  =  df,  d'où 

/=aU-a  (a  =  const.). 

Substituant/dans  la  formule  (XVI),  on  trouve 


*  = 


Y5 ( •* LT  —  a)(txn\J  —  an  -h  mn  —  /  ) 


La  même  substitution,  (aile  dans  le  second  membre  de  Téqua- 


"% 
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lion  (XVII),  donne 

dt      S*U*(n/-h/nn  —  /)         fx(\}—a 
dV     °  /+*  UlaU— a) 

De  là,  en  intégrant  ^t  désignant  par  b0  une  nouvelle  constante 
arbitraire,  on  tire 

S«U*(/t/-h  w/i  -  /)  _       b0V> 


Si  Ton  tient  compte  des  valeurs  trouvées  pour/  et  i,  il  vient 

«-       b(il)  —  a)('An\J  —  an  ■+-  mn —  /) 

S*  =  — ■ —rr, n '         (6  =  const.). 

(U  —  a)k 

La  constante  a  ne  doit  pas  être  supposée  nulle,  car  cette  hypo- 
thèse, réduisant  ^,  c'est-à-dire  U',  à  une  constante,  ne  donne  que 
des  développables.  Dès  lors,  a  n'étant  pas  nul,  U  =  a  est  un  pôle 
commun  à  (i  et  à  S2.  S'il  n'est  point  racine  de  leurs  numérateurs, 
c'est  un  pôle  d'ordre  m  =  i  pour  »]/,  d'ordre  7  =  4  pour  S2;  s'il 
annule  les  numérateurs,  c'est  un  pôle  d'ordre  m  =  i  pour  »}, 
d'ordre  7  =  3  pour  S2  ;  on  a  donc  toujours  7^  im  -f-  i ,  ce  qui  est 
un  cas  d'impossibilité  (règle  d'exclusion). 

14.  Second  sous-cas.  —  Le  trinôme  0(.r)  s'abaisse  au  premier 
degré,  c'esl-à-dire  qu'on  suppose  o  =  o,  jâ  —  ziy^o.  L'équa- 
tion (XV)  devient 

2  d\)  df 


(  ji  —  n y ) U  —  ( m/i  —  /  )  y       (  {J  --  /i y  '/  —  (mn  —  / ) y 

Intégrant  et  désignant  par  a  une  constante,  on  obtient 

=  fl[(ft-;i Y ) lï  -^ ( mn  — /)y ]«-t-(//m  —  /)y 
y"  f*'-*Y 

La  formule  (XVI)  donne  alors 

'.«((?  —  "Y)u  —(mn  —  /)7]*+(m«-  /)y!  | 

x  '<™[iJJ  —  /i  y  )  U  —{mn  —  /)y]*h-(/«/*  —  /)?!   i 


6  = 


Substituant  ces  expressions  de/ et  de  ^  dans  le  second  membre 
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de  l'équation  (XVIF),  on  trouve 

3oIog — ^ 

_  -4T(mn  —  /)|g[(p^nT)U  —  (mn-l)«(]-i} 
~     U(a[(p  — hy)U— (mn  — /)Y]«H-(mn  — /)yI 

Le  second  membre  étant  égal  à  deux  fois  la  dérivée  logarith- 
mique de  la  fraction 

U* 

aftp  —  /iy)U  —  {mn  —  OïJ,"T"  (m/l  —  Oï' 
l'intégration  donne,  avec  une  constante  arbitraire  60, 


S*  = 


b.f<y 


(/t/-h  m/i  —  /))«[(?  ~  W7)U  —  (/mw  —  /)y]'-h(/w/i  —  /)7îf 

Remplaçant  maintenant /et  <|*  par  leurs  expressions,  on  aura 

J  ôo!a[(P-nT)U-(ni/»-/)T]»-h(ii*/i-./;T;  ( 

gl  =  }       x{fln[(P-/iT)U-(/w/i  — /)Y]»-H(m/i-/)31  ï 

Remarquons  que  la  constante  a  doit  être  supposée  différente 
de  zéro;  car  si  a  était  nul,  la  fonction  <j/,  qui  n'est  autre  chose 
que  U',  se  réduirait  à  une  constante  :  on  n'aurait  affaire  qu'à  des 
dévcloppables.  Soit  donc  a  ^6  o.  Comme  on  suppose  actuellement 
{3  —  n y  7^  o,  les  dénominateurs  de  ty  et  de  S2  ont  une  racine,  qui 
est  un  pôle  commun  aux  deux  fractions.  Si  cette  racine  n'annule 
pas  leur  numérateur,  ce  sera  un  pôle  d'ordre  m  =  a  pour  •£, 
d'ordre  &  =  4  pour  S2.  Si  elle  annule  l'un  des  facteurs  du  numé- 
rateur, elle  ne  peut  annuler  l'autre,  à  cause  de  l'inégalité 
J3  —  /if  ^  o;  ce  sera  donc  un  pôle  d'ordre  rn  =  i  pour  »i,  d'ordre 
o*  =  3  pour  S2.  On  a  donc  toujours  ff^2ro  +  i,  ce  qui  correspond 
à  une  impossibilité  (règle  d'exclusion). 

15.  Troisième  sous-cas.  —  Le  trinôme  0(.r)  est  un  carré  par- 
fait, c'est-à-dire  qu'on  suppose  l'identité 

0(a?)  =  3(U-r)«. 

Dès  lors,  l'équation  (XV)  devient 

>.d\)      _       df 
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On  en  déduit,  en  intégrant, 

/  =  - -rP — - — - (a  =  const.  ). 

J  a(U  —  r)-t-a  v  7 

Portons  cette  valeur  dans  la  formule  (XVI),  en  posant  pour 
abréger 

P  =  (ar-*-i)(U  —  r)-f-ur,         Q  =  a(U  —  r)-f-  a  , 

il  viendra 

Q«P[/iP-fc-(/tt/i  —  /)Q](U  —  r)« 
♦""        (mit  — /)'[a(U  — r)-t-i]' 

Substituons  les  expressions  de /et  de  ty  dans  le  second  membre 
de  l'équation  (XVII);  nous  trouvons 

d   ,      S*W>[nP-h(mn  —  l)Q]       —  \*({mn  —  l)[a(V  —  r)  -h  il 
rfU      b  P<1^  8PU(U  — r) 

Mais  l'identité  G(d?)  =  o(U —  /%)2  entraîne  (/w/i —  l)y  =  or2, 
de  sorte  que  le  second  membre  de  l'équation  précédente  est  égal 
à  deux  fois  la  dérivée  logarithmique  de  la  fraction 


(U— /•)!» 
On  a  donc,  en  intégrant, 

p -<£*' =  (u  — r)«P»  (   °  =  con8t')- 

Remplaçant  maintenant  •]>  par  son  expression,  on  aura 

=  *Fl»P-Ky.-OQP-i-i.  =  cong 

[a(U — /•)-+- ijv  v  7 

On  voit  que,  si  a  n'est  pas  nul,  les  dénominateurs  de  ty  et  de  S2 
auront  une  racine  qui  sera  un  pôle  commun  aux  deux  fonctions. 
S'il  est  pôle  d'ordre  nj=a  pour  ^,  il  sera  pôle  d'ordre  <r  =  4 
pour  S2;  s'il  est  pôle  d'ordre  rss  =  1  pour  ^,  il  sera  pôle  d'ordre 
f?  =  3  pour  S2.  On  a  donc  toujours  0-52*3 -f-i,  ce  qui  corres- 
pond à  une  impossibilité  (règle  d'exclusion). 

Si  a  =  o,  les  trois  fonctions  /,  ty,  S2  se  réduisent  à  des  poly-# 
xxv.  12 
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nomes  entiers,  savoir 

,__  U-hr      ,.  _  3«(U  -*-  r)[/i(U  -h  r)  4-  a(m/i  -  /)](U  —  r)«      ..      *, 
y 5~~ '   *""  (mu-/)*  '   *  ~A*' 

X  désignant  une  constante  arbitraire*.  Substituons-les  dans  l'équa- 
tion (2)  du  n°  3  qui,  ici,  prend  la  forme 

(ln/l-/)«S«(4S«-h2H'-■^'',)(^), 

Le  premier  membre  est  un  polynôme  entier  du  même  degré  que 
<}><{>'*,  tandis  que  le  degré  du  second  membre  est  supérieur  d'au 
moins  a  unités  au  double  du  degré  de  tytyw.  Soit  q  le  degré  de  <J* 
(q  =  4  si  n  ?£  o,  q  =  3  si  n  =  o);  on  a  évidemment  l'inégalité 

q  H-  a(ç  —  i)<  2  -4-  r»(a?  —  3), 

qui  revient  à  ^r  >  a,  de  sorte  que  le  premier  membre  est  néces- 
sairement de  degré  moindre  que  le  second.  Il  y  a  donc  encore  im- 
possibilité. 

16.  Quatrième  sous-cas.  —  Le  trinôme  0(x)  a  ses  racines 
inégales 

0(ar)  =  8(x—  r)(x  —  s)  (r —  j^o). 

L'équalion  (XV)  devient 

«>.  </Lr  df 


<U  — r)(U— *;       (/—'*)(/—  s) 
Son  intégration  donne,  avec  une  constante  a, 

si  l'on  pose,  pour  abréger  l'écriture, 

P  =  r(U  —  *)»  —  fl5(U  —  r)«,         Q  =  (U  —  *)*—  «(U  —  r)*. 

Substituant  cette  valeur  de/  dans  la  formule  (XVI),  on  aura 

,  _  ù*P\n\y-h(mn-  /)Q] 

V  ""  (iw/i  — /)«[«(U--r)  — (U  —5)1** 
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Portons  cette  expression  de  ty  et  celle  de  /  dans  le  second  membre 
de  l'équation  (XVII);  il  viendra 

j/         S*W(nf+mn  —  l)  __  ^(mn  —  l)[a(V  —  r)  —  (U  —  s)] 
dV     g  fy  ~  8  PU 

Or  l'identité  8(.r)  =  ù(x  —  r)(x  —  s)  entraîne  (mn  —  /)  y  =  S /s, 
de  sorte  que  le  second  membre  est  égal  à  deux  fois  la  dérivée  lo- 
garithmique de  U2  :  P.  On  a  donc,  en  intégrant. 

/U =  pi  (  *•  =  consl.), 

ou  encore,  eu  égard  aux  expressions  de  y  et  de  ^, 

c,       6P[nP+(m«-/)0]  ,. 

[a(U  —  /*) — (U — s)]v 

On  voit  que,  si  a  n'est  pas  égal  à  î,  les  dénominateurs  de  à  et 
de  S2  auront  une  racine,  qui  sera  un  pôle  commun  à  ces  deux 
fonctions.  S'il  est  pôle  d'ordre  m  =  i  pour  ^,  il  est  pôle  d'ordre 
u  =  4  pour  S2  ;  s'il  est  pôle  d'ordre  rn  =  i  pour  ^,  il  est  pôle 
d'ordre  <r  =  3  pour  S2.  On  a  donc  toujours  <x<2nj-f-i,  ce  qui 
correspond  à  une  impossibilité  (règle  d'exclusion). 
Si  a=  i,  'y  et  S2  sont  des  polynômes  entiers  et  l'on*  a 

U» rs 

/=  -  j- ^  =  X(U«  —  rs)[n(V*  —  ™)-+-(m/i  —  l)(>iV—  r  —  «)], 

A  et  [i.  désignant  deux  constantes  dont  la  dernière  est  arbitraire. 
Substituons  seulement  l'expression  de/  dans  l'équation  (S)  du 
n°  3,  savoir 

nous  aurons 

4(m/i— /)«S*(4S2-h244*—  f«)(U  —  r)2(U  —  s)* 

-  [n(U*  —  r*)  -h (mn  -  /)(aU  -  r  —  5  jJ«(U«  —  r*)«  (-2  ^  ■+■  W"Y . 


Or,  si  l'on  observe  que  S2  et  ♦}  ne  diffèrent  que  par  un  facteur 
constant  du  produit 

[  /*(  U*  —  rs  )  -f-  (  mn  —  /)(  -«U    -  r  —  s)](\J* —  rs  ), 
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on  pourra,  en  désignant  par  p  une  constante,  écrire 

p(4  p4*  -h  *w—  <]/*)(  u  —  r)*(U — 5)*  =  4#  <  ^  1*4*'  -+-  H")*- 

Soit  y  le  degré  de  ^(y  =  4  s>  ^  7^  o,  <7  =  3  si  n  =  o).  Le  premier 
membre  est  du  degré  2^+2,  le  second  du  degré  y  -h  2(2^ —  3), 
de  sorte  que  le  premier  membre  est  toujours  de  degré  moins  élevé 
que  le  second.  11  y  a  donc  encore  impossibilité,  ce  qui  achève 
la  démonstration  du  théorème  énoncé  au  début. 


SUR  LES  ENGRENAGES  A  DENTS  CIRCULAIRES; 
Par  M.  L.  Lecornu. 

Dans  le  tracé  des  engrenages  plans,  on  substitue  souvent,  aux 
profils  indiqués  par  la  théorie,  des  arcs  de  cercle  choisis  de 
manière  à  épouser  le  mieux  possible  les  formes  exactes  des  dents. 
Il  est,  dès  lors,  intéressant  d'envisager,  d'une  manière  générale, 
la  question  suivante  : 

Connaissant  les  deux  circonférences  primitives,  comment  dis- 
poser deux  profils  circulaires,  invariablement  liés  à  ces  deux  cir- 
conférences, de  telle  façon  que  le  contact  des  deux  profils  assure 
un  rapport  des  vitesses  angulaires  sensiblement  constant?  Nous 
supposerons  qu'il  s'agit  d'un  engrenage  extérieur;  le  cas  de  l'en- 
grenage intérieur  se  traiterait  d'une  manière  toute  semblable. 

Soient  0{  et  02  les  centres  des  deux  circonférences  primitives, 
K|  et  R2  leurs  rayons.  Soient  A,  et  A2  les  centres  des  deux  profils 
circulaires.  Dans  le  mouvement  considéré,  la  distance  des  centres 
A|,  A2  reste  constante.  Le  mouvement  est  donc  exactement  le 
même  que  celui  d'un  système  de  trois  barres  invariables  Ot  A, , 
A|  A2,  A202,  articulées  en  A,,  A2  et  fixées  au\  deux  points  Oiy 
02.  C'est  le  système  ordinaire  de  transmission  constitué  par  une 
bielle  et  deux  manivelles.  Nous  appellerons  at  ela2  les  longueurs 
0«  A2  et  02  A2.  Si  Ton  désigne  par  P  le  point  de  rencontre  de  la 
manivelle  A,  A2  avec  la  droite  fixe  0,02,  on  sait  que  le  rapport 
des  vitesses  angulaires  des  deux  arbres  liés  à  O,  A,   et  02A2   est 

égal  à  7^t>*  Il  faut  donc  faire  en  sorte  que  la  position  du  point  P, 

pendant  le  travail  d'une  dent,  varie  aussi  peu  que  possible. 

M.    Scharp  a    étudié,   à   deux   reprises,    ce    problème   dans    les 
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Proveedings  of  the  Institution  of  civil  Engineers<\e  Londres. 
Dans  une  première  Note  parue  en  1893  et  intitulée:  A  new 
method  of  designing  whe.el  teeth,  il  n'a  guère  indiqué  qu'un 
procédé  par  lâtonnement.  L'année  suivante,  il  a  fait  connaître, 
sous  le  titre  :  Circulai*  whecl  teeth,  une  méthode  plus  précise, 
basée  sur  des  calculs  qui,  sans  être  mathématiquement  exacts, 
paraissent  présenter  une  approximation  suffisante.  Il  a  pu  ainsi 
formuler  la  règle  à  suivre  pour  que  le  rapport  des  vitesses  angu- 
laires prenne  la  même  valeur  en  trois  points  de  la  dent  consi- 
dérée; par  exemple,  à  la  racine,  au  milieu  et  à  l'extrémité.  Mal- 
heureusement, la  construction  qu'il  obtient  est  fort  compliquée, 
à  tel  point  qu'on  doit  se  demander  si  elle  est  plus  avantageuse 
que  la  détermination  exacte  de  quelques  points  du  profil  théo- 
rique, suivie  d'un  tracé  graphique  effectué  au  juger. 

En  me  bornant  au  cas,  le  plus  fréquent,  où  le  nombre  des  dents 
est  assez  élevé  pour  que  le  pas  ne  soit  qu'une  petite  partie  de 
chacune  des  circonférences  primitives,  je  suis  parvenu  à  des 
résultats  beaucoup  plus  simples,  que  je  vais  exposer  ici.  La  con- 
dition que  je  m'impose  consiste  à  faire  en  sorte  que,  pour  une 
rotation  élémentaire  des  manivelles,  le  déplacement  du  point  P 
sur  la  ligne  des  centres  soit  d'un  ordre  infinitésimal  aussi  élevé 
que  possible. 

Avec  une  bielle  et  des  manivelles  placées  d'une  façon  quel- 
conque, le  déplacement  élémentaire  du  point  P  est  un  infiniment 
petit  du  même  ordre  que  la  rotation  de  chaque  manivelle.  Si  l'on 
veut  que  le  déplacement  de  P  soit  au  moins  du  second  ordre,  il 
faut,  ou  bien  que  P  soit  le  point  de  contact  de  la  bielle  avec  son 
enveloppe,  ou  bien  que  la  bielle  touche  son  enveloppe  en  un  point 
d'inflexion.  Dans  ce  dernier  cas,  le  mouvement  élémentaire  de  la 
bielle  est  une  simple  translation  :  le  centre  instantané  est  rejeté  à 
l'infini  et  les  manivelles  sont  parallèles.  Il  est  facile  de  voir  que, 
pour  réduire  le  déplacement  de  P  au  second  ordre,  on  doit,  en 
outre,  placer  les  manivelles  perpendiculairement  à  la  bielle  et 
que  le  déplacement  de  P  ne  peut  être  d'un  ordre  supérieur  au 
second,  exception  faite  du  cas  particulier  où  les  deux  circonfé- 
rences primitives  sont  égales. 

Supposons,  maintenant,  que  la  bielle  touche  son  enveloppe  au 
point  P.  Dans  ces  conditions,  le  déplacement  de  P  sur  la  ligne  des 


—   174  - 

centres  est  généralement  du  second  ordre;  mais  il  peut  acciden- 
tellement devenir  du  troisième  ordre  :  cela  arrive  si  l'enveloppe 
présente  en  P  un  rebroussement.  En  effet,  au  voisinage  dan 
rebroussement  de  première  espèce,  l'équation  d'une  courbe  peut 
se  mettre  sous  la  forme  y2=  mx*,  d'où  Ton  tire,  pour  l'ordonnée 

à  l'origine:  Y  =y — y rx  = =£—  et,  par  conséquent,  la  lon- 
gueur Y  interceptée,  à  partir  du  rebroussement,  sur  une  droite 
menée  par  ce  point  et  différente  de  la  tangente  au  rebroussement, 
est  du  même  ordre  que  le  cube  de  la  déviation  de  la  tangente.  11 
résulte  de  là  que,  si  l'angle  au  centre  correspondant  au  travail 
d'une  dent  de  l'engrenage  est  très  petit  du  premier  ordre,  le 
déplacement  corrélatif  du  point  P  sera  du  troisième  ordre  de 
petitesse,  pourvu  que  la  bielle  fictive  louche  son  enveloppe  en  un 
point  de  rebroussement  et  pourvu  que  ce  point  de  rebroussement 
coïncide  avec  le  point  P.  Suivons  les  conséquences  de  cette 
double  bypothèse  {fig-  i). 

On  sait  que  les  droites,  touchant  au  même  instant  leur  enve- 
loppe en  un  point  de  rebroussement,  passent  toutes  par  un  même 


Fig.  •■ 


point  K  et  que,  si  K'  est  le  symétrique  de  K  par  rapport  au  centre 
instantané  C,CK'  est  un  diamètre  de  la  circonférence  des  indexions. 
Appelons  k  la  longueur  de  ce  diamètre  et  soient  p%,  p2  les  lon- 
gueurs CA|,CA2.  La  droite  CP,  dont  nous  désignerons  la  lon- 
gueur par  h,  est  normale  à  la  bielle  A|A2.  Soit  <p  l'angle  que 
forme  celle  bielle  avec  la  ligne  des  centres.  Soient  a,  et  a2  les 
deux  angles  A|CP  el  A2d\  Soit  <•>  l'angle  PCK'.  La  formule  dite 


\ 
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de  Saiary  nous  fournit  d'abord  les  relations  : 

i  i       __  i 

1  I  I 

-      -     -^—    —^^—^-^     ******     — — — ^— — — — — ^— —  » 

Pt       Pi — «i        X"  cos(o) -h  aj) 

Le  triangle  CPK  donne 

h  =  —  A'  cosco. 

On  a  en  outre,  par  les  triangles  PCO|  et  PC02, 

sinott  _     eos<p  cos(3i-4-cp) 

sinaj  cos©  cos(a, —  çp) 

Hj     ~  /?j—  a,  "~  /i 

et,  par  les  triangles  PCA,  et  PCA2, 

h  =  px  cos»!  =  pt  cosaj. 

Nous  formons  ainsi  un  système  de  neuf  équations  renfermant 
dix  éléments  inconnus  :  at,  a3,  ptl  p2,  h,  A*,  <o,  çp,  a,,  a3  (on  sup- 
pose donnés  les  rayons  Rl7  R2  des  circonférences  primitives). 
L'angle  cp  est  assujetti,  au  point  de  vue  pratique,  à  rester  assez 

voisin  de  ->  car  on  sait  que  la  réaction  normale  des  dents  ne  doit 

pas  être  trop  oblique  sur  la  lfgne  des  centres.  Donnons-nous  donc 
a  priori  la  valeur  de  cet  angle.  Il  reste  neuf  inconnues  devant  vé- 
rifier neuf  équations  et  le  problème  est  déterminé.  Proposons- 
nous,  par  exemple,  de  calculer  h. 

On  déduit  des  relations  qui  précèdent 

cosa,  sina,  i 


h  Ricoscp       Xrcos(u)  —  a,) 

et 

Ri  COS9 

tan  gai  =  7 T% — f —  ; 

d'où,  par  l'élimination  de  a<, 

[( h  -+-  Rt  sincp)  cosa>  -h  Rt  cosîp  sinu>]A:Risin<p  =  h(ht-h  RJ  -+•  aA  R^incp), 

ou  bien,  en  remplaçant  k  cosw  par  —  A, 

X*Rf  sintu  sin$  coss  =  h(h*  -+-  R}  -h  3  Ri  h  sins-  -4-  R{  sin*o). 


V 
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On  aurait  de  même 

kR\  sinto  sino  cos<p  =  h(h*-h  R|  —  3Rth  sin<p  -h  R}  sin*©). 

Divisant  ces  deux  dernières  équations  membre  à  membre,  il 

vient 

R|  _  A»  -t-  R?  -+-  3  R,  h  si n  y  -f-  R »  sin» cp 
R|  "  A»-hRl—  JR^sincp-t-RIsinicp' 

ce  qui  peut  encore  s'écrire 

R]  _  ^-h3R!siny 
R|  ~  À  — 3Rtsin<j>' 

d'où 

.  __  3Rt  Rjsincp 

Ri  —  Ri 
ou  bien 

3  sincp  __    i  i 

~h  R~,  ~  ÏÏ7' 

Soit  Q  le  point  conjugué  de  P  par  rapport  au  segment  0<  Os. 

On  a 

aRiR» 


PQ  = 


R,-R, 


L'inconnue  h  est  donc  égale  à  ^PQsincp.  Delà  cette  construc- 
tion : 

Déterminer  le  point  Q,  conjugué  de  P  par  rapport  à  0«  02. 

PO 
Prolonger  PQ  d'une  longueur  QQ'  égale  à  -^  et  projeter  le 

point  Q'  en  C  sur  la  direction  PC,  normale  en  P  à  la  bielle.  Le 
point  C  est  le  point  de  concours  des  manivelles,  dont  on  obtient 
ainsi,  d' un  seul  coup,  la  grandeur  et  la  direction. 

Avec  un  engrenage  ainsi  construit,  et  en  supposant,  comme 
cela  doit  être,  que  dans  la  position  moyenne  les  dents  se  tou- 
chent au  point  P,  leurs  rayons  sont  égaux  à  h  tan^a  et  h  tang  J3, 

,         ,    j.        ,    3RiR2coso  3HiRjCoso      r»  i»  t 

c  est-a-dire  a  — r> r—-  et  — ^ ~--    rour   1  engrenage  ordi- 

2K2+  R|  2Ri-hRs  °  ° 

naire  à    développante,    les   rayons   de   courbure   en    P    seraient 

R,coscp  et  R2  cos:p.  Ils  se  trouvent  donc  ici  multipliés  par  les 

facteurs  — ^ ^-  et 


aRj-h  R,        'iH,+  R> 
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En  supposant  R,  infini,  on  obtient  le  cas  de  l'engrenage  à  cré- 
maillère et  Ton  a  alors  h  =  3R2sin<p.  Les  rayons  des  dents  sont 
3R2  cos<p  pour  la  crémaillère  et  |R2  cosy  pour  le  pignon. 

Le  principal  inconvénient  des  engrenages  établis  dans  ces  con- 
ditions consiste  dans  la  dépendance  établie  entre  la  forme  des 
dents  d'une  roue  et  le  rayon  de  l'autre  roue,  dépendance  qui 
empêche  une  même  roue  d'engrener  avec  plusieurs  autres  de 
diamètres  différents. 

Le  problème  étant  résolu  comme  nous  venons  de  le  faire,  nous 
sommes  assurés  qu'un  déplacement  du  premier  ordre  imprimé  à 
la  bielle  ne  déplace  son  point  de  rencontre  P  avec  la  ligne  des 
centres  que  d'une  longueur  PP'  =  y  infiniment  petite  du  troi- 
sième ordre.  Nous  allons  évaluer  la  partie  principale  de  cet  infini- 
ment petit.  Pour  fixer  les  idées,  admettons  que  P'  soit  compris 
entre  Pet  Oh  alors  0«P'=R,—  y  et  02P'=R2-h7.  Posons 
A|P'=A|P  —  x  et,  par  conséquent,  A2P'=  A2P-f-  x.  Dési- 
gnons d'ailleurs,  pour  abréger,  par  w,  et  u2  les  deux  longueurs 
A|  P  et  A2P,  respectivement  égales  à  Atanga,  et  h  tanga2.  En 
écrivant  que  les  angles  0,P'A|  et  02P'A2  ont  même  cosinus,  on 
trouve 

=  [(**  + y)* +(u*  +  x)*-alHKi-y){ul-x). 

Soit  m  une  constante  finie.  En  posant  y  =  m  x*  et  négligeant 
les  puissances  de  x  supérieures  à  la  troisième,  on  doit  pouvoir 
déterminer  m  de  telle  manière  que  l'équation  précédente  soit 
identiquement  vérifiée.  Égalons  donc  séparément  à  zéro  les  coeffi- 
cients des  puissances  de  x,  jusqu'à  la  troisième  incluse.  Il  vient 

(R}  -h  u\  —  a})Rji*1--(Rî-i-  u\  —  a|)R1u1  =  o, 
(  R{  -*-  u\  —  a \  )  R,  -+-  (  R*  -h  u\  —  a\  )  R,  —  2  (  R,  -+-  R, ) at  w,  =  o, 

2  (  Ri  «i  —  Ri  «i  )  -+•  Ri  uf  —  Ri  u\  =  o, 
(R}  -h  u\  —  a})aj/n  +  (R}  -h  u\  —  a{)ut/n 

—  2R1Rî(m1h- i/j)/n -h  R1-+-Ri  =  o. 

On  a  d'ailleurs,  comme  nous  l'avons  déjà  dit, 

3RiRjcoso  3RiR«coso 
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D'autre  part  le  triangle  0|  RAt  donne 


,       R?  sin*©       ,».    .  .         r»     •   • 
a]  =  — ! — - — -  ==  R{  sin'cp  -+-  Hi  sin*o  tang2X]  ; 


cos'a. 


mais 


d'où 


Par  suite 


Ricos©  (Rt — R|)cot© 

tança,  =  -, i- — =*—   =   — —- — ^—- — >-  , 

b   !       /i-+-R,sin©  2R1+R1 


*      e»     •  .         RJ(R,— Rt)*cos*o 


Ri  +  «i  _  a?  -  6J!Î  «tçostj 


et,  de  même, 

R»   .  tt,         ,  _6RlR»cos»? 

Au  moyen  de  ces  formules,  on  reconnaît  que  les  premiers 
membres  des  trois  premières  équations  de  condition  sont  nuls  : 
c'est  une  preuve  de  l'exactitude  des  calculs.  La  quatrième  équa- 
tion donne  ensuite 

(aR,-+-Rt)(aR,+  R,) 


m  = 


i8H}R}  coscp  sin*© 


et  l'on  en  déduit  la  valeur  de  l'écart  j'  =  mx% .  Au  lieu  du  déplace- 
ment x  estimé  suivant  la  direction  de  la  bielle,  on  peut  introduire 
l'arc  élémentaire  5,  décrit  dans  le  roulement  relatif  des  deux  cir- 
conférences primitives.  On  a  évidemment  #  =  s  sincp;  d'où 

'=  ^RÏRÏ 5Slang?* 

Calculons  maintenant  la  variation  du  rapport  v  des  vitesses  angu- 

R  R   -»-  v 

laires.  Ce  rapport,  égal  primitivement  à  -^  >  devient  R'_     •  Si  Ton 

néglige^2,  la  variation  relative  —  est  égale  à  y  f|r--f-- j,  ce 
qu'on  peut  écrire 

or       (aRl-HRî)(aRî-f-Rl)(R1-+-R1)    lt 

—  = Q  uapa *3  tang©. 

v  18  RJ  R|  ' 

Nous  mettrons  cette  expression  sous  une  autre  forme  en  intro- 
duisant les  nombres,  n{  et  a?2,  dos  Honts  dos  doux  roues.   L'arc   s 
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décrit  par  un  point  de  Tune  des  circonférences  primitives,  quand 
le  point  de  contact  de  la  dent  considérée  s'écarte  de  cette  circon- 
férence pour  se  porter  vers  Tune  des  extrémités  de  la  dent,  est  sen- 
siblement égal  à  la  moitié  du  pas  (pourvu  que  Tare  d'approche 
soit  égal  à  Tare  de  retraite).  On  a  donc,  dans  ces  conditions, 

K,        R,  _  s 

ni         «t        7: 
Donc 

Zv      ('2/ïiH-  nt)(int->r  n,)(ni-H  nt) 


\%n\n\ 


•ir3  tang«p. 


Pour  les  engrenages  à  développante  de  cercle,  on  prend  com- 
munément cp  =  70°.  Adoptons  cette  valeur,  il  vient  finalement 

8*       A  ,0  ^  (2/il-^-ni)(2/iî-4-/il)(/i|-h/ii) 

—  =  b    43  X  3 ; r • 

Si,  par  exemple,  les  roues  portent  Tune  60  et  l'autre  3o  dents, 
on  a  a  peu  près  —  =0,0017  :  c  est-a-dire  qu  en  supposant  con- 
stante la  vitesse  de  l'une  des  roues,  celle  de  l'autre  éprouve  une 
variation  relative,  de  part  et  d'autre  de  sa  valeur  moyenne,  infé- 
rieure à  t^H).  L'amplitude  totale  n'atteint  pas  —5  de  la  vitesse 
moyenne  :  elle  est  donc  tout  à  fait  négligeable  en  pratique.  Dans 
le  cas   de    la    crémaillère,    il    faut   faire    ns  =  00,   ce    qui   donne 

01*  12,86  A  1  1  • 

—  =  — —  •  Avec   20  dents  seulement  au  pignon,  et  en  supposant 
uniforme  la  translation  de  la  crémaillère,  la  variation  de  vitesse 

du  pignon  a  pour  valeur  relative — —=.  0,0016. 

r  °  r  (20)*         ' 

Observons,  en  terminant,  que  l'approximation  dépend  du 
nombre  des  dents,  mais  nullement  de  leurs  dimensions  absolues. 
La  méthode  est  donc  intéressante  surtout  dans  le  cas  des  engre- 
nages de  grande  taille,  pour  lesquels  les  dents  peuvent  être  nom- 
breuses, sans  se  réduire  à  des  proportions  qui  rendent  à  peu  près 
indifférente  la  forme  de  leur  contour. 
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NOTE  SUR  DES  SYSTÈMES  DE  DROITES  ET  DE  QUADRIQUES  TANGENTES; 

Par  M.  Raoul  Bricard. 

I. 

Dans  une  intéressante  étude  parue  récemment  au  Bulletin  (J), 
M.  Mannheim  a  signalé  des  propriétés  remarquables  d'un  quadri- 
latère gauche  circonscrit  à  une  quadrique.  L'éminent  géomètre 
considère  en  particulier  le  système  des  droites  tangentes  à  une 
pareille  surface,  qui  rencontrent  deux  tangentes  fixes.  Je  me  pro- 
pose, dans  la  présente  Note,  djindiquer  quelques  théorèmes  rela- 
tifs au  système  des  droites  tangentes  à  une  quadrique  qui  ren- 
contrent deux  droites  quelconques. 

Je  rappellerai  tout  d'abord  quelques  propriétés  très  simples  de 
la  relation  doublement  quadratique  entre  deux  variables  *,  u. 
On  sait  qu'on  désigne  ainsi  une  relation  dont  la  forme  la  plus 
générale  est  la  suivante  : 

(0  f(t,u)  =  \t*u*+Bt*u+Ctu*-{-l)t*-hEtu-+-Fui+Gt  +  llu-hF  =  o. 

Il  suffit  de  rappeler  ici  que  cette  équation  peut  toujours  être 
considérée  comme  exprimant  la  relation  la  plus  générale  entre 
deux  fonctions  elliptiques  du  second  ordre  aux  mêmes  périodes. 
C'est  surtout  à  ce  point  de  vue  que  l'a  considérée  Halphen,  qui, 
dans  son  beau  Traité  des  fonctions  elliptiques,  en  fait  une 
étude  approfondie. 

Cette  équation  contient  neuf  coefficients  et,  par  suite,  huit  pa- 
ramètres arbitraires  :  elle  est  donc  complètement  définie  quand 
on  sait  qu'elle  est  satisfaite  par  huit  couples  de   valeurs  de   t  et 

de  u 

t\,  u.\\     /j,  Uf\     ...  ;    /8,  u%. 

C'est  là  une  première  propriété  évidente  de  la  relation  dou- 
blement quadratique. 

Une  seconde  propriété  est  fournie  par  la  considération  des  t 
et  des  u  critiques.  J'appelle  ainsi,  employant  une  dénomination 


(')  Ao te  ri  propos  d'un  théorème  connu  de\Géomélrie,  t.  \\V,  p.  7*. 
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qui  m'a  été  indiquée  par  M.  Fontené,  les  valeurs  de  /  et  de  u 
auxquelles  la  relation  (i)  fait  correspondre  une  valeur  double 
de  l'autre  variable.  On  obtient  les  t  critiques  en  égalante  zéro  le 
discriminant  de  l'équation  (i),  où  u  est  considérée  comme  étant 
l'inconnue.  Ce  discriminant  étant  un  polynôme  en  t  du  quatrième 
degré,  il  existe  quatre  t  critiques.  Il  y  a  de  même  quatre  u  cri- 
tiques. 

Les  t  et  les  u  critiques  ne  peuvent  être  choisis  arbitrairement 
pour  définir  la  relation  (i)  :  il  existe  en  effet  entre  ces  valeurs  la 
liaison  suivante  :  le  rapport  an  harmonique  des  t  critiques  est 
égal  à  celui  des  u  critiques. 

Bien  qu'elle  ne  soit  pas  énoncée  directement  dans  l'Ouvrage 
d'Halphen,  cette  proposition  résulte  de  l'étude  qui  s'y  trouve 
faite  :  il  est  d'ailleurs  très  facile  de  l'établir. 

On  peut  ramener  l'équation  (i)  à  être  symétrique  par  rapport 
aux  deux  variables  par  une  substitution  homographique  effec- 
tuée sur  une  seule  d'entre  elles  :  en  effet,  une  pareille  substitu- 
tion 


t  = 


Y*'-t-8 


contient  trois  paramètres  arbitraires,  et  les  relations  qui  expri- 
ment que  l'équation  (i)  est  symétrique  sont  au  nombre  de  trois, 

savoir 

B  =  C,        D  =  F,        G  =  H. 

Or,  sur  la  nouvelle  équation 

le  théorème  énoncé  est  évident,  puisque  les  valeurs  des  t'  cri- 
tiques sont  les  mêmes  que  celles  des  u  critiques.  On  en  déduit 
qu'il  est  vrai  dans  le  cas  général;  en  effet,  les  u  critiques  de  l'é- 
quation (2)  sont  les  mêmes  que  ceux  de  l'équation  (1)  et  les  t' 
critiques  sont  reliés  homographiquement  aux  t  critiques. 

II. 

* 

Une  application  très  simple  des  principes  qui  précèdent  est 
fournie  par  l'étude  du  système  des  droites  tangentes  à  une  qua- 
drique  qui  rencontrent  deux  droites  fixes  quelconques. 


-  182  - 

Soient  Q  la  quadrique,  A  et  B  les  deux  droites  données,  M  et 
N  deux  points,  situés  respectivement  sur  ces  droites,  tels  que  la 
droite  MN  soit  tangente  à  Q.  Si  Ton  désigne  par  t  et  u  les  dis- 
tances des  points  M  et  N  à  deux  origines  fixes  prises  respective- 
ment sur  les  droites  A  et  8,  il  existe,  quand  on  fait  varier  la  tan- 
gente MN,  une  relation  entre  telu  dont  il  est  facile  de  reconnaître 
la  nature  :  si  Ton  se  donne  le  point  M  sur  la  droite  A,  il  existe 
pour  le  point  N  deux  positions  possibles  sur  la  droite  B;  elles 
sont  données  par  l'intersection  de  cette  droite  et  du  cône  circon- 
scrit à  Q  ayant  son  sommet  en  M.  Ainsi  la  relation  considérée 
est  du  second  degré  par  rapport  à  u;  elle  est,  pour  la  même  rai- 
son, du  second  degré  par  rapport  à  t.  C'est  donc  une  relation  (i), 
doublement  quadratique. 

Appliquons  alors  la  première  des  propriétés  rappelées  au  para- 
graphe précédent  :  à  cet  effet,  considérons  huit  positions  de  la 
tangente  variable  à  Q,  M<N4,  M3N2,  ...,M8N8.  Soient  l<,  *2, . .., 
t8  et  u,,  m2, .  • .,  !/8  les  distances  respectives  des  points  M  et  des 
points  N  aux  origines  choisies  sur  les  deux  droites.  Comme  on 
l'a  vu,  la  connaissance  de  ces  quantités  détermine  complètement 
la  relation  (i).  Le  système  des  droites  MN  est  donc  déter- 
miné par  la  connaissance  de  huit  positions  particulières  de  ces 
droites. 

Or,  il  existe  une  infinité  de  quadriques  tangentes  aux  huit 
droites  Mt  N,,  M2N2,  .  .  . ,  M8N8.  Quelle  que  soit  celle  de  ces 
quadriques  qu'on  choisisse,  elle  donnera  lieu  au  même  système 
de  tangentes  MN  rencontrant  les  deux  droites  A  et  B. 

De  ce  qui  précède  on  conclut  les  théorèmes  suivants  : 

Toutes  les  quadriques  tangentes  à  huit  droites  rencontrant 
deux  droites  données  A  et  B  sont  aussi  tangentes  à  une  infi- 
nité d'autres  droites  rencontrant  également  A  et  B. 

Toutes  les  droites  tangentes  à  une  quadrique  donnée  et 
rencontrant  deux  droites  données  sont  aussi  tangentes  à  une 
infinité  d y autres  quadriques. 

On  remarquera  l'analogie  du  premier  de  ces  théorèmes  avec 
ceux  énoncés  par  Lamé  et  qui  concernent  les  quadriques  passant 
par  sept  ou   huit  points  ou  bien  tangentes  à  sept  ou  huit  plans. 

On  peut  donner  aux  énoncés  qui  précèdent  une  forme  un  peu 
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différente,  el  dire  quV/  est  possible  de  former  un  système  de 
droites  D,  en  nombre  infini,  et  un  système  de  quadriques  Q, 
également  en  nombre  infini,  tels  que  chaque  droite  D  soit 
tangente  à  chaque  quadrique  Q. 

Ces  droites  D  engendrent  une  surface  S  qui  est  aussi  l'enve- 
loppe des  quadriques  Q.  Pour  reconnaître  le  degré  de  la  surface  S, 
cherchons  le  nombre  de  ses  points  d'intersection  avec  une  droite  C 
quelconque.  On  peut  évidemment  énoncer  ainsi  qu'il  suit  ce 
problème  :  Combien  existe-t-ilde  tangentes  à  une  quadrique  Q 
qui  rencontrent  trois  droites  données  A,  B,  C?  Comme  les 
droites  rencontrant  trois  droites  données  sont  les  génératrices 
d'une  quadrique  qui  appartiennent  à  un  même  système,  la  ques- 
tion posée  se  ramène  elle-même  à  la  suivante  :  Combien  existe-t-il 
de  génératrices  d'une  quadrique  Q',  appartenant  à  un  même 
système,  qui  touchent  une  autre  quadrique  Q? 

Considérons  la  biquadratique  gauche  T,  intersection  de  Q  et 
de  Q'.  Les  génératrices  de  Q'  rencontrent  chacune  T  en  deux 
points,  et  les  génératrices  que  nous  cherchons  sont  celles  pour 
lesquelles  ces  deux  points  sont  confondus.  L'emploi  des  fonc- 
tions elliptiques  va  donner  aisément  leur  nombre.  On  sait,  en 
effet,  que  les  coordonnées  d'un  point  de  T  peuvent  être  expri- 
mées en  fonctions  elliptiques  d'un  argument,  et  que  la  somme 
des  valeurs  de  cet  argument,  correspondant  aux  deux  points  de 
rencontre  de  T  avec  les  génératrices  d'un  même  système  de  Q',  est 
une  constante  a,  à  une  période  près.  Les  points  cherchés  ont 
donc  pour  arguments,  comme  on  le  voit  immédiatement, 

a       a  a  a 

-,        --*-U)i, HCO,, h  CD», 

7.  'À  '1  *2 

en  adoptant  les  notations  ordinaires.  Ces  points  sont,  par  consé- 
quent, au  nombre  de  quatre. 

Ce  nombre  est  aussi,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  celui  des 
points  de  rencontre  de  la  surface  S  avec  la  droite  C.  Ainsi  la  sur- 
face S  est  du  quatrième  degré. 

Dans  le  cas  particulier  étudié  par  M.  Mannheim  et  rappelé 
plus  haut,  la  surface  S  dégénère  en  un  hyperboloïde  de  révolu- 
tion. Les  droites  D  sont  les  génératrices  de  cet  hyperboloïde,  et 
les  quadriques  Q  sont  les  sphères  inscrites  à  la  même  surface. 
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III. 


Appliquons  à  présent  la  deuxième  propriété  de  l'équation  (1)  : 
le  rapport  anharmonique  des  t  critiques  est  égal  à  celui  des  u  cri- 
tiques. Il  faut  d'abord  rechercher  quels  sont  les  points  de  la 
droite  A  qui  correspondent  aux  t  critiques.  Si  M  est  un  de  ces 
points,  il  doit  ne  lui  correspondre  sur  la  droite  B  qu'un  seul 
point  N.  Or  cela  peut  arriver  de  deux  manières  : 

i°  Ou  bien  le  point  M  est  tel  que  le  plan  déterminé  parce 
point  et  par  la  droite  B  est  tangent  à  la  quadrique  Q  ; 

2°  Ou  bien  le  point  M  est  l'un  des  points  d'intersection  de  A 
et  de  Q. 

En  effet,  dans  le  premier  cas,  le  cône  circonscrit  à  Q  et  dont  le 
sommet  est  M  est  tangent  à  la  droite  B  ;  dans  le  second  cas,  ce 
cône  dégénère  en  un  plan;  dans  l'un  et  l'autre  cas,  le  point  N 
correspondant  à  M  est  unique. 

Ainsi,  les  quatre  points  de  la  droite  A  correspondant  aux  t  cri- 
tiques sont  les  points  a  et  a',  situés  à  l'intersection  de  A  et  des 
deux  plans  tangents  menés  par  B  à  la  quadrique  Q,  et  les  points 
P  et  P',  situés  à  l'intersection  de  A  et  de  Q. 

On  définira  de  même  les  quatre  points  de  B,  a  et  ol\  ,  fî4  et  $\, 
qui  correspondent  aux  u  critiques. 

On  a  donc 

On  peut  remarquer  que  la  quadrique  Q  est  circonscrite  au 
tétraèdre  jî j3'jî|  {3',,  dont  (3  [3'  et  [3,  J3'f  sont  deux  arêtes  opposées. 
Cela  permet  de  donner  une  forme  un  peu  plus  nette  au  théorème 
obtenu,  qui  peut  s'énoncer  ainsi  : 

LorsqiC  une  quadrique  est  circonscrite  à  un  tétraèdre,  le 
faisceau  formé  par  deux  faces  de  ce  tétraèdre  et  par  les 
deux  plans  tangents  à  la  quadrique,  menés  par  V arête  sui- 
vant laquelle  se  coupent  ces  deux  faces,  a  même  rapport 
anharmonique  que  le  faisceau  analogue  relatif  à  rareté  o/>- 
posée . 


\ 
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ACTIONS  MUTUELLES  DE  DEUX  ATOMES  ('); 
Par  M.  H.  Duport. 

1.  Soient  oxyz  des  axes  de  coordonnées  rectangulaires  fixes; 
C  le  centre  de  gravité  du  premier  atome;  «,  6,  c  les  coordonnées 
du  point  G;  CP  la  vitesse  de  rotation  de  l'atome;  py  <jr,  r  les  pro- 
jections de  CP;  m  la  masse  de  l'atome;  mk2  la  valeur  commune 
des  moments  d'inertie  relatifs  à  son  centre  de  gravité;  p  sa  den- 
sité. 

Soient  de  même  :  C  le  centre  de  gravité  du  second  atome; 
af,  6',  c'  les  coordonnées  du  point  G';  CP'  la  vitesse  de  rotation 
du  second  atome;  //,  q1,  rJ  les  projections  de  C'P';  m' la  masse  du 
second  atome;  m' k'1  la  valeur  commune  des  moments  d'inertie 
relatifs  à  son  centre  de  gravité;  p  sa  densité. 

Soient  A  un  point  de  l'atome  C;  rf^son  petit  volume;  A' un  point 
de  G';  dv1  son  petit  volume;  x, y,  z  les  coordonnées  de  A;  x\ y', 
z'  celles  de  A'.  L'action  sur  un  point  A'  de  C'  se  compose  de  l'ac- 
tion de  l'atome  C'  sur  le  point  A'  et  de  l'action  de  l'atome  C  sur  le 
point  A'.  D'après  ce  qu'on  a  vu,  l'action  de  l'atome  C' sur  le  point  A' 
se  compose  du  segment  <o'2  (A'Q')  p'dv',  Q'  étant  le  pied  de 
la  perpendiculaire  abaissée  de  A'  sur  G' P',  <o'  la  vitesse  de  rota- 
tion C'P'. 

Soient/',  cp',  <|/  les  projections  de  l'action  du  point  A  sur  le 
point  A'  au  facteur  près  pp'dvdv'.  On  aura  les  équations 


(i) 


dt*         dt 

dt*   "*~  dt 


d*c'        df/ 

dt*    "*"   dt 


&-*)-%(•* -«')=fff?Vdv, 


les  intégrales  étant  étendues  à  l'intérieur  du  premier  atome. 


(')  Voir  Bulletin   de  la  Société'  mathématique  de  France,   Tome   X\IV, 
pages  ion,  197» 

xxv.  i3 
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Soient  de  même/,  »,  ty  les  projections  de  l'action  du  point  A' 
sur  le  point  A  au  facteur  près  pp' dvdv1 '.  On  aura  les  équations 


d*a 
~dB 


les  intégrales  étant  étendues  à  l'intérieur  du  second  atome.  D'un 
autre  côté  l'action  de  l'atome  C  sur  l'atome  C  se  compose  finale- 
ment d'une  force  appliquée  au  point  G'  et  d'un  couple.  Je  dési- 
gnerai les  projections  de  la  force  par  U',  V,  W  et  les  projections 
du  moment  du  couple  par  P',  Q',  R\  On  aura  les  équations  sui- 
vantes : 

(3)        < 

/  m'/'î  ^'  =  p',       m'*'i  ^-  =  Q\         #m'*'«  ^  =  R\ 
\  «f  a£  at 

De  même  l'action  de  l'atome  C  sur  l'atome  C  se  compose  finale- 
ment d'une  force  appliquée  au  point  C  et  d'un  couple.  Je  dési- 
gnerai les  projections  de  la  force  par  U,  V,  W  et  les  projections 
du  moment  du  couple  par  P,  Q,  H.  On  aura  les  équations  sui- 
vantes : 


(i) 


\  df* 


d*b       ,. 

///  — i-  -  —  \  , 

dr- 

dt* 

=  W, 

'•  s  -  <.'• 

Il    dr 
dt 

=  K. 

En  vertu  du  principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction, 
les  deux  systèmes  de  forces  précédents  doivent  se  faire  équilibre 
sur  le  système  des  deux  atomes  supposé  solidifié  à  chaque  in- 
stant. On  aura  donc  les  équations 

U  +  l ;'=  o,        Y  -+-  V  =  o,        W  -+-  W  '  =  o, 
/   t>4-  p '_4-MV_  cV  ^-//\Y  —  r'V  =o, 

(-3)  !  n+<)'+^  —  "^  -+-  cl—  «'\v  '=«». 
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2.  Les  quantités  U,  V,  W,  U',  V,  W,  P,  Q,  R,  P',  Q\  IV  doi- 
vent être  considérées  dans  le  cas  le  plus  général  comme  les  pro- 
jections de  quatre  segments  dépendant  géométriquement  de  la 
position  relative  des  atomes,  des  vitesses  des  points  C  etC'etdes 
vitesses  de  rotation  CP,  C'P  et  il  est  tout  d'abord  à  remarquer 
que  Ton  peut  toujours  satisfaire  aux  équations  (1)  et  (2)  en  pre- 
nant pour  /,  o,  <1,  /',  cp',  <|/  des  expressions  du  premier  degré 
convenables  en^,  y,  z,  x' ,  y*  y  z'  et  même  de  façon  que  l'action 
de  A'  sur  A  soit  égale  et  contraire  à  celle  de  A  sur  A'  sans  sup- 
poser qu'elles  sont  dirigées  suivant  les  droites  A  A'  ou  A' A. 

L'action  d'un  atome  sur  un  autre  peut  donc  toujours  avoir 
lieu  pointa  point.  Voilà  une  première  difficulté  écartée.  Existe- 
t-il  maintenant  des  hypothèses  que  l'on  pourrait  faire  sur/,  cp,  A, 
/',  cp',  <|/  permettant  de  préciser  la  forme  des  atomes  et  leurs  ac- 
tions mutuelles.  Ma  conclusion  est  qu'il  n'y  en  a  pas  et  que  dès 
lors  on  est  porté  à  considérer  l'atome  comme  sphérique,  point 
que  faisait  déjà  prévoir  l'égalité  des  moments  d'inertie  relatifs  au 
centre  de  gravité  de  l'atome. 

J'ai  examiné  les  trois  hypothèses  suivantes  : 

i°  Les  segments  /,  cp,  A,  /,  cp',  <!/  dépendent  seulement  des 
segments  représentant  la  distance  des  points  A,  A'  et  leurs  vi- 
tesses. 

a"  Les  segments  /,  cp,  ♦},  f ,  ©',  A'  dépendent  seulement  des 
segments  représentant  la  dislance  des  points  A,  A'  et  les  vitesses 
de  rotation  des  deux  atomes. 

3°  Les  segments/,  cp,  •!/,  /',  cp',  <j/  ont  pour  ligne  d'action  com- 
mune AA'  et  sont  égaux  et  contraires. 

On  démontre  assez  aisément  que  les  deux  premières  hypo- 
thèses sont  inadmissibles.  La  troisième  offre  de  grandes  difficul- 
tés; mais  il  n'est  pas  besoin  de  l'élucider  complètement  pour 
voir  qu'on  n'en  pourra  rien  tirer  de  forcé  relativement  à  la  forme 
des  atomes  et  leurs  actions  mutuelles.  En  effet,  en  me  bornant 
au  cas  d'atomes  semblables,  j'ai  obtenu  les  résultats  suivants  : 

Désignons  par  FD  la  grandeur  commune  des  segments/,  ce,  tj/, 
/,  cp',  •!/,  D  désignant  la  distance  CC.  On  peut  prendre  pour  F 
une  fonction  du  premier  degré  en  x,  y,  z,  x\  y\  z'  lorsque  les 
segments  U,  V,  W,  U',  V,  W  ont  pour  ligne  d'action  CC;  on 
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peut  toujours  satisfaire  aux  conditions  imposées  en  prenant  pour 
F  une  fonction  du  second  degré  en  xf  y,  z^x'^y1,  s!  lorsque 
l'atome  présente  trois  plans  de  symétrie  rectangulaires  deux  & 
deux,  en  particulier  dans  le  cas  de  l'atome  spbérique. 

3.  D'après  les  résultats  que  je  viens  de  résumer,  je  me  suis 
alors  borné  au  cas  d'atomes  sphériques.  J'ai  considéré  le  cas  où 
les  segments  U,  V,  W,  U',  V,  W,  P,  Q,  R,  P^Q',  Rf  dépendent 
géométriquement  des  segments  CC\  CP,  C'P  et  dérivent  d'une 
seule  fonction  de  la  manière  suivante  : 

Posons 

(a'-  a)*-+-  (b1—  b)*  •+• (c' — c)«  =  D«     p  (a'—  a)  -h  q  (b'—b)  -+-  r  (c'— - c)  =  p„ 

pt  +qt  +ri  -.^t     />'(«'  — ri)-t-q\b'—  à)-t-r'(c  —  c)  =  i't, 

p't  .+.  ^'f .+_  |^t  -s  w'i  //>'■+-  qq'  +r^=  r3 

et  soit 

FCD*,»»,»'',*!;?,,*) 

une  fonction  de  ces  quantités.  J'ai  posé 


lJ-rfF 

w-rfF 

u-55" 

V-  d¥, 

w_5?' 

dp 

o-rfF 

R-rfF 

R=5v' 

p"5>" 

b'  -  rfF 

R~3P* 

La  fonction  F  doit  alors  satisfaire,  à  cause  des  équations  (5), 
à  six  équations  aux  dérivées  partielles.  Ces  équations  sont  satis- 
faites en  prenant  pour  F  une  fonction  de  D  et  de  /i,  h  étant  la  vi- 
tesse de  rotation  d'un  atome  relativement  à  l'autre,  soit 


à  = +/(/>' -/>)*-♦-  (?'-  q)*+  (r'--  r)«. 

Les  équations  (3)  et  (4)  prennent  alors  des  formes  assez 
simples. 

Les  résultats  contenus  dans  la  Note  présentée  à  la  Société 
mathématique  de  France  le  16  décembre  1896  (Bulletin,  t.  XXIV, 
p.  197)  ont  fait  l'objet  d'un  Mémoire  qui  a  paru  dans  la  Revue 
bourguignonne  de  l'enseignement  supérieur  (1897,  ^asc*  *)• 
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SUR  LES  GROUPES 
DE  SUBSTITUTIONS  DEUX  FOIS  TRANSITIFS  A  TROIS  DEGRÉS; 

Par  M.  Ed.  Maillet. 


I. 

Définition.  —  Si  dans  un  groupe  quelconque  G  de  substitu- 
tions de  degré  N  on  peut  trouver  (en  laissant  de  côté  le  groupe 
formé  de  la  substitution  i)  des  groupes  déplaçant  N,  N —  */,, 
N  —  u2,  . . . ,  N  —  //x_i  lettres,  avec  o  <  ut  <  u2  <C  •  •  •  <C  wX-i  » 
et  non  N  —  u\  lettres,  avec  u\  différent  de  o,  u^  u2,  .  • .,  wx-i? 
G  est  dit  un  groupe  à  ^  degrés.  Ainsi,  un  groupe  régulier  de 
degré  N  est  à  un  degré;  un  groupe  de  classe  N  —  i  et  de  degré  N 
est  à  deux  degrés,  etc.  D'après  un  théorème  connu  ('),  Tordre  $ 

de  C  divise 

N(N-Ui)(N  —  »,)...  (N'—  ax-i). 

Nous  nous  proposons  d'étudier  ici  les  groupes  deux  fois  tran- 
sitifs de  degré  N  et  de  classe  N  —  u  à  trois  degrés,  et  d'établir  en 
particulier  à  leur  sujet  les  propriétés  suivantes  : 

1.  u  —  i  divise  N  —  i,  et  u(u  —  i)  divise  N(N  —  i);  par  suite, 
si  u  est  impair,  N  est  impair;  si  N  est  pair,  u  est  pair.  On  a 

N  >  m ^—  (  i  -+■  y7 1  -h  4  a) . 

Si  u  =  3,  N  est  d'une  des  formes  6A  -4- 1  ou  67*  4-  3  ;  si  u  =  4> 
N  est  d'une  des  formes  12A  -h  i  ou  ia/t  +.{• 

2.  Si  (j  =  N(N  —  i)OC,  G  renferme  un  nombre  de  substitutions 
de  classe  N  égal  à 


J[tt  — i        Ot(a  —  i)a       lK(u  —  i)(N  —  i)J 


i 


u 


(')  /in/t.  /ac.  5c.  Toulouse,  1890,  D.8. 
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3.  Si  g  =  N(N  —  i)DC,  on  a  pour  N  =  4 li  +  a,  N  —  a=4/i« 
et  OC  pair. 

-i.  Si  N  =  p/(/  premier  impair  et  premier  à  p)  et  si  l'ordre  Ç 
d'un  groupe  G  deux  fois  transitif  à  trois  degrés  de  degré  N  et  de 
classe  N  —  */,  ou  a  fortiorile  nombre  N(N  —  i)(N  —  u)  eslfé  o 

(mod/2),  onaiK  -£- —  </,  d  étant  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  Ç  et/ —  1,  ou  a  fortiori  de  N(N  —  i)(N  —  //)  et  / —  1 . 
Si  w>  2,  on  a  rf>     T    u^i,  et  en  particulier  Ton  ne  peut 

avoir/=  3  que  si  Ç  =  o(mod  9). 

Pour  u^29  G  ne  peut  exister  que  pour  des  valeurs  de  f  el  u 
limitées  en  fonction   de  p,  à  moins  que  Ç  ne  soit  multiple  de 

?/(?/ —  O^-* — »  5  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  pu 

et  p/ — u\  p(?f —  1)  est  divisible  par  u(u  —  1),  et  u  est  pair  si  p 
est  pair. 

5.  Si  N  =/(/ premier  impair)  il  faut  (/=/(/ — i)(/ — u)9 
/ — i=omod  u(u —  1).  Déplus,  si/=4^-+-3>  il  faut  m  =  4'*'-+- 3. 

Enfin,  quel  que  soit/,  on  n'a  pas impair,  ni  / —  u  =  4/-+-  s*. 

6.  Si  N  —  u  =fp(u^3,felp  premiers  différents),  le  degré  N 
eslfp  -f-/>  -+-  1  onfp-\-f-\-\. 

Soit  2  <Cf<Cp>  si  m  =/>  -t-  1 ,  on  a 

/-*-  »  =  ■'",        0*  =  (//>  +  />  -r-  *)ifp-T-p)f, 

p  -f-  1  diviseur  de  /(/-h  1)  et  divisible  par/;  si  u  =j  -f- 1 ,  on  a 
/-h  1  diviseur  de  p  -f- 1  et  (/  =  o(mody?)  exige/?  -h  1  =  ^,M,  011/ 
diviseur  de  p  —  1 . 

Si  N  —  u  =  'ip  (m> 3,  p  premier  impair)  on  a  m  =  3,  N  =  2/>-j-3 
el  p  =  3()/r-f- 17. 

7.  Si  N  —  u  =/>-  (/;  premier  impair)  on   a   11=  p  -i-  t  =  a™, 

N  =/>*+/>  +  !. 

8.  Si  //  =  3,  on  n'a  .N  —  3  =  {/;  (/>  el  N  premiers  impairs) 
que  si  N  =  48  A 


9.   Si  w  =  3,  N  <  io3,  N  est  égal  à  33,  2"-  1  ou  3l*. 
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Nous  croyons  devoir  signaler  que  l'étude  du  cas  où  N^io3, 
avec  tf>3,  pourrait  de  même  être  faite  a  Taide  des  propriétés 
qui  précèdent  :  nous  laissons  ce  soin  à  d'autres. 


11. 


Soit  G  un  groupe  transitif  à  A  degrés,  II  le  groupe  des  substi- 
tutions de  G  qui  laissent  une  même  lettre  de  G  immobile  :  H  est 
à  ).  —  i  degrés. 

Si  A=  2.  et  si  G  est  de  classe  N  —  u  et  de  degré  N,  (j  =  N  JC; 
H  est  à  un  degré  et  3C  divise  N  —  u.  G  admet  ('  )  une  répartition 
de  ses  lettres  en  systèmes  de  non-primitivité  u  à  u,  et  u  divise  N 
et  N  —  */,  les  u  lettres  de  G  que  H  laisse  immobiles  formant  un 
système  :  le  groupe  des  substitutions   opérées  par  G  entre  les 

systèmes  est  de  degré  —  ;  G  ne  peut  être  primitif  que  si  u  =  i  : 

c'est  alors  un  groupe  de  classe  N  —  i  et  de  degré  N. 

Si  )>  =  3,  et  si  G  est  deux  fois  transitif,  £  =  N(N  — i)DC, 
OC  étant  Tordre  du  groupe  R  des  substitutions  de  G  qui  lais- 
sent 2,  par  suite  u  lettres  de  G  immobiles,  G  étant  de  classe 
N  —  u  :  OC  divise  N  —  //.  H  étant  transitif  et  à  deux  degrés, 
N  —  i  —  (N  —  u)  =  u  —  i   divise  N  —  i  et  N  —  u,  et  K  possède 

transformés  distincts  par  les  substitutions  de  H  et  appar- 
tenant à  H.  Or  H  possède  N  transformés  distincts  par  les  substi- 

tutions  de  G,  lesquels  renferment  chacun  transformés  dis- 

tincts  de  K.  En  considérant  les  N  transformés  de  II  on  voit  que 

G  contient  N  transformés  de  K  qui  sont  identiques  u  à  i/, 

u  —  i  n  ' 

puisque  chacun  laisse  exactement  u  lettres  de  G  immobiles,  et, 
par  suite,  appartient  à  //  transformés  de  II  exactement.  On  en 
conclut  que  u(u  —  i)  divise  N(N  —  i). 

Alors  si  u  est  impair,  //  —  i ,  N  —  i  et  N  — a  sont  pairs;  si  !N 
est  pair,  N  —  i  et  u  —  i  sont  impairs  et  u  est  pair.  Donc  : 

Théo  rem  k  I.  —  Soil  G  un  groupe  deux  fois  transitif  à  trois 
f ')  Voir,  par  exemple,  Ann.  Fac.  Se.  Toulouse,  i8;>5,  D.iS. 
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degrés  de  classe  N  —  u  et  de  degré  N  ;  //  —  i  divise  N  —  i ,  et 
u(u  —  i)  divise  N(N  —  i).  Par  suite,  si  u  est  impair,  N  est  im- 
pair etN  —  u  pair;  si  N  est  pair,  u  et  N  —  u  sont  pairs. 

Exemples  :  Si  m  =  3,  N  est  d'une  des  formes  6h-\-i  ou  6 h  -1-3; 
si  u  =  4,  N  est  d'une  des  formes  12A  +  1  ou  12A  -h  4- 

Corollaire  /.  —  Si  N  —  u  =f\fi  •  •  •  /x»  où/, ,/,, . . . ,  /x  sont 
des  nombres  premiers,  différents  ou  non,  et  si  fu  fly . .  .,f^ 
/ph-i»  ••  m/a  désignent  ces  *k  facteurs  dans  un  ordre  différent  ou 
non,  on  a  u  =  f[fi  •  --/jl-Hi  diviseur  de  /j^.,.  ../>  (/^r--/x-+-  1), 
ix  étant  un  des  nombres  1 ,  2,  .••,)»  —  1  si  «  >  2. 

Corollaire  II.  —  Le  degré  N  de  G  est  limité  inférieuremcnt 

en  fonction  de  u  par  les  inégalités  N^  1  H ; — (1  -Hy'i  4-  4u)  et 

N  —  i^3(h  —  i)>2  w,  dès  que  u  ^3. 

Il  suffit  de  remarquer  que  u  —  1  est  premier  à  u  qui  divise 

N(N  — 1)  et  (N  — //)(N  — 1),  en  sorte  que  (w  —  i)2  u  divise 
(N  —  «)(N  —  1)  et  (1/  -  i)»n<(N  —  «)(N  -  1). 

De  plus  on  a  N>«  et  N  — 1^2(1/  —  1);  on  n'aurait 
(N  —  1)  =  1(11  —  1)  que  si  u(u  —  1)  divisait  ('211 —  2)(2U  —  1), 
ce  qui  donne  u  =  2.  Donc  N  —  i  =  3(w —  i)>  au  dès  que  a>3. 

Théorème  H.  —  Soit  G  un  groupe  deux  fois  transitif  ci  trois 
degrés,  d'ordre  ff  =  IS (>i  —  i)£K,  de  classe  >i  —  u;  G  renferme 
un  nombre  de  substitutions  de  classe  N  é^Yz/  </ 

()  I      j OC  — 1 N--u I  __ 

'  [_/<— 1       IKttt  —  \)u       M{u  —  i)(\—  i)J      ' 

"«'["       iK(«  — i)i«       «fcH"(a  —  i)(N       i)J       !<w       '" 

En  effet,  H  renferme  <: (\  —  1)  =  -^ .*JC  substitutions 

u  —  1    v  '       tXiu  —  i) 

de  classe  N  —  //,  et,  par  suite, 

x  _ ,  _)7C  .^-i ,  =  x  ;K<w— "+|  - , 

<K{u—i)  ;K(m— 1) 

substitutions  de  classe  J\  —  1 .  G  contiendra 

,      S  .„■  N(N--i) 

(1)  ^  ÙK  —  \)— 

uiit  —  \) 
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substitutions  distinctes  de  classe  N  —  w,  et 

substitutions  de  classe  N  —  i,  soit  en  tout 

v_rr     i  2MT  —  i N-k ! 

"-JLw  — i       iKa(w  — i)      tH(«  —  i/N  —  i)J 

substitutions  de  classe  N. 
Or 

i  £K  —  î  i  i  .i  i 


u —  i       WLu(u  —  i)       a  — i       a(w—  i)      DCm(m  —  i)      u      tX  u(u — i) 

et 

i  N  — M 


ïKu(u-i)      ^H*(a  — i)(N—  i) 

-  i         (l       N  —  n\       N  — i  — a(N  — m) 

*"^X(w—  i)\a       N—  i  /      OCa(M-i)(N  — i)' 

D'après  le  corollaire  II  du  théorème  I,  on  a,  puisque  u^.2,  et 
N>3,  k(N  — ii)>a(N  — a)>N  — i,  et 

C.   Q.  F.    D. 

Lenime  L  —  Soit  G  un  groupe  d'ordre  Ç  divisible  par  le 
nombre  premier/  sans  l'être  par/2,  /vi  l'ordre  du  groupe  M  des 
substitutions  de  G  échangeables  à  toutes  les  puissances  d'une 
substitution  d'ordre  /  formant  un  groupe  F,  /VfV'  l'ordre  du 
groupe  L  des  substitutions  de  G  permutables  à  F;  G  contient 

a  /v  =J  /a 

substitutions  d'ordre  =  o  (mod/),  où  v*  divise  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  8  de  g*  et/ —  i. 
En  effet,  d'après  M.  S^Iow  (*), 

îl=/vivr(i -+-*/), 


(l)  Math.  Ann.,  t.  V,  p.  584- 
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où  1  H-  nf  est  le  nombre  des  sous-groupes  d'ordre  f  de  G,  tous 
transformés  de  F  par  les  substitutions  de  G.  Le  groupe  des  sub- 
stitutions échangeables  à  celles  d'un  groupe  d'ordre  f  et  le  groupe 
des  substitutions  permutables  à  ce  groupe  sont  respectivement 
transformés  de  M  et  L  par  une  substitution  de  G. 

M  et  ses  i  -f-  nf  transformés  contiennent  chacun  (/ —  i)v,  sub- 
stitutions d'ordre  =  o(mod/),  soit  en  tout  (i  -f-  nf){f — i)v, 
substitutions,  toutes  distinctes;  toute  substitution  de  G  d'or- 
dre =  o(mod/)  fait  partie  de  ces  substitutions,  dont  le  nombre 

est  bien  Q  ^-^-  • 

Enfin  toute  substitution  de  F  autre  que  l'unité  ayant  exacte- 
ment v;  transformées  distinctes  par  les  substitutions  de  L,  v'  di- 
vise f —  i  et  Ç,  par  suite  leur  plus  grand  commun  diviseur  8. 

Nous  croyons  d'ailleurs  ce  lemmc  connu. 

Lemme  IL  —  Dans  un  groupe  G  de  degrés  >i,  X,,  N2,  . . .,  N^. 
avec  N  >  Nt  >  N2  >  . . .  >  X^,  si  Nx  >  X^  est  le  plus  petit  degré 
de  G  qui  soit  divisible  par  4»  tout  sous-groupe  de  G  de  degré 
<  N).  est  d'ordre  ^à  o  (mod  4)-  Si  aucun  des  degrés  de  G  n'est 
divisible  par  4»  G  et  ses  sous-groupes  ont  leur  ordre  ^â  o(mod  4)- 

Car  un  groupe  dont  aucun  degré  n'est  divisible  par  4  ne  con- 
tient pas  de  substitution  paire  d'ordre  i  :  si  son  ordre  est  pair,  il 
contient  une  substitution  d'ordre  a  impaire,  par  suite  un  sous- 
groupe  invariant  d'ordre  moitié  moindre  et  impair,  ce  sous-groupe 
ne  contenant  que  des  substitutions  paires.  c.  (j.  f.  n. 

Corollaire  7.  —  Parmi  les  degrés  d'un  groupe  primitif  G,  de 
degré  N  pair,  il  y  en  a  un  divisible  par  4- 

Car  Tordre  d'un  groupe  primitif  de  degré  pair  est  divisible 
par  4» 

Corollaire  II.  —  Dans  un  groupe  G  deux  fois  transitif  à  trois 
degrés  d'ordre  (/ =  N(M  —  i)«K',  de  classe  N  —  u  et  de  degré  N, 
si  ^  =  \ k  -f-  a,  on  a  M  —  it  =  /\  h {,  cl  ÎK  pair. 

Thkorkmk  111.  —  Un  groupe  G  deux  fois  transitif  à  trots  de- 
grcsrde  degré  M  =  fv(f  et  o  premiers  impairs  et  différents), 
ne  peut  renfermer  de  substitution  d'ordre /cp.  quand  sa  classe 


à. 
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N  —  u(u^'à)  est  première  à  N,  que  si  son  ordre 

si  fo —  i  est  divisible  par  u(u —  i),  et  si  u  est  un  diviseur 
commun  à  f —  i  et  cp  —  i  ;  en  particulier,  si  u  =  2,  G  doit  être 
trois  fois  transitif avec  /cp  —  1  =  2m  (*). 

La  démonstration  repose  sur  la  considération  des  égalités 

(j  =  N(N  —  i)9C=/v(ei/-hi>=©/i(açH-i) 

avec  a  >  o,  a>o,  déduite  de  la  formule  de  MM.  Mathieu  et 
Sylow,  et  si  l'on  pose  À'DC  =  M  —  «,  sur  la  considération  des 
égalités 

*ff  =/?</?  —  OC/?  ~  ")»        *v  =  w?  ■+■  tft       kn  =  m/-i-  X*. 

Théorème  IV.  —  //  n  existe  aucun  groupe  G  d'ordre  §  et  de 
degré  /?(/  et  cp  premiers  impairs  et  différents)  et  de  classe 
/cp  —  u,  avec  f'^  —  u  premier  à  /cp,  deux  fois  transitif  à  trois 
degrés  qui  ne  renferme  une  substitution  d' ordre  f  y  :  i°  quand 
u^'i,  si  f —  1  ou  cp  —  1  na  avec  (j,  par  suite  a  fortiori  avec 
cp(N  —  i)(\  —  u)  ou  /(N  —  i)(N  —  u)  respectivement  que  le 
plus  grand  commun  diviseur  2;  20  quand  u  =  2,  sif —  1  n'a 
avec  (j  ou,  a  fortiori,  avec  cp(N  —  i)(N  —  u)  que  le  plus  grand 
commun  diviseur  2,  et  si  en  même  temps:  i°  ou  bien  cp<  2/4-1; 
20  ou  bien  le  plus  grand  commun  diviseur  de  cp  —  1  et  £,  ow  a 
fortiori  rfe  cp  —  1  etf(N  —  i)(N  —  u)  est  <  \. 

Il  suffit,  en  effet,  de  remarquer  que  si,  d'après  la  formule  de 
MM.  Mathieu  et  Sylow, 

tf  =/v(rt/-H!)  =  C>/l(«5p  -+-I), 

G  renferme,  d'après  le  lemme  I,  (j^-7 —  substitutions  d'ordre /et 

©  ™ — - 1 

<j substitutions  d'ordre  cp  :  si  d  est  le  plus  grand  commun 


(')  Le  théorème  est  encore  vrai  quand  m  =  4  et  qu'on  suppose  seulement  G 
transitif  à  trois  degrés  N,  N  —  1,  N  —  m.  à  moins  que  G  ne  contienne  un  sous- 
groupe  invariant  d'ordre /ou  9  :  la  démonstration  est  presque  identique. 

Voir  aussi  notre  Thèse  de  doctorat,  p.  78-80. 
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diviseur  de  (j  elf —  i ,  5  celui  de  Cj  et  cp  —  i ,  on  aura,   d'après  le 
théorème  H, 


ii  i  N  —  u 

T.  >  ~  "+■  ZtT7777. T.  ~  ^F 


u^u       cH'tt(M-i)       tK(u  —  i)(N  —  i) 
(4)  <  ,  , 

Le  théorème  résulte  immédiatement  de  ces  inégalités. 

Théorème  V.  —  Si  N  =  pf(f  premier  impair  et  premier  à  p) 
et  si  l'ordre  Cj  d'un  groupe  G  deux  fois  transitif  à  trois  de- 
grés de  degré  N  et  de  classe  N  —  uy  ou,  a  fortiori,  le  nombre 

N(N  —  i)(N  —  u)  est  =z^o(mod/»),  on  a  u<-£^  ^/,  d  étant 

le  plus  grand  commun  diviseur  de  {{etf —  i,  ou,  a  fortiori  de 

N(N  —  i)(N  —  u)etf —  \. Déplus,  siu>*2)  onad>  J—y—  1/^2, 

et,  en  particulier,  Von  nepeut  avoir  f =  3  que  si  (jest  =0  (mode)). 

En  effet,  si,  d'après  la  formule  de  MM.  Mathieu  et  Sylow  et  le 
lemme  I , 

où  f/t  est  l'ordre  du  groupe  des  substitutions  de  G  échangeables 
à  une  d'ordre  f,  et  où  v'  divise  y" —  1 ,  par  suite  le  plus  grand  di- 

viseur  d  de  Ç  cty —  1 ,  G  renferme  *   .  ,     substitutions  d'ordre  di- 

visible  par  y",  et,  d'après  le  théorème  11, 

11  1  N  —  u  f  —  1  ..  / —  1  ^ 

Tt        Ti  ~*~  1K  u (  u  —  1")  ~~  ?H"(i«  — i;(N  — "1  )  ""     /v'     =    /rf    ; 

d'où 

Le  théorème  en  résulte  de  suite  ('  ). 


(  '  )  Pour  un  groupe  quelconque  transitif  à  trois  degrés  de  classe  N  —  2  cl  de  dej;ré 
N  ~-fo  ou  p/,  on  obtient  les  théorèmes  analogues  aux  théorèmes  IV  et  V  en  re- 
marquant que,  si  3C  est  Tordre  du  groupe  II  des  substitutions  de  G  laissant  une 
même  lettre  immobile,  îX  l'ordre  d'un  sous-groupe  de  f»  laissant  deux  lettre* 
immobiles,    (,'.-.    NX\   X  -----  {/>IK  -ri)îK,    N -:  f /jïK' -M)(//iK -t-i) -t- 1,    avec 
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Théorème  VI.  —  Un  groupe  G  deux  fois  transitif  à  trois 
degrés,  de  degré  N  =  pf (f premier  impair  et  premier  à  p),  de 
classe  N  —  u,  d'ordre  ^  o  (mod/2),  ne  peut  exister  que  pour 
des  valeurs  de  f  et  u  limitées  en  fonction  de  p,  à  moins  que  G 

ne  soit  d'ordre  (J  multiple  de  ^  pf(pf —  l)(?f —  w)>  8  étant  le 

plus  grand  commun  diviseur  de  pu  et  pf —  w,  p(p/ —  i)  étant 
divisible  par  u(u  —  i),  et  u  étant  pair  si  p  est  pair. 

En  effet,  considérons  les  valeurs  de  y*  telles  que  p  <.f=pu. 
D'après  le  théorème  I,  u  —  i  divise  pf —  i  et  est  premier  à  f. 
u  ne  peut  être  divisible  par  /que  si  u  =  6/,  avec  i  ^8  <  p.  Mais 
0/ —  i  diviserait  pf —  i,  et  l'on  en  conclurait 

Pf-  i  =  A  V-  i)  =  nO/-  K  </</-') 
et 

ix  —  i  =  (ja8  —  p)f    avec     ja  </, 

ce  qui  exige  \l  =  i ,  0  =  p,  alors  que  8  <I  p  :  donc  u  est  premier  à/ 
et  u(u  —  i)  divise  p(p/ — i).  Ceci  a  lieu  encore  a  fortiori  si 

n  en  conclut /\i  * - • 

P1 

Si/^pw,  celte  inégalité  donne 

p5  U  ^  p  -4-  14*  —  u 


p  >  o  (voir  noire  Thèse  de  doctorat,  p.  68-70).  G  renferme 

JL*      aDC(7?DC-+-i)J 
substitutions  de  classe  N,  et  l'on  a  les  formules 


1       /—  1       o  —  1  >.  /—  1      9  —  1 
v  »       '  2         v/  no         df  o? 

analogues  à  (4)  et  (5)  et  qui  donnent  mêmes  résultats  qu'aux  théorèmes  IV 
et  V.  Notons  encore  que  si  N  =  p/,  comme  au  théorème  V,  et  si  v'  ou  d  est  i  2, 
on  a 

(5  1er)  •/<*£*+!. 
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et  u  est  limité  supérieurement  en  fonction  de  p.  De  même  pour./, 
d'après/!  p  m. 

Soit/>pw  :  d'après  MM.  Mathieu  et  Sjdow 

Ç=/v(a/+i)  =  p/(p/-i)f)Cf 

où  OC  divise  p/  —  u.  Posant 

AtK  =  N  -  i/,        *£  =  */v(«/4-  i)  =  ?/<p/-  i)(p/—  «), 
on  u 

*vsptt(mod/),        d'où        Av  =  pa-h//"        et         /^o. 

On  en  tire 

(pa+//)(fl/+i)  =  ?(?/—  »)(?/  —  ")  =  fl//!+(/  +  apM)/+pM 
=  P*/1  ~  P*  ( M  -+-  0/-+-  ?  « 
et 

(6)  (p*—  .«/)/=  pl(lt-4-l)H-  /-4-flpM. 

Tous  les  termes  du  deuxième  membre  étant  positifs,  il  faut 
cr/<  p9,  et,  si  />  o, 

(7)  /Spf(a-»-i)-Hpafp*— i)h-i, 

ce  qui,  joint  à  l'inégalité/^ - >  donne  une  limite  supérieure 

de  u  et  de/  en  fonction  de  p,  quand  /  >>  o. 

On  en  conclut  que,  sauf  pour  des  valeurs  de  /  et  u  limitées 
supérieurement  en  fonction  de  p,  il  faut  1  =  o,  /v  =  p//,  et  A*  di- 
viseur commun  à  p//  et  o/* —  m.  c.  o.  f.  d. 

Corollaire.  —  Si  N  =/,  il  faut(')  (/=/(/_  i)  (/— w)? 
/ — i  •:=  o  [mod //(m  —  i)].    De    plus,     si    /—  ^j/j-f-3,     il     faut 

m  =  {//-f-  3;  enfin,  quel  que  soit/  on  n'a  pas  - impair,    ni 

En  effet,  on  a  />  m  et,  d'après  (6),  /  =  o,  Av  =  w,  o  =  i, 
v  =  //,  Ç=f(f — i)(/ — w)  :  w(w  —  i)  divise/ —  i,  d'après  le 


(  '  )  l:n  raisonnement  presque  identique  à  celui  du  théorème  VI  montrera  qu'un 
groupe  G  transitif  à  trois  degrés,  de  degré  premier/et  de  classe  /— «,  avec  m|  4« 
est  deux  fois  transitif,  c'est-à-dire  que  le  corollaire  du  théorème  VI  lui  est  appli- 
cable. 


O 


—  m  — 

théorème  I.  Si/ —  u  =  4^4-  2,  G  contiendrait  un  sous-groupe 
invariant  d'ordre  moitié  moindre  deux  fois  transitif  à  trois  degrés, 
lequel  ne  peut  exister  d'après  ce  qui  précède. 

Enfin,  soit- impair,  et,  par  suite,  u  pair.  On  a 

Ç=fu(af+i)f 

avec  af-\-  i  impair.  G  renferme  un  sous-groupe  d'ordre  fu  ren- 
fermant un  sous-groupe  invariant  d'ordre/,  et  une  substitution 

d'ordre  u  à  - cycles,  qui  est  impaire.  G  renfermerait  donc  un 

sous -groupe    invariant  G'   transitif  et   d'ordre  moitié   moindre 

/  - (/ —  u).  Le  groupe  H'  des  substitutions  de  G;  qui  laissent 

une  même  lettre  de  G'  immobile  permute  une  quelconque  de  ses 

/ —  1  lettres,  a,  transitivement  avec  au  moins  — lettres,  car  le 

groupe  K'  des  substitutions  de  H'  laissant  a  immobile  est  d'ordre 
diviseur  de  /  —  u.  H'  ne  pouvant  être  transitif  entre  / —  i  lettres, 
puisque  3C'  n'est  pas  divisible  par/ —  i ,  a  est  permutée  transiti- 
vement par  H'  avec  •— —  lettres;  K'  permutant  transitivement  les 

/ —  u  lettres  qu'il  déplace,  il  faut^— ; — >/ —  M-+- 1,  ce  qui  est  im- 
possible d'après  le  corollaire  II  du  théorème  I  (la  propriété  sub- 
siste si  u  =  2). 

Remarque.  —  Nous  nous  contenterons  de  signaler  qu'on  peut 
obtenir  des  théorèmes  analogues  au  théorème  VI  quand  N==  p/2 
ou  N  =/3  (/premier  impair,  premier  à  p  et  >  u)  en  s'appuyant 
sur  des  théorèmes  connus  (  •  ). 


111. 


Nous  signalerons  l'application  du  théorème  1  au  cas  où 
N  =  'f/-t-  i  ('f  et  /  premiers)  avec  u^>  2.  En  particulier  : 

Si  ©  =  2,ona«-  3,  /=  6  h  -h  î ,  et  G  est  de  classe  N  —  3  et 
de  degré  N. 

(')  Ami.  Fac.  Se.  Toulouse,  1896,  A.  17. 
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Si  <p  =  3,  on  a  u  =  4>  /=  4  h  4-  i ,  et  G  est  de  classe  N  —  4  et 
de  degré  N. 

Dans  ce  dernier  cas,  le  cas  exceptionnel  où  N  =  16  avec  a  =  6, 
que  le  corollaire  I  du  théorème  I  ne  permet  pas  d'écarter,  s'éli- 
mine directement. 

On  peut  encore  faire  application  du  théorème  I  au  cas  où 
N  =  p/4- 1  (/premier  impair,  p  quelconque),  avec  u>  a.  En 
particulier  : 

Si  p  =  4>  et  N  =  if  -h  i,  on  a  u=  3  avec  f=6h  —  i ,  ou 
u  =  5  avec  f  =  i  o  h  4- 1 . 

Les  cas  particuliers  où  N  =  1 3  avec  u  =  3,  N  =  2  i  avec  m  =  5, 
N  =  i3  avec  u  =  4?  N  =  a i  avec  w  =  6,  N  =  45  avec  w  =  n 
s'éliminent  directement. 

Si  p  =  6,  et  N  =  6/4-  i,  on  a  ou  //=  3,  ou/=  14/*  -f-  1  avec 
m  =  7. 

Les  cas  particuliers  où  N  =  43  avec  u  =  7,  N  =  3 1  avec  */  =  6, 
N  =  i^5  avec  m  =  3o  s'éliminent  directement. 

Théorème  VII.  —  Un  groupe  G  deux  fois  transitif  à  trois 
degrés  de  de  gré  N  =f^-\- 1  {f  premier)  et  de  classeN — u  (i/>a) 
est  tel  que  u  =y>4-  1,  ou  X=  (2 A  -h  i)[*  (A  >  o),  c'est-à-dire 
que  [x  es*  divisible  par  la  plus  haute  puissance  de  2  cm*  divise  X 
et  est  <^X.  Donc  G  /*<?  p^w/  exister  si  \  est  puissance  exacte 
de  2. 

Théorème  VIII.  —  Un  groupe  G  rfewjr  fois  transitif  à  trois 
degrés,  de  degré  N  =  ifx  4-  1  ( f  premier  impair)  et  de  classe 
N  —  u  (  //  >  2  ),  «f  />e//J  exister  que  si  u  =  3. 

Théorème  IX.  —  f//*  groupe  G  deux  fois  transitif  à  trois 
degrés,  de  classe  N  —  //  =  f^(f  premier,  u  >  2)  /ie  /?<?!//  exis- 
ter que  si  a  est  pair  et  =  2  A  a,  e£  .vi  N  =  f^-\-f^-{-  1 . 

Théorème  X.  —   Dans  un  groupe  G  deux  fois  transitif  à 
trois  degrés  de  classe  N  —  //  — //>  (u>3,fetp  premiers  dif- 
férents), le  degré  N  est  fp  -+-  p-\-  \,ou  fp  -4-/4- 1 .  «Soi*  2  <Cf<Z  />  • 

Siu=p  +  \f  on  a  /+  1  =2",  iS  =  {fp  +  P +  *){fp+p)f* 
p-\-  1  diviseur  de  f  (f  -\-  1)  e*  divisible  par  f;  si  u  =f-\-  1 ,  o//  <? 
/-M  diviseur  de  p-\-  1 ,  e£  y  =  o  (modp)  exige  p  -\-  1  =  2'"  01/ 
y*  diviseur  de  p  —  1  —  1 A  4-  2. 
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Le  corollaire  1  du  théorème  I  nous  donne  de  suite  it  =  p  -f-  i 
diviseur  de  /(/-h  i  )  avec  p  -f-  i  ==  o  (mod/)  ou  u  =  /-+-  i  di- 
viseur de  p  -f- 1 . 

Premier  cas  :  u  =  p  -f- 1 .  On  a  3C  =  (//?  -+-/?)  DC,  avec  DC  égal 
à  /,/>  ou  //>,  et  H  admet  une  répartition  de  ses  lettres  en/-+-  i 
systèmes  de  non-primitivité  de  p  lettres,  les  p  lettres  de  H  que  K 
laisse  immobiles  formant  un  système.  Si  alors  DC  =  o  (mod/), 
K  contient  une  substitution  d'ordre  /,  en  sorte  que  K  est  transitif 
entre  les  /  systèmes  qu'il  déplace.  H  opère  entre  les  /-f- 1  sys- 
tèmes les  substitutions  d'un  groupe  deux  fois  transitif  d'ordre 
(/-f-i)/r,,  avec  7i  diviseur  de/?2,  et  de  degré/-!- 1.  On  a  p~>  f-\-\ 
et  yj  =  i,  en  sorte  que  (!)/4-  i  =  am.  Si  DC  =  o(mod/>),  H  con- 
tient un  sous-groupe  invariant  d'ordre/?2,  car  il  opère  entre  les 
f-\-i  systèmes  les  substitutions  d'un  groupe  transitif  de  degré 
/-f-  i  et  d'ordre  premier  à  p.  Dès  lors,  G  contiendrait  au  plus  au- 
tant de  sous-groupes  d'ordre  p2  que  H  a  de  transformés  par  les 
substitutions  de  G,  c'est-à-dire  au  plus  fp-\-p-\-t  </>2-r-i  : 
G  contiendrait  (2)  un  sous-groupe  invariant  d'ordre  p  ou  p2  et 
ne  pourrait  être  primitif.  On  n'a  donc  pas  DC  =  o  (mod/?). 

Deuxième  cas  :  u  =/-+-  i.  On  a  3C  =  (/p  -\-f)  OC,  avec  DC 
égal  à  /,  p  ou  fp,  et  H  admet  une  répartition  de  ses  lettres  en 
/?-+-  i  systèmes  de  non-primitivité  de  /  lettres,  les  /lettres  de  H 
que  K  laisse  immobiles  formant  un  système.  Si  alors  DC  =  o 
(mod/>),  K  est  transitif  entre  p  systèmes,  et  H  opère  entre  les 
p  -+- 1  systèmes  un  groupe  de  substitutions  deux  fois  transitif 
d'ordre  (p  H-  i)/>8,  avec  0  égal  à  i,/  ou  /2,  ce  qui  exige  8  divi- 
seur de  p  —  i ,  /?-|-i  =  2TOsiO=ri,/>  =  4A-f-3  avec  /  divi- 
seur de  p  —  i  si  9  >  i .  c.  q.  f.  d. 

Théorème  XI.  —  Un  groupe  G  deux  fois  transitif,  de  classe 
Ap(p  premier  impair ■>  3)  à  trois  degrés  est  de  degré  ip  -f-  3, 
avec  p  =  36  A*  -h  17. 

D'après  le  corollaire  I  du  théorème  I,  on  a  u  =  3  diviseur  de 
/>(/>  -f-  »)>  ou  m  =/>  H-  1  diviseur  de  6.  Dans  ce  dernier  cas,/>  =  5 


(')  Jordan,  J.  de  Math.,  1872. 

(2)  Ann.  Fac.  Se.  Toulouse,  iSgfï,  A. G,  corollaire  II. 

XXV.  i4 


I  * 
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et  G  serait  de  classe  io  =  2.5  et  de  degré  16  =  i  +  3.5  :  on  sait 
que  G  ne  peut  exister.  Dans  le  premier  cas,  si  p  =  3,  G  est  de 
classe  6  et  de  degré  9  :  on  sait  qu'il  existe  des  groupes  linéaires 
deux  fois  transitifs  à  trois  degrés  de  degré  9  et  de  classe  6.  Soit 
donc/?  >  3;  on  a  p  4-  1  =  o  (mod  3),  c'est-à-dire  pr=6h  —  i  : 
étudions  spécialement  ce  cas. 

On  a  Ç  =  (2/>-|-3)3e,  3e  =  (2/>-f-2)DC,  et  3C  divise  2/>. 

Si  DC  est  pair,  G  contient  un  sous-groupe  invariant  G'  deux 
fois  transitif,  d'ordre  moitié  moindre,  qu'il  nous  suffit  d'étudier. 
Ou  bien  DC  =  2,  et  G  est  linéaire  (f  )  avec  2/?  -+-  3  =  rm  (r  pre- 
mier); G'  contient  un  sous-groupe  invariant  M  régulier,  d'ordre 
rm,  formé  de  substitutions  d'ordre  r  échangeables;  M  est  inva- 
riant dans  G,  qui  est  linéaire,  et,  par  suite,  G  étant  de  classe 
r1* — 3,  on  a  r1* — 3  égal  èr*  —  rm',  avec  m'<m9  c'est-à-dire 
r  =  3,  2p  4-  3  =  3W,  ce  qui  est  absurde,  puisque  p  est  premier 
à  3.  Ou  bien  DC  =  2/>,  et  G'  est  lui-même  un  groupe  deux  fois 
transitif  à  trois  degrés  de  degré  %p  4-  3,  de  classe  2/>,  d'ordre 
g  =  (  2/?  -f-  3)  (2/?  4-  a)/>  qu'il  nous  suffira  de  considérer. 

Nous  n'avons  donc  plus  à  examiner  que  le  cas  où  DC  est  impair 
et  égal  à  p. 

On  voit,  comme  au  théorème  précédent,  que  H  opère  entre  les 
systèmes  de  la  répartition  de  ses  lettres  deux  à  deux  qu'il  admet, 
les  deux  lettres  de  H  laissées  immobiles  par  K  formant  un  sys- 
tème, les  substitutions  d'un  groupe  H,  deux  fois  transitif  de  de- 
gré p-{-i  et  d'ordre  3C|  égal  à  (p  4-  i)p  ou  (p  4- i)./?.2.  Si 
3C t  =  (p  4-  i)/*j  il  faut  p  4-  1  =  2m,  ce  qui  est  absurde,  puisque 
/?  4-1  =  6/i.  Si  3Cl  =  (/?-h  i)./?.2,  on  ne  peut  avoir/?  =  4^' 4-  3, 
sans  quoi  Hf  contiendrait  un  sous-groupe  invariant  d'ordre  moitié 
moindre  deux  fois  transitif  pour  lequel  on  devrait  encore  avoir 
p  4-  1  =  6 h  =  2m.  On  en  conclut/?  =  6 h  —  1=  4'*'+  1  =  12/4-5. 

Ce  n'est  pas  tout  :  H|  est  un  groupe  deux  fois  transitif  de  classe 
/;  —  1  et  de  degré  p  4-  1 ,  et  ne  peut  exister  (  2  )  pour  une  foule  de 
valeurs  de  p-\-i.  Ainsi,  si  p  4-  1  est  divisible  par  3,  mais  non 
par    9,   d'après    (5  ter)    où   l'on    prend  f=3    il    faut  p  =  5, 


(')  Jordan,  /.  de  Math.,  187a. 

(3)   Voir  notre  Thèse  de  doctorat,  p.  68-98,   et   quelques-unes  des   propriétés 
précédentes. 
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(|'=  i3. 12. 10,   ce   qui   est   impossible  d'après  le    corollaire  du 
théorème  VI.  Donc/?  4-  i  ^  o  (mod  9),  et  p  =  36k  H-  17. 

C.     Q.     F.    D. 

Théorème  XII. —  Un  groupe  G  deux  fois  transitif,  à  trois 
degrés  de  classe  N  —  u  =p"  (p  premier  impair)  est  de  degré 

N=p2-hp  +  1,  et  p  H-  1  =  2W. 

La  démonstration  se  fait  en  établissant  que  H  doit  être  iso- 
morphe à  un  groupe  deux  fois  transitif  de  degré  p  H-  1  et  d'ordre 

(p+i)p. 

IV. 

Application  de  ce  qui  précède  ait  cas  ou  u  =  3. 

D'après  le  théorème  I,  N  est  impair  et  N  (N  —  1)  =  o  (mod  6), 
c'est-à-dire  que  N  est  de  la  forme  6/1  -h  1  ou  G  h  -+-  3. 

D'après  le  corollaire  du  théorème  Vf,  si  N  est  premier  et  im- 
pair, il  fautN=  12/* +  7  et  (,'=/(/—  i)(/—  3). 

La  classe  N  —  3  ne  peut  être  de  la  forme  fp,  avec  f<Pi  et  f 
et  p  premiers,  que  si/=  2,  en  sorte  que,  d'après  le  théorème  XI, 
p  =  36A-  -f- 17,  N  =  72Â--I-  37. 

Nous  allons  encore  établir  celte  propriété. 

Théorème  XIII.  —  La  classe  dfun  groupe  G  deux  fois  tran- 
sitif à  trois  degrés,  de  degré  N  premier,  ne  peut  être  de  la 
forme  4/>  =  N — 3  {p  premier  impair)  que  si  Von  a  N=48A-}-7. 

En  effet,  on  peut  supposer  /?>3.  L'ordre  C]  de  G  est 
(,==(4/?-h3)(4/> -h  2)/}/?,  ip  -h  2  est  divisible  par  3,  et 
p  =  6h  -h  1. 

II  est  isomorphe  à  un  groupe  deux  fois  transitif  H'  d'ordre 
JC'  =  (2/>  H-  i)2/?.9,  de  degré  ip  -h  1,  formé  par  les  substitutions 
que  H  opère  entre  les  systèmes  de  la  répartition  de  ses  lettres 
deux  à  deux  qu'il  admet,  0  divisant  4» 

Si    0  <  4?    H    contiendrait   un    sous-groupe   invariant  d'ordre 

j|  =  2?,  où  o  est  égal  à  1  ou  2  ;  d'après  le  lemme  suivant,  que  nous 
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nous  contenterons  d'énoncer  (•),  el  qui  permet  de  généraliser  le 
lemme  I  : 

Lemme  III.  —  Si  an  groape  M  contient  un  sons-groupe  inva- 
riant P  d'ordre  p2  (p  premier),  auquel  cas  Tordre  3NL  de  M  est  di- 
visible par  p1,  Tordre  £du  sons-groupe  L  des  substitutions  de  M 

échangeables  à  toutes  celles  de  P  est  .£=  —  >  où  ji  divise  la  quan- 

tilé  p1 — p  ou  la  quantité  (p2  —  i)(j>* — />)*  suivant  que  P  est 
formé  ou  non  des  puissances  d'une  substitution  d'ordre  p*y  H  con- 
tient un  sous-groupe  invariant  d'ordre  2*  formé  de  substitutions 
échangeables  à  une  d'ordre/?,  puisque  p  >  3,  par  suite  une  sub- 
stitution impaire  et  de  classe  4p  -f-  a.  G  contiendrait  ainsi  un 
groupe  d'ordre  moitié  moindre  transitif,  qui  ne  peut  exister  (corol- 
laire du  théorème  VI),  Donc  0=4- 

Le  sous-groupe  K<  des  substitutions  de  H'  laissant  une  même 
lettre  de  H'  immobile  est  d'ordre  8/>  et  contient  un  sous-groupe 
invariant  d'ordre/*,  à  moins  que  p  =  7  et  que  K<  contienne  un 
sous-groupe  invariant  d'ordre  8  formé  de  substitutions  échan- 
geables. Dans  ce  dernier  cas,  on  démontrera  directement  l'impos- 
sibilité de  l'existence  de  H';  dans  le  premier,  l'ordre  du  groupe 
des  substitutions  de  H'  échangeables  à  une  d'ordre  p  n'étant  pas 
divisible  par  4>  d'après  le  lemme  I,  on  a  p  =  4  A' -h  i,  par  suite 
p=  12/4-  1  et  4/>  -+-  3  =  48 /-H  7.  c.  q.  f.  o. 

Enfin,  nous  allons  déduire  de  ce  qui  précède  le  théorème  sui- 
vant : 

Théorème  XIV.  —  Les  groupes  deux  fois  transitifs,  à  trois 
degrés,  de  classe  N  — 3£  100  et  de  degré  N,  sont  tous  de  de- 
grés 3v-,  2m —  1  ou  33. 

Ce  qui  précède  permet,  en  effet,  de  montrer  que  ce  théorème 
ne  pourrait  être  en  défaut  que  pour  les  valeurs  de  N  égales  à    in, 


(')  Si  1  =  A,,  A2,  ...,  hp*  sont  les  substitutions  de  P,  T  une  substitution  quel- 
conque de  M,  on  peut  faire  correspondre  à  T  la  substitution 


~VT->/tlT,        T-«A,T,         ...) 


entre  les  symboles  /*,.  Le  lemme  résulte  de  suite  de  la  considération  des  substi- 
tutions T'  :  on  peut  l'étendre  au  cas  où  P  est  d'ordre/?'*  (1  quelconque). 
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■ai,  3cj,  43,  43,  5i,  55,  5;,  67,    69,  75,  87,  91,  93,  99,  io3. 

Cas  où  N  =  3/ (f  premier  impair)  :  N  est  un  des  nombres 
21,  3p,  5i,  57,  69,  87,  93. 

On  appliquera  un  raisonnement  analogue  à  celui  que  nous 
allons  faire  pour  N=  ai  =  3.7.  On  a  alors  Cj  =  ai  .20. OC,  où  OC 
divise  18.  Si  OC  est  pair,  G  renferme  un  sous-groupe  invariant 
d'ordre  moitié  moindre  qui  ne  peut  exister  que  s'il  est  de  classe  1 8  : 
il  suffira  de  considérer  ce  dernier,  c'est-à-dire  le  cas  où  OC  est 
impair  et  égal  à  3  ou  9. 

Si  Ç  =  (7/14-1)7.7  d'après  la  formule  de  MM.  Mathieu  et 
Sylow,  le  nombre  (7A-+- 1)6  des  substitutions  d'ordre  7  est  mul- 
tiple de  20OC. 

Si  OC  =  3,  7  h  H-  1  =  1  oX,  où  X  divise  1 8  ;  on  voit  de  suite  qu'il 
n'y  a  aucun  diviseur  de  180  qui  soit  à  la  fois  des  formes  10X  et 
7A  +  1. 

Si  OC  =  9,  7  A  -+- 1  =  3oA,  où  A  divise  18;  on  voit  de  suite  qu'il 
n'y  a  aucun  diviseur  de  54o  qui  soit  à  la  fois  des  formes  3oX  et 

"jh  --h  1,  sauf  le  nombre  54o  lui-même  :  on  aurait  v  =  «-<-  =  1, 
ce  qui  est  impossible,  d'après  le  théorème  V. 

Cas  où  N  premier  impair  :  N  est  un  des  nombres  19,  43,  67, 
io3.  Ona<j'=N(N  — i)(N--3). 

On  démontre  l'impossibilité  de  l'existence  du  groupe  II  de 
degré  N  —  1  et  d'ordre  (N  —  1)  (N  —  3),  lequel  ne  peut  contenir 
de  substitution  impaire. 

Si  N  =  1 9,  H  ne  peut  contenir  de  sous-groupe  invariant  d'ordre  9 
sans  contenir  (lemme  III)  une  substitution  d'ordre  2  échangeable 
à  toutes  celles  de  ce  sous-groupe,  c'est-à-dire  de  classe   18,  par 

suite  impaire,  ce  qui  est  impossible.  Alors  —  ne  possédant  pas 

de  diviseur  9 h  -f-  1,  on  peut  trouver  dans  H  deux  sous-groupes 
d'ordre  9  ayant  deux  à  deux  une  substitution  d'ordre  3  commune. 
Le  groupe  dérivé  de  ces  deux  sous-groupes  contiendrait  une  sub- 
stitution d'ordre  2  impaire,  ce  qui  est  impossible.  Ou  n'a  donc 
pas  N  =  19. 

Si  JN  =  43,  H  ne  peut  contenir  un  sous-groupe  invariant 
d'ordre  7  sans  contenir  (lemme  I)  une  substitution  d'ordre  7  et 
de  classe  \i  échangeable  à  une  d'ordre  5  et  de  classe  /\o,  ce  qui 
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est  impossible.  On  en  conclut,  en  raisonnant  comme,  par  exem- 
ple, pour  N  =  21  et  DC  =  3,  que  si  3C  =  (-jh  +  i)v-7,  d'après  la 

formule  de  MM.  Mathieu  et  Sjlow,  H  renferme  -  3C  substitutions 

d'ordre  7,  et  que  v=  2.  Une  substitution  d'ordre  3  ne  pouvant 
être  échangeable  à  une  d'ordre  7,  le  nombre  des  substitutions 

d'ordre  =  o(mod  3)  dans  H  est  au  moins  (■)-  3C.  Enfin  H  contient 

-  7 -  3C  substitutions  d'ordre  diviseur  de  £0  et  de  classe  /io  et  il 

a  4° 

faudrait--!-  -  -+--  -~  <  1,  ce  qui  est  absurde. 
7       i       a  40  n 

Si  N=C7»  le  nombre  des  substitutions  d'ordre  1 1  de  H  est 
multiple  de  64;  le  nombre  des  sous-groupes  d'ordre  1 1  de  H  est 

de  la  forme  1 1  h  -f- 1 ,  avec  h  >  o,  et  divise  —  >  ce  qui  est  contra- 
rie 
dicloire,  puisque  —  n'a  pas  de  diviseur   1 1  h  H-  1   de  la  forme 

3aX. 

Si  N  =  io3,  un  raisonnement  semblable  est  applicable  au 
nombre  premier  17  diviseur  de  102. 

Cas  où  N  =  45  :  Ç  =  45-44-^>  et  l°n  Peut  supposer  OC  impair 
et  égal  à  3.7  ou  21.  On  voit  que  H  ne  pourrait  exister  que  si 
JC  =  1 1 . 1 2,  et  s'il  renferme  1 2  sous-groupes  d'ordre  1 1 .  H  serait 
donc  isomorphe  (2)  holoédriquement  à  un  groupe  deux  fois  tran- 
sitif d'ordre  1 1 .  12  et  de  degré  12,  lequel  ne  peut  exister. 

Cas  où  N=  55  :  (j  =  55.54.cX.  On  a  (j  =  (1 1  h  +  i)v.  11,  avec 
v  =  o(mod5)  (théorème  V).  D'autre  part  le  nombre  dessous- 
groupes  d'ordre  1 1  de  G  est  2-îXA,  où  $CX  divise  2.52  et  est 
>  1,  alors  qu'aucun  des  diviseurs  de  5/J.52  de  la  forme  27  [ji  n'est 
de  la  forme  1 1  A -h  1.  On  est  donc  conduit  à  une  impossibilité. 

Cas  où  N  =  75  :  ^=75.74.^;  deux  sous-groupes  d'ordre  25  de 
G  n'ont  d'autre  substitution  commune  que  l'unité  et,  d'après  ne 
formule  connue,  on  a  (3)  (j  =  25v(i  -h  257/),  où  1  -f-  25/*  est  le 
nombre  des  sous-groupes  d'ordre  20  de  G.  On  a  1  4-  ao/i  =  37 X, 


(  '  )  Lcmnic  I. 

(-)  \\.  Dyck,  Mat.  A/m.,  t.  XX  cl  XXII  et  noire  Tlièse  de  doctorat. 

(M  Ann.  Fac.  Se.  Toulouse,  1896,  A.  17. 
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où  "k  divise  60C,  cl  i  -+-  25/i  =  3.74.8,  d'où  OC  =  o(mod  8).  On 
a  d'ailleurs  (•)  v  >  1,  d'où  DC  =  o(mod  24),  et  OC  égal  à  24  ou  72. 
Alors  H  renfermerait  un  sous-groupe  d'ordre  3^,  et  d'après  le 
le  m  me  I  le  groupe  des  substitutions  de  H  échangeable  à  une 
d'ordre  37  serait  multiple  de  74.2  :  il  y  aurait  ainsi  une  substitu- 
tion d'ordre  2  et  de  classe  72  échangeable  à  une  d'ordre  3^  et  de 
classe  74,  ce  H11*  csl  absurde. 

Cas  oit  N  =  91  :  (j  =  91 .90. OC,  où  l'on  peut  supposer  OC  pair, 
le  cas  où  «K  =  11  se  traitant  de  la  même  manière  :  OC  divise 
88  =  23.i  1.  On  a  91  =  7.13,  Ç  =  (i3/t-+-i)v.  i3  d'après  la  formule 
de  MM.  Mathieu  et  Sjlow;  le  nombre  des  substitutions  d'ordre  i3 

OC 
étant  multiple  de  (1 3  A  H- 1)  12  et  90  OC,  on  a  i3/t-f-i  =  i5  '—  )M 

où  —  X  est  un   diviseur  de   7.88.6;  i3A  +  i  est  donc  un  des 
2  ' 

nombres  15.176  ou  1 5 •  33  qui  sont  premiers  à  7,  ou  un  des 
nombres  10.7  ou  1 5 . 1 4 •  33. 

Or  v  doit  diviser  (lemme  1)  12.7,  puisqu'une  substitution  de 
classe  <  91  ne  peut  être  échangeable  à  une  d'ordre  i3. 

Dès  lors,  si  l'ih  -f-  1  =  1  5.7,  OC  =  2,  Cj  =  (7/+  »)7*v'  et 
7/+  1  est  multiple  de  3o.  i3  :  on  aurait  v'^  2,  ce  qui  est  impos- 
sible [théorème  V,  formule  (5)]. 

Si  1 3  A  -f- 1  =  i5.  i4*33,  v  divise  12  et  OC  est  égal  à  22  ou  44- 
Quand  OC  =  22,  on  a  v  =  2,  ce  qui  est  impossible  [théorème  V, 
formule  (5)].  Quand  OC  =  44>  7'+*  est  multiple  de  10. 44  :  on 
aurait  v'=  2,  ce  qui  est  impossible. 

Si  i3/t  -f-  1  =  1 5 . 33,  on  a  OC  =  22  :  G  ne  peut  exister  (théo- 
rème IH). 

Si  1 3 /i  H—  1  =  i5. 176,  on  â  (j=  91 .90.88  :  H  ne  peut  exister. 
En  effet,  on  sait  (2)  que  ,7C  =  9V1  (1  -f-  9A1).  G  ne  renferme  pas 
de  substitution  impaire  et  de  classe  90,  en  sorte  que  le  nombre 
(1  -f-  9/11)8  de  substitutions  d'ordre  diviseur  de  9  est  multiple  de 
88. 2  et  1  -f-  y  A,  =  22  A,  où  X  divise  5.8  :  aucun  des  nombres  22  X 
n'étant  de  la  forme  1  -+-  9/^1,  H  ne  peut  exister. 

a'i 
(')  Sans  quoi  G  renfermerait  -,   (J  substitutions   d'ordre   diviseur   de   a5,  de 

classe  73,  ce  qui  est  impossible  (théorème  II). 
{■)  Ann.  Fac.  Se.  Toulouse,  189.Ï,  n.17. 
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Cas  où  N  =  99  :  <j=99*98.dC,  et  99  =  9. 1 1.  Onapplique  à  1 1 
le  théorème  V. 

Le  théorème  XIV  est  ainsi  complètement  établi. 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU  3  NOVEMBRE  1897. 

PRÉSIDENCE   DE   M.   PICARD. 

Communications  : 

M.  Bioche  :  Sur  les  coniques  circonscrites  à  un  triangle. 
M.  Fontené  :  Sur  la  décomposition  d}une  correspondance 
tangentielle. 

M.  Picard  présente  une  Note  de  M.  Krygowski  Sur  les  fonc- 
tions à  espaces  lacunaires. 


SÉANCE  DU  17  NOVEMBRE  1897. 

PRÉSIDENCE  DE  M.  PICARD. 

Élections  : 

Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  Duran- 
Loriga,  présenté  par  MM.  Laisant  et  Lemoine;  M.  Gerrans,  pré- 
senté par  MM.  Laisant  et  Rafly;  M.  Tarry  (Harold),  présenté  par 
MM.  Laisant  et  Picard;  M.  Denis  (Henry),  présenté  par  MM.  Dé- 
siré André  et  Chailan  ;  M.  Schou  (Erik),  présenté  par  MM.  Laisant 
et  Lemoine. 

Comm u n ica tions  : 

M.  Bricard  :  Sur  les  jonctions  elliptiques  du  second  ordre. 
M.  Fontené  :  Sur  les  correspondances  tangentielles. 
M.  Petrovitch  adresse  un  Mémoire  Sur  l'équation  différen- 
tielle linéaire  du  second  ordre. 

M.  F.  Dumont  adresse  une  Note  Sur  les  surfaces  cubiques. 
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SÉANCE  DU   1er  DÉCEMBRE   1897. 

PRKSIDKNCK    I>K    M.    TOI  Cil K. 

Communications  : 

M.  Brîcard  :  Sur  les  fonctions  elliptiques  du  second  ordre. 
M.  RaflTy  :  Sur  certaines  sur/aces  dont  les  rayons  de  cour- 
bure sont  liés  par  une  relation. 

M.  Lfxorni    communique  la  Note  suivante  : 

Note  complémentaire  sur  l'engrenage  à  fuseaux. 

Dans    mon   travail  Sur  l'engrenage    à  fuseaux,  inséré   au 

Bulletin  de  cette  année,  j'ai  déclaré  inexacte  la  formule  donnée, 

sans  démonstration,  par  M.  Grant  pour  le  cas  particulier  de  la 

crémaillère.  A  cet  égard,  une  petite  rectification  est  nécessaire.  Si 

Ton  appelle  D  le  diamètre  du  rouet,  D'  celui  de  la  lanterne,  d 

celui  des  fuseaux,  la  formule  générale  à  laquelle  je  suis  parvenu 

(p.  i/f.*))  peut  s'écrire 

d>      (  I  )  -f-  2  D'  )» 


"'    108  DryiD-hD')' 

Supposons  que  D  devienne   infini,  ce   qui  correspond  au   cas 
d'une  crémaillère  engrenant  avec  une   lanterne  de  diamètre  D'. 

Alors  la  limite  inférieure  de  x  est — -  ^  :  c'est  le  cas  envisagé  dans 

108  D  & 

le  texte.   Si,  au  contraire,  le  rouet  conserve  un  diamètre  fini  D, 

tandis  que  la  lanterne  se  transforme  en  crémaillère,  il  faut  faire 

"à    d* 
D'—oc,  et  l'on  trouve  x  >>  —  y-,  ce  qui  est  précisément  la  for- 
mule de  M.  Grant  :  ma  critique  venait  donc  d'un  simple  malen- 
tendu. 

Je  profite  de  l'occasion  pour  corriger,  dans  la  même  page  i.^>, 
deux  fautes  d'impression  : 

Ligne  n>,  au  lieu  <le  :  huit  fois  trop  faible,  lire  :  huit  fois  trop  forte. 
Ligne  i(),  au  lieu  de  :  partie  de   la  circonférence  primitive,  lire:  partie  du 
rayon  de  la  circonférence  primitive. 

M.  L\is.\3T  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  un  procédé  de  vérification  expérimentale  du  théorème  de  Goldbach. 

Ce  fameux  théorème  empirique  :    Tout  nombre  pair  est  la 
somme  de  deux  nombres  premiers,  dont  la  démonstration  semble 
xxv.  i5 
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dépasser  les  possibilités  scientifiques  actuelles,  a  fait  l'objet  d'assez 
nombreux  travaux  et  de  cerlaines  contestations.  Lionnet  a  tenté 
d'établir  que  la  proposition  devait  probablement  être  inexacte. 
M.  Georg  Cantor  l'a  vérifiée  numériquement  jusqu'à  1000,  en  don- 
nant pour  chaque  nombre  pair  toutes  les  décompositions  en  deux 
nombres  premiers,  et  il  a  remarqué  que  le  nombre  de  ces  décom- 
positions ne  cesse  de  croître  en  moyenne,  tout  en  présentant 
de  grandes  irrégularités. 

Voici  un  procédé  qui  permettrait  de  faire  sans  calculs  la  vérifi- 
cation expérimentale  dont  il  s'agit,  et  d'avoir  pour  chaque  nombre 
pair,  à  la  seule  inspection  d'une  figure,  toutes  les  décompositions. 

Supposons  que  sur  une  bande  formée  de  carrés  accolés,  re- 
présentant les  nombres  impairs  successifs,  on  ait  construit  le 
crible  d'Eratosthène,  en  ombrant  les  nombres  composés,  jusqu'à 
une  limite  quelconque  in —  i  {fig-  i). 

Fig.  i. 


Si  Ton  a  construit  deux  réglettes  pareilles,  et  si  l'on  place  la 
seconde  au-dessous  de  la  première  en  la  retournant  et  en  faisant 
correspondre  la  case  là  2m  —  1 ,  il  est  évident  que  si  le  théorème 
de  Goldbach  est  vrai  pour  2 m,  il  y  aura  quelque  part  deux  cases 
blanches  en  correspondance;  et  tous  les  couples  de  cases  blanches 
donneront  les  diverses  décompositions.  On  les  aura  même  en  li- 
sant simplement  la  moitié  de  la  figure,  à  cause  de  la  symétrie  par 
rapport  au  milieu. 

Ainsi  la  vérification  relative   au   nombre  28  donnera  la  fig.  a 
et  montrera  qu'on  a  les  décompositions   28  =  5  +  a3  =  1 1  -+-  1-7. 

Fig.  :>.. 


23        19  17       .13  11         7    &    3     1 


On  comprend  que  les  réglettes  étant  construites  à  l'avance,  et  un 
simple  glissement  permettant  de  passer  d'un  nombre  à  un  autre, 
les  vérifications  sont  très  rapides. 

En  en  faisant  quelques-unes,  j'ai  eu  l'idée  de  placer  sans  retour- 
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nement  l'une  des  réglettes  au-dessous  de  l'autre,  la  case  i  corres- 
respondant  à  2/71  +  1*  et  j'ai  remarqué  qu'on  semble  toujours 
trouver  deux  cases  blanches  en  correspondance,  avant  la  case 
'à m  +  i  de  la  réglette  inférieure.  Par  exemple,  pour  im  + 1  =  33, 
on  a  \&Jig.  3. 

Fig.  3. 


Si  ce  fait  était  confirmé  par  des  essais  plus  prolongés,  ce  que  je 
crois  vrai,  on  serait  en  droit  d'en  conclure  ce  nouveau  ihéorème 
empirique  : 

Tout  nombre  pair  i m  est  la  différence  de  deux  nombres 
premiers,  dont  le  plus  grand  est  inférieur  à  son  double  f\m. 

Par  exemple,  dans  la  figure  précédente, 

32  =  37  —  5  =  43  — 11  —  61  —  29. 

Je  n'avance  cet  énoncé  que  sous  forme  hypothétique,  je  le  ré- 
pète, tout  en  le  regardant  comme  probable.  Il  mériterait  peut-être 
de  provoquer  quelques  nouvelles  recherches  expérimentales  ou 
théoriques. 

SÉANCE  DU  15  DÉCEMBRE  1807. 
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HOTE  SUR  LES  FOXCTIOXS  ELLIPTIQUES  DU  SECOKD  ORDRE; 

Par  M.  Raoul  Bmcard. 

I. 

On  sait  que  deux  fonctions  elliptiques  dn  second  ordre  d'an 
même  argument  et  possédant  le  même  réseau  de  périodes  sont  re- 
liées par  une  équation  doublement  quadratique,  c'est-à-dire  du 
second  ordre  par  rapport  à  chacune  d'elles.  Réciproquement  toute 
équation  doublement  quadratique  peut  être  considérée  comme 
étant  la  relation  entre  deux  fonctions  elliptiques  du  second  ordre, 
convenablement  choisie. 

Un  Chapitre  important  de  l'Ouvrage  classique  d'Halphen  (  •  )  est 
consacré  en  grande  partie  à  l'étude  de  cette  relation. 

Dans  cette  Note,  je  me  propose  d'établir  un  théorème  concer- 
nant le  système  de  trois  fonctions  elliptiques  d'un  même  argument 
et  possédant  les  mêmes,  périodes  aci>i  et  a<os.  Je  supposerai,  ce 
qui  est  le  cas  général  et  le  plus  intéressant,  que  les  sommes  des 
pôles  sont  des  quantités  distinctes  pour  chacune  de  ces  trois  fonc- 
tions. Les  cas  particuliers  donnent  d'ailleurs  lieu  à  une  étude 
facile. 

II. 

Soient 

'=/(*)i       *  =  ?(*)>      *  =  <K*) 

les  trois  fonctions  considérées.  Elles  sont  reliées  par  trois  équa- 
tions doublement  quadratiques 

(i)  F(/,«)  =  X«i+îYw  +  Z=o, 

(a)  F,(<fiO  =  X,i*-+-aY,i>-+-Z|  =  o, 

où  X,  Y,  Z,  X,,  Y,,  Z|  sont  des  polynômes  du  second  degré  en  /, 
X2,  Y2?  Z2?  des  polynômes  du  second  degré  en  //.  D'après  les  hv- 


(  ')  Traité  des  /onctions  elliptiques.  Tome  II,  Cliap.  IX. 
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potlièses  faites,  on  sait  que  ces  trois  équations  sont  irréduc- 
tibles (■). 

Les  équations  (i)  et  (2),  résolues  par  rapport  à  u  et  e,  donnent 

-Yd=v/P  -Y,±:/P", 

"  = — x — '       "=  — \, ' 

en  posant 

|>  =  Y*— XZ,        Pt  =  Y?-X,Z,. 

Il  est  aisé  de  voir  que  les  polynômes  en  t  du  quatrième  degré, 
P  et  P|,  sont  identiques  à  un  facteur  constant  près. 
En  effet,  les  racines  des  équations 

I>  -,.  o,        l\  =  o 

sont  les  valeurs  de  t  auxquelles  correspondent  respectivement 
deux  valeurs  égales  de  u  et  deux  valeurs  égales  de  v.  Or,  désignons 
par  #,  />,  c  les  sommes  des  pôles  (ou  des  zéros,  à  une  période 
près),  respectivement  pour  les  fonctions  t,  uy  v*  A  une  valeur  de 
la  fonction  t  correspondent  en  général  deux  valeurs  de  l'argu- 
ment, dont  la  somme,  comme  on  sait,  est  égale  à  a  et  qu'on  peut 
désigner  par  z  et  a  —  z.  Les  valeurs  correspondantes  de  la  fonc- 
tion u  sont  'f{z)  et  o(a  —  z). 

Pour  que  ces  valeurs  soient  égales,  il  faut  qu'on  ait,  soit 

z  -+-  a  —  z  =  a  =  b. 
ce  qui  n'a  pas  lieu,  soit 

z  —  (a  —  :)  =  î:  —  a  =  période, 
d'où 

z  —  — 1 —  période. 
à        >. 

Aussi  les  quatre  valeurs  de  /,  auxquelles  correspondent  des  va- 
leurs égales  de  f/,  sont 

(en  posant  comme  d'habitude  o>3  =  —  <o,  —  (o2). 


(')  Voir  Halphen,  loc.  rit. 
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Ces  valeurs  de  t  sont  aussi  celles  pour  lesquelles  l'équation  (3), 
en  i\  acquiert  des  racines  égales. 

Les  polynômes  P  et  P4  ont  donc  les  mêmes  racines  et  sont  bien 
identiques  à  un  fadeur  constant  près.  On  peut  évidemment  sup- 
poser que  ce  facteur  est  égal  à  l'unité.  On  a  donc  l'identité 

(4)  P  =  Y*-XZ=  Yf  — X|Z,=  P,. 

Une  remarque  est  encore  importante  :  pour  une  valeur  quel- 
conque de  t,  les  équations  (2)  et  (3),  en  r,  n'ont  qu'une  racine 
commune. 

En  effet,  soit  toujours  z  Tune  des  valeurs  de  l'argument  corres- 
pondant à  la  valeur  t  de  la  première  fonction  ;  la  seconde  fonction 
a  deux  valeurs  correspondant  à  l;  supposons  que  l'on  ail  choisi 
l'une  de  ces  valeurs,  par  exemple 

Les  deux  racines  de  l'équation  (2)  sont  alors  ty(z)  et  i(«  —  z); 
celles  de  l'équation  (3)  sont  ù(z)  et  *l(b —  z).  Or  on  n'a  pas 

<p(a  — s)  =  'f(6  —  z), 

car  celte  égalité  entraînerait,  soit 

a  =  b  -*-  période, 
ce  qui  n'est  pas,  soil 

a  -\-  b  —  ).z  =  r, 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  pour  loule  valeur  de  z. 

On  voit  ainsi  que.  si  pour  une,  valeur  de  /  on  a  choisi  Tune 
des  deux  valeurs  de   1/,  la  valeur  de  r  est  bien   déterminée.  Cela 

revient  à  dire  que  le  choix  du  signe  devant  le  radical  y/ P,  dans 
l'expression  de  {/,  entraîne  l'obligation  de  prendre  le  même  radi- 
cal avec  un  signe  déterminé  dans  la  valeur  de  r.  On  peut  suppo- 
ser, par  exemple,  que  le  signe  -f-  est  pris  devant  les  deux  radicaux. 
On  a  ainsi 

-  Y-tVÏ*  -Y1-».v/P 

«=--x— .       •'=    -Xl    -■ 

De  ces  égalités,  je  Nais  tirer  deux  relations  entre  /,  u,  c,  à  forme 
rationnelle. 
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La   première  s'obtient  immédiatement   en   éliminant  ^P  entre 
les  deux  égalités.  H  vient 

(3)  Xa-XiP-hY  — Yi  =  o. 

Pour  obtenir  la  seconde,  écrivons  d'abord  les  valeurs  de  -  et  -: 

\_  _ X_  _         \(-Y-y/P)        —Y  -y/P 

et,  par  élimination  de  ^/P,  il  vient 

ou 

(tt)  (Y  — Yijiw  —  Z|M  4-Zv  =  o. 

(5)  et  (6)  sont  les  deux  relations  indiquées;  mais  on  peut  en  tirer 
d'autres,  d'une  forme  plus  intéressante. 

Ajoutons  en  effet  ces  deux  relations,  après  avoir  multiplié  la 
première  par  un  facteur  numérique  X;  nous  obtenons 

(7)  (Y  —  Y,)ap-+-(XX  —  Z,)<*-f-(Z  —  XX,)*  +  Y  — Y,  =  o. 

L'équation  en  t 

Y  — Y|  =  o 

a  deux  racines  a  et  b  qui  sont  distinctes  en  général.  On  a  donc 

Y  — Y,=  K,(/  —  a)|*  — 6). 

Le  facteur  numérique  \  a  été  laissé  indéterminé  jusqu'ici. 
Déterminons-le  de  manière  que  le  polynôme  XX —  Z,  admette 
la  racine  a,  11  faut  pour  cela  que  l'on  ait 

.        Z,(a) 
\(a) 

en  désignant  par  X(a)  ce  que  devient  le  polynôme  X  quand  on  y 
remplace  t  par  «,  etc. 

Mais,  en  faisant  f  =  a,  dans  la  relation  (4),  il  vient 

Xt«)Z(a)  =  Xl(<t)Zl(a)< 
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d'où 

X  =  Z|(a)  =  Z(a)  -t 
X(a)       X,(a)* 

ce  qui  prouve  que,  pour  la  valeur  choisie  de  X,  le  polynôme 
Z  —  XXf  est  divisible  par  t  —  a.  On  peut  donc  poser 

XX  —  Z,=  K,(I  — a)(f  —  c), 
Z  —  XX,  =  K,(*  -  a)(/  —  rf) 

et  la  relation  (  7)  devient 

K,(*  —  a)(t  —  6)«p  4-  Ki(*  —  <*)(*  —  c)u 
-h  K,(f  -  a)(f  —  d)v  -4-  K,(f  —  «)(/  —  b)  =  o, 

et,  en  divisant  par  le  facteur  non  identiquement  nul  /  —  «  : 

(8)  Kl(/-6)w-fK,((-c)tt  +  K,(f-rf)w+K,(/-  £)  =  o. 
De  même,  en  faisant 

*  -  xT*7  ' 

on  obtient  la  relation  - 

(9)  K,(/-a)«P  +  K;(/-c>  +  K'J(<-if)P  +  K,(r-a)  =  o. 

Les  relations  (8)  et  (9)  sont  distinctes,  comme   cela   résulte 

immédiatement  de  la  comparaison  de  leurs  premiers  termes.  Elles 
sont  toutes  deux  linéaires  par  rapport  à  chacune  des  variables 
qu'elles  renferment.  On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Trois  fonctions  elliptiques  du  second  ordre  du  même  argu- 
ment, /,  m,  v  ayant  les  mêmes  périodes  et  telles  que  pour  cha- 
cune les  sommes  des  pôles  soient  des  quantités  différentes, 
satisfont  à  deux  relations  distinctes ,  linéaires  par  rapport  à 
chacune  d'elles  : 

A  tiw  +  1)^  +  0^4-0  tu  tE/  +  Fh+G  =0, 
k'tuv  -4-  ft'uv  -+-  Cvt  -*-  IV /#<  -  Et  -+-  F' m  h-  G'=  o. 

On  peut  naturellement  substituer  une  combinaison  linéaire  des 
deux  équations  précédentes  à  Tune  d'entre  elles.  En  particulier, 
on  peut  ainsi  faire  disparaître  le  terme  en  tuv. 

Enfin,   si  Ton  considère  /,  u ,  r  comme  des  coordonnées  cou- 
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r  au  tes,  le  théorème  obtenu  s'interprète  géométriquement  ainsi 
qu'il  suit  : 

La  sex tique  gauche  de  genre  un  dont  les  points  ont  pour 
coordonnées  des  fonctions  elliptiques  du  second  ordre,  aux 
mêmes  périodes,  d'un  argument  variable,  est  située  sur  une 
infinité  de  surfaces  du  troisième  ordre  et  en  particulier  sur 
unequadrique  (nécessairement  unique). 

Ces  conclusions  sont  établies  dans  le  cas  où  le  polynôme  Y — Yt 
n'est  pas  carré  parfait.  Dans  le  cas  contraire,  les  relations  (8)  et 

(9)  se  confondent,  et  la  méthode  employée  ne  conduit,  par  con- 
séquent, qu'à  une  seule  relation  enlre  /,  f/,  r,  linéaire  par  rapport 
à  ces  fonctions.    Pour  en  obtenir  une  seconde,  nous  éliminerons 

le  radical  y/P  entre  les  inégalités  qui  donnent  u  et  ->  d'une  part, 

v  et  -  de  l'autre.  On  trouve  ainsi  les  relations 
u 

(10)  X  i/PH-(Y-h  Y,)^-hZ1  =  o. 

(il)  X|Mi>  -h  (Y  H-  Yi)l*-h  Z  =  o, 

d'où,  en  désignant  par  jjl  un  facteur  numérique  quelconque, 
(ri)  (X  H-  [i\i)uv  -4-(Y-t-  Y|)(i»-+-  fjtM)  -h  Zi  -f-  jjiZ  =0. 

En  prenant  [/.  de  manière  que  le  polynôme  X -f- [xX,  admette 
l'une  des  racines  du  polynôme  Y  4- Y,,  on  verra,  comme  précé- 
demment, que  le  polynôme  Z,  -j-  [xZ  admet  également  cette  racine. 
On  peut  encore  supprimer  le  facteur,  linéaire  en  t,  qui  apparaît 
alors,  et  Ton  est  conduit  à  une  nouvelle  relation  entre  t,  w,  r,  li- 
néaire par  rapport  à  chacune  de  ces  quantités. 

Si  le  polynôme  Y  -f-  Y4  a  ses  racines  inégales,  les  deux  rela- 
tions obtenues  sont  distinctes  et  peuvent  remplacer  les  relations 
(9)  et  (10). 

Si  le  polynôme  Y  -+-  Y,  a  ses  racines  égales,  on  n'obtient 
qu'une  nouvelle  relation.  Si  cette  relation  est  distincte  de  la  re- 
lation (9),  le  but  cherché  est  encore  atteint.  Il  faut  encore  exa- 
miner le  cas  où  cette  relation  se  confondrait,  elle  aussi,  avec  la 
relation  (9). 
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S'il  en  esl  ainsi,  on  a 

Y  — Yj=  K,(/-a)',  Y-hY,=  K\(i  —  a'f, 

XX  — Zj  =Kï(*-a)(*-c),  X  +  fjLX,=  K;(r~a')(/-c'), 

Z  —  XX,  =  K,(*  —  a)(t-d),        Z,-+-(jlZ=  K'3(/-a')(/— <f), 

et,  les  deux  relations  formées  comme  on  a  vu,  sont 

K,(/  —  a)ut'+Ks(/  —  c)m-+-  K3(f  — </)*>-+- K,(/  — a)  =  o, 
K'j  (  *  —  c')iw  -h  K\  (t  —  a){  pu  +0  +  K'5(<-  d')  =  o. 

Comme  elles  sont  identiques,  on  a  nécessairement 

On  voit  que  les  quatre  polynômes  XX —  Zn  Z —  XX,,  X-r-[/.Xl? 
Z,  -+-  jjlZ  sont  identiques,  à  des  facteurs  constants  près,  au  pro- 
duit (t —  a)(t —  a').  Il  en  est,  par  suite,  de  même  des  polynômes 
X,  Z,  X,,  Z,,  et  Ton  peut  écrire 

X=  A(/  —  a)(t  —  a'),         X,  =  A,(f-  a;(f  —  a'), 
Z=  B(*  —  a)(t  —  a),         Z,  =  B,  (t  —  a)(*  —  a')- 

En  remplaçant,  dans  les  relations  (5)  et  (6)  les  polynômes  qui 
y  figurent  par  leurs  expressions,  il  vient,  après  suppression  de 
facteurs  non  identiquement  nuls, 

A  (t  —  d)u  —  Ai(/  —  a)v  -f-  K,(/  —  a)  =  o, 
K^/  —  a)nv—  Bt(t  —  a')u+  B(*  —  a')v=.  o, 

relations  qui,  cette  fois,  sont  nécessairement  distinctes. 
Le  théorème  énoncé  plus  haut  est  donc  général. 

III. 

L'étude  qui  vient  d'être  faite  peut  être  envisagée  à  un  point  de 
vue  purement  algébrique.  En  effet,  les  trois  équations  (i),  (2), 
(3)  constituent  un  système  qui  admet  une  infinité  de  solutions  en 
/,  f/,  i-\  Réciproquement,  posons-nous  ce  problème  : 

Etant  donné  le  système  (1),  (2),  (3),  trouver  tes  conditions 
nécessaires  et  s  ujfi  santés  pour  qu  il  admette  une  infinité  de 
solutions. 
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Pour  éviter  les  longueurs  qui  résulteraient  des  examens  des  cas 
particuliers,  je  suppose  que  les  trois  équations  sont  irréduc- 
tibles et  de  genre  un.  Voici  alors  comment  on  peut  raisonner. 

Les  équations  en  r  (2)  et  (3)  ont  constamment,  soit  une,  soit 
deux  racines  communes. 

Dans  le  premier  cas,  cette  racine  est  fonction  rationnelle  des 
coefficients  des  deux  équations,  par  suite  de  t  et  de  u.  Donc,  en 
adoptant  les  notations  déjà  employées  et  en  désignant  par  R(#,  y) 
une  fonction  rationnelle  des  variables  x  etj^, 

-Y.dz 


#*-*{>.=¥*} 


Celte  relation,  011  la  variable  t  figure  seule,  doit  avoir  lieu  iden- 
tiquement. On  la  met  aisément  sous  la  forme 

Mv/f>H-N/î\-+-Q  =  o, 

M,  N,  Q  étant  des  polynômes  en  t.  En  faisant  passer  dans  le  se- 
cond membre  le  polynôme  Q,  et  en  élevant  au  carré,  il  vient 

/IM'i  =  fonction  rationnelle  de  t. 

Ainsi  PP,  doit  être  le  carré  d'une  fonction  rationnelle  et  par 
suite  d'un  polynôme  en  t. 

Or  les  polynômes  P  et  P,  ne  peuvent  avoir  de  facteurs  carrés, 
car  si  l'on  avait,  par  exemple, 

V=  (/-a)«(A/>  +  B<  +  C), 

—  Y  ±  (/  —  a)y/7Û«T"BT-4-  C 
u  = ~ 9 

on  pourrait  exprimer  à  la  fois  t  et  u  en  fonctions  rationnelles  d'un 
paramètre,  et  la  relation  entre  ces  deux  variables  serait  de  genre 
zéro,  contrairement  à  l'hypothèse. 

Il  faut  donc,  puisque  le  polynôme  PP,  est  carré  parfait,  que  les 
facteurs  linéaires  de  P  et  de  V*  soient  identiques;  en  d'autres 
termes,  P  et  P,  sont  identiques  à  un  facteur  constant  près,  qu'on 
peut  supposer  égal  à  l'unité. 

Le  raisonnement  s'achève  alors  comme  on  l'a  vu. 

H  reste  à  examiner  le  cas  où  les  équations  (2)  et  (S)  ont  con- 
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stammenl  leurs  deux  racines  en  r  communes.  On  a  alors 

XtYj—  Y,Xj  =  o, 

A|  £êf  — —  ù\  Aj  =  O, 

c'est-à-dire  deux  relations  doublement  quadratiques  enlre  /,  //, 
qui  doivent  être  identiques  à  la  relation  (i),  puisque  celte  dernière 
esl  supposée  irréductible. 

Pour  trouver  les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les 
polynômes  X,,  \t%  Z,,  X2,  Y2,  Z2»  ajoutons  membre  à  membre 
les  relations  précédentes,  après  avoir  multiplié  la  seconde  par 
un  facteur  numérique  \.  Il  vient 

(Y, h-  XZ,  )X,  -  (  Yi  -h  X  Z,)Xt  =  o. 

Déterminons  le  nombre),  de  manière  que  le  polynôme  Y2  -+- àZ2 
admette  l'un  des  facteurs  de  X2.  11  faut  qu'on  même  temps  les 
deux  autres  facteurs  des  deux  polynômes  soient  identiques,  lin 
effet,  s'il  en  est   autrement,  on  aura  formé  une  équation  de  la 

forme 

(Aa  +  B)X1-(Y1+),Z1)(Cw^-D)  =  o, 

qui  est  inadmissible,  puisqu'elle  ne  renferme  u  qu'au  premier 
degré  et  par  suite  est  de  genre  zéro.  Il  en  résulte  que  les  poly- 
nômes Y.j -f-  \LX  etX.j  sont  identiques  à  un  facteur  constant  prés. 
On  a  donc  l'identité 

d'où 

Z,    :        /,\,    -H/Y|. 

On  peut  résumer  ainsi  les  résultats  obtenus  : 

Pour  que  le  système  (i),  (2),  (.">),  dans  i hypothèse  génêiale 
oit  nous  sommes  placés,  admette  une  infinité  de  solutions  en 
/,  uy  r,  il  faut  et  il  suffit* 

ou  bien  que  ce   système  résulte   de    l'élimination    successive 
des  variables  /,  u,  r,  entre  les  deux  relations 

A  luv>  -r  B  uv  -h  C  r/  ~  D  tu  --  K  t  —  T  //  -,   G  s  -  h-  If  =  o. 

Y  lui-  -\-  B'm'-;Cr/-rl)'///  -*•  K'/-;    F"f/    î-G'i  -•-  11=  o. 
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ou  bien  qu  il  soit  de  la  forme  suivante  : 

/(/,  i#)  =  X^,—  Y,X,=  o, 

©(/,  v)  =  Xtfs  -+•  Y,i>-t-ÀXi  -T-  /Yi  =  o, 
<j*( £/,  t»  )  =  X, t'1  -t-  Y| i> h-  XX, -+-  l \t  =  o, 

en  désignant  par  X,,  Y,  des  polynômes  du  second  degré  en  /, 
/m/*  X2,  \2  cfes  polynômes  du  second  degré  en  //,  par  k  et  l 
des  nombres  quelconques. 

Il  est  bon  de  remarquer  que,  dans  le  second  cas,  les  variables 
/,  /*,  v  ne  peuvent  plus  s'exprimer  en  fonctions  elliptiques  d'un 
argument,  alors  que  cela  a  lieu  dans  le  premier  cas. 


SUR  L'ÉQUATION   DIFFÉRENTIELLE  LINÉAIRE  DU  SECOND  ORDRE; 

Par  M.  Michel  Petrovitch. 

\.  Envisageons  l'équation  différentielle 

<■>  £ -p<*>  &  +  <><-*  =  • 

et  l'équation  du  second  degré 

(2)  /•*-»-  V(x)r  -+-  Q(t)  =  o, 

qui  lui  correspond  et  que  nous  appellerons  son  équation  carac- 
téristique. 

Considérons  un  intervalle  de  x  =  a  jusqu'à  x  =  b,  dans  lequel 
les  racines 

de  l'équation  caractéristique  sont  réelles,  distinctes  et  où  la  plus 
grande  racine /^(.r)  est  une  fonction  non  croissante. 

Désignons  par  A  et  H  les  valeurs  que  prennent  l'intégrale  y  (#) 
et  sa  désivée  y'  [x)  pour  x  —  a.  Je  ni  occuperai  ici  particuliè- 
rement des  intégrales,  pour  lesquelles  ces  valeurs  initiales 
satisfont  à  la  condition 

(3)  T  >/«<«). 
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et  je  montrerai  comment  on  peut,  en  comparant  ces  intégrales 
avec  celles  d'autres  équations  intégrables,  se  rendre  compte  de 
leur  forme  et  les  déterminer  avec  une  certaine  approximation 
dans  l'intervalle  considéré  (a,  b).  f 

A  cet  effet,  montrons  d'abord  qu'en  posant 

Tt(x)  =  Ae  n  : 

i°  Si  A>o,  l'intégrale  y  est  constamment  positive  et 
supérieure  à  la  fonction  'f\(x)  dans  V intervalle  (af,  b)  ; 

a°  Si  A<o,  l'intégrale  est  constamment  négative  et  infé- 
rieure à  rt(x)  dans  cet  intervalle. 

Car  en  posant 

-f  ul.r\d.v 

(4)  .v  =  àp  « 
la  fonction  u  sera  intégrale  de 

(5)  ~  =  «î-PW  +  Q, 
ou  bien 

(6)  ^-<«  +  /i)U+/i), 

qui,  pour  .r  =  ^,  prend  la  valeur     -  --. 

Or,  pour  des  valeurs  de  x  comprises  dans  Tinlervalle  (<7,  b  >, 
la  fonction  u(x)  tellement  définie  est  constamment  croissante, 
mais  inférieure  à  — /a  (.**)•  Car,  d'abord,  //  ne  peut  commencer 
par  décroître  dans  cet  intervalle,  puisque  les  quantités 

u  ut  )  -h  fx  (a),        u(  u  )  ■■■-  ft  (  u  ). 


en  vertu  des  inégalités 


A(xXfilx) 


et  (3),  sont  négatives  et  la  dérivée  u'(a)  positive.  Tant  que 
u  < — y*2?  'a  fonction  a  est  constamment  croissante,  car  on  a  en 
même  temps  u  < —  /,  et  la  dérivée  //'  est  positive.  Or,  en  crois- 
sant, elle  ne  peut  pas  surpasser  ni  atteindre  la  valeur  corres- 
pondante de  — f2(.r)i  car,  aussitôt  qu'elle  aurait  surpassé  cette 
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valeur,  elle  devrait  décroîlre,  la  dérivée  u'  se  trouvant  alors  né- 
gative, puisque  u  -\-f*  >  o,  /*H-/i<C°-  Mais  aussitôt  qu'elle 
aurait  commencé  à  décroître,  elle  aurait  descendu  au-dessous  de 
— f-i(x)  [puisque  la  fonction  — f-i{z)  n'est  pas  décroissante]  et 
par  conséquent  la  dérivée  u\  devenant  de  nouveau  positive,  de- 
vrait de  nouveau  croître,  etc. 

D'autre  part,  comme  u(x)  et  — f*{x)  ne  décroissent  pas  dans 
l'intervalle  (r/,  b)y  et  comme  on  a  constamment 

on  aura  aussi  dans  le  même  intervalle 

.r 


Jf     u(x)dx<  —  I    ft(x)dx, 
a  J  a 


ou  encore 


—  f  H[jr\tt.r  —C  fx(.r)d.r 

et  la  démonstration  s'achève  facilement. 

On  s'assure  aussi  que,  siAet  B  sont  désignes  contraires,  i 'inté- 
grale y (x)  est  constamment  positive  et  décroissante  ou  négative 

et  croissante  suivant  que  &  >oouA<o.  Car  le  rapport  -r  étant 

négatif,  la  valeur  initiale  —  v  de  la  fonction  u(x)  est  positive  et, 

comme  u{x)  est  constamment  croissante,  elle  sera  constamment 
positive  dans  l'intervalle  («,  b).  La  formule  (4)  met  alors  en  évi- 
dence le  résultat  énoncé. 

2.   Envisageons  maintenant  deux  équations 

Soient/,  (jr)  et  f-i{x)  les  racines  de  l'équation  caractéristique 
de  (7),  3,  (x)  et  Vï(x)  celles  de  l'équation  caractéristique  de  (8); 
en  supposant  que 

Nous  supposerons  encore  que  ces  racines  satisfont  aux  condi- 
tions du  paragraphe  précédent.   Comparons  entre  elles  les  inté- 
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grales  r(x)  et  z(x)  de  (7)  et  (8),  qui  pour  x  =  a  prennent  la 
valeur  A  et  dont  les  dérivées  y  et  z'  prennent  la  valeur  B  pour 
x  =  a,  ces  valeurs  étant  telles  que  la  condition 

soit  remplie.  Je  dis  que  : 

Si  dans  V intervalle  (a,  b)  on  a  constamment 

o/i  aura  aussi  dans  cet  intervalle 

y>z    si    A  >  o, 
y  <  z    si    A  <  o. 

Pour  le  démontrer,  posons 

(11)  .v  =  A/?  J" 

(12)  -s  =  A<?  •,fl       ; 

les  fonctions  //  et  r  seront  intégrales  respectives  des  équations 

(•3)  ^-  =fw-H/i)(w-h/1), 

1  1  ]j 

prenant  pour  .r  —  a  les  valeurs  —  -  • 

Or,  dans  l'intervalle  (a,  b)  on  aura  constamment  f/  <C  r.  Car. 
d'abord,  à  partir  de  x  —  •/  on  ne  peut  pas  avoir  u  >>  r,  puisque 
s'il  en  était  ainsi  pour  une  \aleur  de  x  suffisamment  voisine  de 
x  ---  a ,  pour  celle  valeur  de  .r  on  aurait  à  la  fois 

j/  (  .r  )  >  r(  x  ), 
(I  ou 

(1  ">;  //  -h/*  ?     e  -+-  v2, 

et  de  même 

0<>)  "  -+-  A  >  r  H-  'i|. 


V 
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Comme,  d'après  la  proposition  précédente,  les  fonctions 

sont  négatives,  des  équations  (i3),  (i/{)  et  des  inégalités  (i5), 

(i6)on  conclurait  que 

du    _,  dv 

dx    "*  dx 
ou 

c'est-à-dire  que  la  différence  //  —  i»  décroît  à  partir  de  celte  va- 
leur de  x.  Et  comme  pour  x  =  a  cette  différence  est  nulle,  à  par- 
tir de  celte  valeur  on  aurait  u  <  t>,  ce  qui  serait  en  contradiction 
avec  l'hypothèse  faite. 

D'autre  pari,  pour  que,  après  avoir  été  négative,  la  différence 
//  —  i'  puisse  devenir  positive  à  partir  d'une  valeur  x  =  a,  com- 
prise dans  l'intervalle,  (*/,  6),  il  faut  qu'elle  s'annule  pour  x  =  a 
[car,  d'après  ce  qui  précède,  les  fonctions  //  et  r  sont  finies  et 
continues  dans  l'intervalle  (</,  b)]  et  comme  Ton  trouverait,  d'après 
le  raisonnement  précédent,  qu'à  partir  de  x  =  a  la  différence 
//  —  v  décroîtrait,  la  contradiction  est  évidente,  ce  qui  démontre 
la  proposition. 

On  aura  donc  //  <  v\  d'où,  en  ayant  égard  aux  formules  (i  i)  et 
(la),  s'ensuivent  les  inégalités 


qu'il  fallait  démontrer. 


y  >  z    si     A  >  o, 
y  <  z    *i     A  .-  0, 


3.   On  en  déduit  immédiatement  la  conséquence  suivante  : 
Envisageons  trois  équations 

/  d*  v  dY 

'd^1*  <*>;&  + <*<**  =  <>. 

en  supposant  qu'on  sache  intégrer  les  deux  dernières.  Supposons 
xxv.  16 


-  22C  — 
que  les  plus  grandes  racines 

Ai*)*    ?*(*),    4'«(-r)» 

des  équations  caractéristiques  respectives,  ainsi  que  les  valeurs 
initiales  des  intégrales  y}  Y,  Z,  satisfassent  aux  conditions  énu- 
mérées  précédemment  dans  le  paragraphe  1,  les  plus  petites  ra- 
cines 

Ai*),   ?i(*)t   <M*) 

étant  les  mêmes  pour  toutes  les  trois  équations  et  égales  à  y,  (x). 
Alors  : 

Si  dans  l'intervalle  (a,  b)  on  a  constamment 

(■8)  ♦t(*)£/.(*)£+t(*), 

o/i  aura  aussi  flans  cet  intervalle 


('9) 


S  Y  <j  <  Z    si     A  >  o, 
j  Z<y<\     si     A<o. 


4.  On  peut  tirer  de  ces  propositions  plusieurs  règles  précisant 
les  limites,  supérieure  et  inférieure,  entre  lesquelles  sera  constam- 
ment comprise  la  valeur  de  l'intégrale  considérée  y  dans  l'inter- 
valle (</,  b).  On  pourra  aussi  se  donner  une  idée  de  la  marche» 
de  la  courbe  intégrale  et  la  déterminer  avec  une  certaine  approxi- 
mation. Car  en  remplaçant  f->(x)  par  d'autres  fonctions  plus 
petites  et  plus  grandes  dans  l'intervalle  (a,  b)  que  celle  repré- 
sentée par  la  plus  grande  racine  de  l'équation  caractéristique  rela- 
tive à  l'équation  du  second  ordre  donnée,  et  en  choisissant  ces 
fonctions  de  manière  (pion  sache  intégrer  les  nouvelles  équations 
ainsi  obtenues,  on  aura  les  limites  entre  lesquelles  variera  l'inté- 
grale considérée.  Ces  limites  seront  d'autant  plus  resserrées  que 
la  différence  entre  la  fonction  f*(x)  et  les  nouvelles  fonctions,  par 
lesquelles  on  l'a  remplacée,  est  plus  petite  en  valeur  absolue.  Le 
choix  de  telles  fonctions  dépendra  des  cas  particuliers  (pie  l'on  a 
à  considérer. 

À  cet   égard  je   citerai,  à   titre  d'exemple,  la  proposition  sui- 
vante : 

Soient  rt  et  /.»  la  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  de  la 
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racine  f.2(x)  dans  V intervalle  (a,  b)\  si  l'on  pose 


cio)       Y-  Ae^-al-MB-  /•1A)C.'-^-a)  /     <?L         "  J^; 

rr  -\rix+Çrflix)dx\    , 

(•21)       Z  =  Ae^(x-a) -H  ( 'B  — rJA)e|,.l*+flM    cL        •*„  Jrfr, 

o/i  aura  constamment  dans  cet  intervalle 

i  Y</<Z    si     A>o, 
{'*'À)  1  Z<y<Y     si     A<o. 

Car,  si  Ton  considère  les  deux  équations 

<*"*)  ^-j   -|/'i-H/i(J")]^-+-^/i^)Y  =  o, 

<»1)  ^ï  -ki  +  /iW]  ^  -hri/l(x)Z  =  o, 

leurs  intégrales  respectives  sont 


Z  --r  e'v 


[c1+ciJf'.-L"*+/;^J<faj, 


et  en  déterminant  les  constantes  d'intégration  de  manière  que 

pour  x  =  a  on  ait 

Y  =  Z  =  A, 

Y'.-=Z'=  B, 

on  trouve  les  expressions  (20)  et  (ai). 

D'autre  part,  les  racines  de  l'équation  caractéristique  de  (a3) 
et  (/>..\)  étant  respectivement 

avec 

f'i<fi(jr)<ri,    . 

la  proposition ,  d'après  le  paragraphe  37  est  démontrée. 


5.   Supposons  maintenant  que  dans  l'équation  donnée 

on  remplace  P  et  Q  par  d'autres  fonctions  Vt(x),  Qi(^r)  et  en- 
suite par  P2(.r),  Q2(#),  pour  lesquelles  on  sache  intégrer  l'équa- 
tion et  telles  que  les  racines  ?i(s)  et  ^^{x)  (avec  ?i<9a)  de 
l'équation  caractéristique  relative  à  la  nouvelle  équation 

(a6)  ^l^px{x)^L^qx{x)\  =  0, 

et  les  racines  '}«  (.r),  »|2(.r),  relatives  à  l'équation 

d1  Z       _   ,       cfZ       ^   ,      „ 

remplissent  les  conditions 

et  que  les  plus  grandes  racines  <p2  et  »i2  soient  des  fonctions  non 
croissantes  des  x  dans  l'intervalle  (a,  b). 

Alors  dans  V intervalle  (a>  b)  on  aura  constamment 

j   Y<)<Z     si     A>o. 
(*9)  /  Z<r<Y     si     A<o. 

On  en  lire,  connue  conséquence  immédiate,  la  proposition  sui- 
vante : 

En  désignant  par  (p,,  p2)  la  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur 
de  la  racine  /,  (*r)  dans  l'intervalle  (<7,  />),  et  par  (/,,  /•._>)  les  va- 
leurs analogues  pour  la  fonction  f2(x),  les  inégalités  (ao)  seront 
satisfaites  si  Ton  pose 

*■   ^ .  *  -* 

fi—  ?\ 

Z   —    -  -    -  -    f(    \  /  •»  —  H  )/»/',i.r-«'  _  (  A  /',  —   H  )t>'J\c-a    I 

i't— rx 
car  les  fonctions  ^    et  Z,   ainsi    définies,  sont  intégrales    respec- 


tives  des  équations 

Y"-(?i-f-pt)Y'-+-p,p,Y  =  of 
V —  Oi-+-  rt)Z'-f-  rxrtZ  =  o, 

qui,  pour  .r  =  # ,  prennent  la  valeur  A  et  dont  les  dérivées  pre- 
mières prennent  la  valeur  B. 

Mais  on  peut  avoir  les  limites  Y  et  Z  beaucoup  plus  resserrées 
par  les  considérations  suivantes  : 

Supposons  construites  les  courbes  {%fig.  i) 

y=f\(x)       et       y  =/%(*). 
Soient  A,  et  B,,  A2  et  B2  les  points  d'intersection  de  ces  courbes 

'•g.  i. 


B, 

0, 


B, 

A, 
C, 


avec  les  droites  x  =  a  et  x  =  b  ;  joignons-les  par  les  droites  A  |  Bj 
et  A2B2.  Menons  ensuite  la  tangente  C|Dj  à  la  courbe  y=fs^ 
parallèlement  à  A|BI?  et  la  tangente  C2D2  à  la  courbe  y=f.2, 
parallèlement  à  A2B2.  Soient 

y  —  «,  -h  b\X,  équation  de  la  corde  Ail^, 

y  =  a^-k-bix,  équation  de  la  corde  AjB5, 

y  =  X|  ■+-  b\X,  équation  de  la  tangente  Ci  Dj, 

y  z=  X,  -h  b}T,  équation  de  la  tangente  Cj  D*. 


On  aura 


ax  ^ 


«*   - 


bfi(a)  —  afi(b) 
b  —  a 


b  —  a 


fi(b)-fi(a) 
b  —  a 

b  —  a 


*i  = 


6,= 
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ai  étant  la  racine  en  x  de  l'équation 

/i(*)  —  fli  =  o, 
comprise  dans  l'intervalle  (a,  6),  cl  a2  étant  la  racine  en  x  de 

/*(*•)  —  £î  =  o, 

comprise  dans  ce  même  intervalle. 

Envisageons  les  équations  différentielles 

j  2  V  //Y 

(3o)  -^—  \li-+-ït  +  (l>i-hbt)x]  d-+[ll\i-~(bl+bt)x-hbibtx:*]\  =o, 

rf'Z  */Z 

(3i)    ^i  —  [«i-H«1-hr6,4-6,)^]^-h[aia1-h(^1-+-6î)x-T-616s^*]Z  =  o. 

Les  racines  de  leurs  équations  caractéristiques  sont  :  pour  la 
première  équation 

*i(x)  =  X,-f-  bxx,         ^i(ar)  =  Xf-+-  £,*, 

et  pour  la  deuxième 

tyi(x)  =  «î-H  b\T,         tyt(x)  =  cif-h  btx. 

Comme  Ton  a  (en  supposant  que  les  courbes  y  =  fy  et  y  =  /*2 
ont  la  disposition  indiquée  sur  la  figure;  s'il  en  élail  autrement, 
il  serait  facile  de  modifier  les  inégalités  et  les  résultats  suivants) 

'fi  </i<'K 

on  aura  dans  l'intervalle  (  a9  b) 

Y  <.>'  <  Z     si     A  >  o. 
Z  <  »•  <T  Y     h     A  <  o. 

Or,  on  sait  intégrer  les  équations  de  comparaison  (3o)  et  (  3i  ) 
et  les  fonctions  Y7  et  Z  se  calculent  de  la  manière  suivante.  Si  l'on 
pose 

.      a-  »  +  !-■—- 
7.       \  <  *    , 

l    et  Y  désignant  de  nouvelles  fonctions  inconnues  et  a,,   ou,  ^l? 
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[ÏJ2  des  constantes,  les  équations  (3o)  et  (3i)  se  transforment  en 

777Ï  ^-r(2?,-r-ft,-+-61)j-f-(«2a1-h«,-f-rt,)|  -g- 

-+-  [aj  -h  ^,  -+-  «i («i-i-  «j) -+-  «i<*j]j  U  =0, 

et  en  une  équation  analogue  en  V. 

On  peut  disposer  de  a,,  a2,  |3,,  j32  de  manière  à  (aire  disparaître 
les  termes  en  jr  et  en  x"2  dans  les  coefficients  de  U  et  de  V;  les 
équations  se  ramènent  alors  aux  formes 

En  prenant 

/  = /ii-h  A*|.r         et         /  —  ht-h  ktx 

comme  nouvelle  variable  indépendante,  les  équations  se  ramènent 

à  la  forme 

(Pu  du       a 

(5,,  _.♦.„_  +iJl<s=o 

et  s'intègrent  soit  à  l'aide  des  séries,  soit  par  des  intégrales  défi- 
nies. Ainsi,  en  posant 

1 

90 

<!>,</)  =  /-h>£(-i)«  (»4-y)(3a+^...(2/i-i«  +  p)ft^, 
,  "     (-i/i  +  i)!  ' 

l'intégrale  générale  de  (3a)  sera 

r<  =  C|4»,(;)  +  Ct4»s(')v 

et  les  fonctions  Y  et  Z  se  calculent  alors  aisément. 

On  aura  une  approximation  encore  plus  grande  si,  au  lieu  des 
droites  précédentes,  on  prenait  des  paraboles 

y  =  l  -4-  m  x  -h  n  x1  -- . . .  -i  -  q  xm , 

entourant   les  arcs  des   courbes  y  ~ft  c\y=^f2  cl  différant  de 
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ceux-ci  le  moins  possible.  Les  fonctions  de  comparaison  \  et  Z. 
seraient  alors  données  comme  intégrales  d'une  équation  qu  on 
saura  intégrer  par  des  séries  convergentes. 

6.   Faisons  maintenant  la  remarque  suivante.  Etant  donnée  une 

équation 

r'—  P(-r  ).>-'—  Q<J*>^  =  o, 
dont  les  racines 

ri=/i(Jr).         ri=/i(x) 

de  l'équation  caractéristique 

ont  leur  différence  constante,  de  sorte  qu'on  ait 

rt  =  a  —  f)t  jt  >. 
si  Ton  pose 

.  \\  »  •  ■  -  se    *  J 

l'équation  se  transforme  en 


ou 


>  2  -  z  - 


t. ici  "O  \«  rtlie  ingénient  »n  ehVi'tujnt  telle  tidiisU*rm.f  t:<   i: . 
ln\»T^eiii«-nl  :  t«»ut» ■*  !•■>  t\»i^  t| n"« »n  *ait  111  tô^r»r  tii»<-  équ^t:   -;ï 


on   p»  ul  en  •  i'-luire  un»    aulr»k  île  |j  tm-me 

-.  '  —  I'    -    *   —  «  »    .-    ••    -  o. 

•  tout  Ie>  iai  iiu- «Je  ie.ju.tli.'n  «  :ir.ul»  ri>tipàO   ont    leur    -i^r-r-T 

•  ■•Mi^tîn.e  e!  que  i  "H  ^un\i  j«:**i  :nV^r»T- 
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(la  constante  d'intégration  étant  choisie  arbitrairement),  et  ensuite 

(3;)  v=ye      *        J 

l'équation  se  transforme  en 

(  38)  y'—  (a  -H  ?  H-  *8)/+  [a?  -h  (a  +  p)Ô  4-  0*]j  =  o, 

dont  les  racines  de  l'équation  caractéristique  sont 

/,(*•)=  a -+-0(.r), 

Ces  reman|ues  permettent  d'énoncer  un  grand  nombre  de  règles 
concernant  les  limites  entre  lesquelles  variera  l'intégrale  de  l'équa- 
tion proposée  (i).  Partons  de  deux  équations  quelconques  de  la 
forme 

(  »o)  -£-s-  -4-m(ar)r  —  o, 

où  */(***)  et  ro(.r)  sont  des  fonctions  négatives  dans  l'intervalle 
(a,  b)  et  que  l'on  sait  intégrer.  Choisissons  trois  constantes  )», 
jjl,  v,  liées  par  la  relation 

4v  —  (X  —  {*)*  =  (), 

et  telles  qu'on  ait  constamment,  dans  l'intervalle  («,  ft), 

/i(j?)>X-h6,(jp), 

où  Ton  a  posé 

(il)  M-*)  =var-t-  j  /(x)dx, 

la  constante  d'intégration  étant  choisie  à  volonté. 

Choisissons  ensuite  trois  autres  constantes  )/,  a',  v',  liées  par  la 
relation 

et  telles  qu'on  ail  constamment,  dans  l'intervalle  (a,  b), 

/,(^)<X'-4-02(j-), 

/*<>)  <  ;*'-+- 0*0), 
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avec 

Si  Ton  pose  alors 
(43)  U  =  «e    *         •,'1  , 


(44)  V  =  oe    * 


où  u  et  r  sont  intégrales  respectives  de  (3y)  et  (4°)?  prenant, 
ainsi  que  leurs  dérivées,  pour  x  =  a  les  valeurs  suivantes  : 


(45) 


u(a)  =  Ae       *       , 

rt 

y  (a)  —  \e       *       , 

x-4-ja  ry+v- 


«'(<*)  =  A'  «— •     "_aL— +  6'Me-tt+li>., 
o'{a)  =  \'e r-rt_AL~t-+e4,rt,Je-r.^(x')aï 


on  aura 


U<j<V    si    A>o, 
V<^<U     si     A<o. 

Le  choix  des  fonctions  de  comparaison  U  et  V  dépend  des  cas 
particuliers  que  Ton  a  à  considérer.  On  choisira  ces  fonctions  de 
manière  que  la  différence  entre  les  fonctions  fi(jr)J  /a(-r)  et  les 
nouvelles  fondions,  par  lesquelles  on  les  a  remplacées,  soit  la  plus 
petite  possible  et  que  Ton  sache  intégrer  les  équations  de  compa- 
raison correspondantes  (3<))  el(4o). 

Ainsi,  si  Ton  part  des  équations  de  comparaison 


où  a  et  [ï  sont  des  constantes,  on  aura 

0,(.r  )  =  (a  -h  v)j% 

04(.?-)  —  f  JJ  -}    v  )jr. 

et  les  fonctions    l     et  \   correspondantes  se  calculent    facilement. 
Ceci  revient   à   remplacer   les   portions  de  courbes  y  ■-=  J\  (.r)  et 
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y=zf2(x)  par  des  droites  qui  les  comprennent  et  le  plus  souvent 
il  sera  utile  de  prendre  pour  deux  de  ces  droites  les  tangentes 
à  ces  courbes. 

D'autres  fonctions  de  comparaison  U  el  V  seront  fournies,  par 
exemple,  par  les  équations  intégrables 

d£  +  *xmy  =  °' 

dly 

-£±  -h  (a -h  p^4-Y^)^  =  », 


d*y  ky 

- h - =  o 

dx*        (an- pj:  4- y^1)* 

ir r =o 

dx*        (e^-he-*)*         ' 


parmi  lesquelles  on  choisira  celle  qui  convient  au  cas  considéré. 


THÉORÈMES  SUR  LES  SURFACES  CUBIQUES  ANALOGUES 
AU  THÉORÈME  DE  CHASLES  SUR  LES  CUBIQUES  PLANES; 

Par  M.  F.   Dumont. 


Si  Ton  cherche,  pour  les  surfaces  cubiques  un  théorème  ana- 
logue du  théorème  de  Chasles  pour  les  cubiques  planes,  on  voit 
d'abord  qu'une  analogie  complète  ne  peut  exister,*  c'est-à-dire 
qu'une  surface  cubique  quelconque  ne  peut,  en  général,  être  la 
transformation  homologique  d'une  surface  cubique  à  centre  de 
symétrie.  En  effet,  soient  S  la  surface,  M  l'un  de  ses  points,  Q  la 
quadrique  polaire  de  M,  tangente,  comme  on  sait,  à  S  en  M  ;  d  une 
droite  passant  par  M;  B  le  point  (rf,  Q)  autre  que  M;  A|  et  Aa  les 
points  (dj  S)  autres  que  M.  Comme  dans  le  cas  des  cubiques 
planes,  H  est  conjugué  harmonique  de  M  par  rapport  au  couple 
A|,  A2.  Si  donc  il  existait  un  point  M0  de  S,  dont  la  quadrique 
polaire  fût  décomposée  en  deux  plans,  il  suffirait  de  transformer 
homologiquemcnt,  ce  point  étant  le  centre,  de  façon  que  celui  de 
ces  deux  plans  qui  n'est  pas  le  plan  langent  en  \f0  passe  à  l'infini, 
pour  obtenir  une  surface  à  centre. 

Mais  un  tel  point  n'existe  pas,  en  général;   les  quadriques  po- 


laires  des  points  de  la  hessienne  H  n'ont  subi  qu'une  première 
dégénérescence  en  cône,  el  les  dix  points  de  H,  pour  lesquels  la 
dégénérescence  en  deux  plans  a  lieu,  ne  sont  pas,  en  général,  sur 
la  surface. 

Ainsi,  Ton  ne  peut  trouver  qu'un  théorème  partiellement  ana- 
logue au  théorème  de  Chasles.  Mais  il  arrive  alors,  ce  qui  est  le 
cas  le  plus  fréquent  dans  le  transport  aux  figures  de  l'espace  des 
propriétés  des  figures  planes,  qu'il  y  a  plusieurs  théorèmes  ana- 
logues. 

Premier  théorème.  —  Une  surface  cubique  peut  être  trans- 
formée homologiqucment  en  une  surface  possédant  un  cône 
asymptote. 

Prenons  pour  centre  d'homologie  l'un  D,  des  dix  points  doubles 
de  la  hessienne  H,  el  projetons  de  façon  que  l'un  des  deux  plans 
Pi ,  P2,  constituant  sa  quadrique  polaire  par  rapport  à  la  surface  S, 
passe  à  l'infini  ;  les  plans  tangents  à  S,  le  long  des  courbes  (S,  P,  ), 
(S,  P2)  passant  tous  par  D,;  d'après  la  propriété  connue  de  la 
quadrique  polaire,  on  voit  que  les  plans  tangents  à  la  surface 
transformée,  le  long  de  la  cubique  d'intersection  par  le  plan  de 
l'infini,  au  lieu  d'envelopper  une  développable  de  sixième  classe, 
comme  cela  a  lieu,  en  général,  enveloppent  un  cône  de  sommet 
1),  qui  constitue  ainsi  un  cône  asymptote  de  la  surface. 

Cette  transformation  fait  disparaître,  de  l'équation  de  la  sur- 
face (l'origine  étant  en  D,),  tous  les  termes  du  second  degré  et 
donne  à  cette  équation  la  forme 

y 3 ,  y  1  étant  des  fonctions  homogènes  de  degrés  '.\  et  1 ,  k  étant  une 
constante.  Or,  la  quadrique  polaire  de  l'origine  se  composant  du 
plan  de  l'infini  et  du  plan/,  H-  3  k  =  o,  si  Ton  prend  le  plan  de 
coordonnée  j*D|  5  parallèle  à  ce  dernier,  la  fonction  y,  se  réduit 
au  terme  en  .r.  L'équation  n'a  plus  alors  que  douze  termes  ou 
onze  paramètres. 

Si,  de  plus,  dans  le  plan  yOz  on  prend  l'un  des  axes,  par 
exemple  Oy  (ou  z  =  o),  parallèle  à  l'une  des  directions  as\mplo- 
tiques  réelles  de  la  section  par  ce  plan  rO;,   le  terme  en    rJ  dis- 
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paraît;  el  si  le  second  axe  est  conjugué  harmonique  du  premier, 
par  rapport  aux  deux  autres  directions  asymptoliques  de  la  sec- 
tion, le  ternie  en  yz2  disparaît  aussi.  Enfin,  si  Ton  choisit  l'axe 
Dlx(y  =  z  =  o)  de  façon  qu'il  passe  par  un  point  de  la  courbe 
d'intersection  du  plan  de  l'infini  avec  la  surface,  le  terme  en  .r8 
disparaît  à  son  tour,  et  l'équation  est  réduite  à  la  forme  à  huit  pa- 
ramètres 

As* -h  3  B  x*y  -h  \Gxy*  -h  3  Dx*  -+3  Exz*  -h  3  Fy*z 

-+-6G*-vs-i-3II-r-h  K  =  o. 

L'analogie  entre  ces  surfaces  et  les  cubiques  planes  à  centre 
consiste  en  ce  que,  pour  ces  dernières,  les  trois  asymptotes  sont 
concourantes. 

On  voit,  de  plus,  qu'il  suffirait  d'annuler,  dans  celle  équation, 
le  seul  coefficient  K  pour  obtenir  une  surface  à  centre  de  symé- 
trie. 

Deuxième  théokèmk.  —  L  ne  surface  cubique  peut  être  trans- 
formée liomologiquemenl  en  une  surface  possédant  deux  sec- 
tions planes  à  centres  de  symétrie,  le  centre  étant  le  même  pour 
les  deux  sections. 

Soit  M  un  point  d'intersection  de  la  surface  S  et  de  la  hes- 
sienne  II,  c'est-à-dire  un  point  de  la  courbe  parabolique;  la  qua- 
drique  polaire  Q  de  M  est  un  cône  langent  à  S  au  point  M;  soit  A 
son  sommet  et  considérons  deux  génératrices  AB,  AC  de  ce  cône; 
toute  droite  Mj,  menée  par  M  dans  l'un  des  plans  MAB,  MAC, 
coupe  la  surface  en  deux  points  autres  que  M,  qui  forment  avec 
M  et  le  point  (M.r,  AB)  ou  le  point  (M/,  AC)  une  division  har- 
monique. 

Donc  si,  M  étant  le  centre,  on  transforme  liomologiquemenl  la- 
ligure  de  façon  que  le  plan  ABC  passe  à  l'infini,  la  surface  trans- 
formée sera  telle  que  les  sections  par  les  plans  MAB  et  MAC  au- 
ront le  point  M  pour  centre  de  symétrie. 

Si  donc  nous  prenons  MAB  et  MAC  pour  plans  de  coordon- 
nées xOy  et  .rOc,  les  termes  en  jr2,  r2,  s2?  •*;}*,  *z  disparaîtront 
de  l'équation  ainsi  que  le  terme  indépendant.  De  plus,  farcie  MA 
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du  cône  rencontre  la  surface  en  trois  points  confondus  en  M  et, 
par  suite,  le  terme  en  x  doit  aussi  faire  défaut. 
L'équation  est  actuellement  réduite  à 

Atx*-+-  Aty*+  X*z*-h3niX*y  -h  3B,3y«-+- 3B3x«5  H- 3B4«f 

-h  3 B5 v* 3  4-3 Bfi/-3* -+■  6 D xyz  -+-  6 Eyz  -+-  3 F,j  +  3F^  =  o. 

Considérons  la  seclion  y  =  o,  elle  a  au  moins  une  direction 
asymptolique  réelle;  prenons-la  pour  axe  des  z;  il  faut  alors  que 
A3=  o.  De  même,  en  prenant  pour  axe  des  y  une  direction  asym- 
ptotique  réelle  de  la  section  z  =  o,  on  a  A2=o.  L'équation  est 
alors  réduite  à  la  forme  à  dix  paramétres 

A^s-f-  3  HiT*y  ■+-  3B,a?j«-h  3B3^*^  -+-  3B4;rs*-H  3B5.T*s  H-  3B6^s* 

-h  6  D  xyz  -h  6  Eyz  -h3F1j-+-3FJ3^o. 

On  voit  qu'il  suffit,  ici  encore,  d'annuler  un  seul  paramètre  qui 
est  E,  pour  que  la  surface  ait  un  centre  de  symétrie.  On  voit,  de 
plus,  que  Oy  et  Os  sont  non  seulement  parallèles  à  deux  direc- 
tions asymptotiques,  mais  sont  des  asymptotes. 

Troisième  théokèmk.  —  Une  sur/ace  cubique  peut  être  trans- 
formée liomotogiquement  en  une  surface  possédant  trois  sec- 
tions parallèles,  à  centre  de  symétrie,  les  trois  centres  étant 
en  ligne  droite. 

On  sait  que  les  plans  polaires  des  points  d'une  droite  enve- 
loppent, en  général,  un  cône  du  second  ordre  dit  cône  polaire  de 
la  droite,  qu'il  existe  une  congruence  de  droites  pour  lesquelles 
ce  cône  est  réduit  à  une  droite  dite  droite  polaire. 

Soit  d  une  droite  possédant  une  droite  polaire  et  soit  o  celte 
dernière;  les  plans  polaires  des  points  de  d  passant  tous  par  o,  les 
quadriques  polaires  de  tous  les  points  de  o  passent  par  la  droite  </. 
Soit  O  un  point  d'intersection  réel  de  o  et  de  la  surface  cubique  S. 
La  quaclrique  polaire  de  O,  comme  toutes  celles  des  points  de  o, 
passe  par  d,  mais,  en  outre,  elle  est  tangente  à  S  au  point  O. 
Toute  droite  menée  par  O  coupe  la  quadrique  polaire  en  un  se- 
cond point,  conjugué  harmonique  de  O  par  rapport  aux  deux 
points,  autres  que  O,  où  cette  droite  coupe  S.  Projetons  liomolo- 
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giquement,  O  étant  centre,  de  façon  que  d  soit  portée  à  l'infini, 
la  section  par  le  plan  (O,  d)  devient  une  cubique  à  centre.  Or,  il 
en  sera  de  même  des  sections  par  les  plans  transformés  de(0',rf) 
et  de  (O",  d)y  C  et  (Y  étant  les  autres  points  (3,  S),  car  les  qua- 
driques  polaires  de  ces  points  contiennent  d. 

Par  suite,  si  l'on  prend  O  pour  origine,  (O,  d)  pour  plan  xOy\ 
si,  de  plus,  on  a  projeté  à  l'infini,  non  seulement  d,  mais  aussi  le 
point  de  3  qui  est  conjugué  harmonique  de  O,  par  rapport  à  O' 
et  0%  de  telle  sorte  que,  dans  la  figure  transformée,  O  devienne 
le  milieu  de  la  distance  des  deux  autres  points,  l'équation  se  ré- 
duit à 

A,  a-'H-  A,j3  -i-  A353-H  3  B,**^  ■+-  3  B,  jrj^-h  3 1),*;*-+-  3  B^*« 

-+-  6 D! xz  -h  6 \>t}z  +  3E,r  +  3 Etj-  —  A3 h*  z  =  o, 

h  étant  la  distance  de  O  aux  deux  autres  points  (o.  S)  dans  la  fi- 
gure transformée.  Si  maintenant  Ton  prend  Or  parallèle  à  une 
direction  asjmp  loti  que  réelle  de  xOy  (c'est-à-dire  coïncidant 
avec  une  asymptote)  et  Oy7  conjugué  harmonique  de  Oy  relati- 
vement aux  deux  autres  directions  asymploliqucs  de  cette  section, 
l'équation  se  réduit  à  la  forme  à  neuf  paramètres 

A  ,  .7*  ■+-  Aj*3  -4-  3  BtXjr*  +3B3J3»-r3  B^s* 

+  6D|j3  +  fi  I\ks  +  3Ej.r+3  lit  y  h-  F.r  =  o. 

Si,  dans  le  raisonnement  conduisant  au  théorème  2,  on  sup- 
pose que  les  génératrices  AH  et  AC  sont  infiniment  voisines,  on 
arrive,  en  effectuant  les  modifications  convenables,  à  un  autre 
théorème  analogue. 

Enfin,  si  Ton  projette  à  l'infini  la  génératrice  du  cône  A  M  en 
plaçant  le  centre  de  projection  en  un  point  de  ce  cône,  on  peut 
obtenir  aussi  un  théorème  présentant  une  analogie  partielle  avec 
le  théorème  de  Newton  sur  la  perspective  des  cubiques  planes. 
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SUR  LES  FONCTIONS  A  ESPACES  LACUNAIRES; 
Par  M.  K.iiy<;owski. 

Considérons  un  ensemble  dénombrable  P  de  points,  situés  Ions 
dans  un  domaine  D  de  la  variable  complexe  z.  Cel  ensemble  P 
do  il  être  partout  condensé  dans  D  el  peut  être  formé  par  les 
points  rationnels,  algébriques  de  ce  domaine,  ou  même  au  moyen 
des  ensembles  dénombrables  el  partout  condensés  de  points  algé- 
briques et  transcendants.  Pour  obtenir  l'expression  d'une  fonc- 
tion uniforme  et  continue,  pour  laquelle  le  domaine  D  est  un 
espace  lacunaire,  il  faut  avant  tout  connaître  l'expression  générale 
d'un  tel  ensemble  pour  le  domaine  D  et  puis  procéder,  comme 
l'indique  M.  Poincaré  dans  son  Mémoire  :  Sur  les  fondions  à 
espaces  lacunaires  (A  cl  a  Soc.  Scientiarum  Fenn.%  t.  XI 1,  el 
American  Journal,  t.  XIV). 

Prenons,  par  exemple,  dans  le  plan  des  //',  le  carré,  dont  les 
sommets  sont 

K^4,     Ki>T,     -Kr"*",     --Ki>T, 

où  k  désigne  le  quart  de  la  période  réelle  desnu'.  Les  points  dits 
rationnels  de  ce  domaine  seront  donnés  par  la  formule  suivante, 
dans  laquelle  les  //?,-  désignent  des  entiers, 

(il  .  _    . .  / /  — : _ 

}.  ///|  —  /il  2  Hl-i  -r-  ffl , 


~  i 


Kn  passant  du  plan  de  la  variable  u'  nu  plan  de  ti  —  u! e  *  ,  on 
obtient  au  lieu  de  (i)  les  points 

i  /  •    ,  -  /  "'  i    ■  /"  *        .«h  —  m  i  \ 

(  >  »  "m,,///.,  m,,///.  ~  7«  ■  —  ')  M ''    ^~  ' * 

-  V  fll\  -+■   ///*  //'t      /M*/ 

Faisons  maintenant  la  représentation  conforme  de  ce  carré 
dans  le  plan  des  u  sur  la  surface  du  cercle  décrit  de  l'origine  avec 
de  rayon  égal  à  un  dans  le  plan  des  z. 

On   aura,  d'après   la   formule  de  M.  Scbwarz,   pour  l'ensemble 
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de  poinls  du  cercle,  qui  correspondent  aux  points  du  carré,  l'ex- 
pression 

(3)  sn  \Ui  —  i)K  ( h  i )>  i   • 

La  fonction  suivante, 

-+■  • 

(4)  f(z)=         V  II  | ï r  1  e?«*i,»i,»i,«i4», 

i/»,m,m,m4=0j 

dans  laquelle  H  est  l'algorithme  d'une  fonction  rationnelle  et  en- 
tière, et  dans  laquelle  cp(/w«,  m2i  /w3,  mh)  désigne  la  forme 

Zj  ctikmimk,        (ia,  A-  =  i,  a,  3,4) 

t.* 

définie  et  négative  de  mn  m2,  /w3,  m.s,  nous  présente  une  fonc- 
tion uniforme  et  continue,  pour  laquelle  la  surface  du  cercle  est 
un  espace  lacunaire.  Parmi  les  points  (3)  il  y  a,  d'après  un  théo- 
rème d'Abel  sur  la  division  de  la  lemniscate,  une  infinité  de  points 
algébriques. 

Considérons  maintenant  la  formule 

{voir  le  Traité  d'Analyse  de  M.  Picard,  t.  III,  p.  33a)  et  sup- 
posons qu'on  ait,  avec  les  notations  de  M.  Picard, 

m  =  n  =  p  =  3, 

Dans  ce  cas,  l'inversion  de  celle  intégrale  nous  donne  la  formule 

*  0) 


»"**(&) 


par  laquelle  on  fait  la  représentation  d'un  triangle  équilaléral  dans 
le  plan  des  y,  sur  la  moitié  positive  du  plan  des  x*  En  passant  de 

(')  On  pourrait  simplifier  cetle  formule  en  prenant  Cy  au  lieude^(C  =  consl.). 

xxv.  17 
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la  moitié  du  plan  des  x  à  la  surface  du  cercle  décrit  de  l'origine 
avec  le  rayon  égal  à  un  dans  le  plan  des  z>  on  obtient  la  formule 


(5)  z=  ■ 


-'-**[&] 

'"**[&] 


Les  sommets  du  triangle  équilatéral  dans  le  plan  des  y  sont 
donnés,  à  des  périodes  près,  par  les  expressions 

où  a  est  défini  par  la  relation  p'oi  =  —  a*. 

Prenons  maintenant  les  points  rationnels  de  ce  triangle  d'après 
la  formule 

"      *       *  //l|-h  /Wj-f-  /Wj 

les  points  correspondants  du  cercle  seront  donnés  par  les  points 
zmt  mt  Wg  de  la  formule  (5)  dans  laquelle  l'argument  y  prend  les 
valeurs  J'm|,mt,m,. 

En  écrivant  une  formule  analogue  à  la  formule  (4),  dans  laquelle 
•5mltmt.m,  se  trouve  au  lieu  de  sn(ami>mf>m>  mt)  et  cp(/w,,  w2,  m8) 
au  lieu  de  <p(/?i|, /?t2,  m3, /?t4),  on  obtient  une  nouvelle  expres- 
sion d'une  fonction  uniforme  et  continue,  pour  laquelle  le  cercle 
est  un  espace  lacunaire.  La  sommation  s'étend  dans  cette  formule 
à  toutes  les  valeurs  des  entiers  mî7  //i2,  /ws.  Il  en  est  de  même 
dans  les  autres  cas  (foc.  cit.,  p.  333) 


m  —  i% 

/i  —  4. 

/»  =  4, 

m  —  ?., 

n  —  3, 

/?  =  fi. 

Faisons  maintenant  la  représentation  conforme  d'un  domaine  R 
dans  le  plan  des  z  sur  la  surface  du  cercle  décrit  de  l'origine  avec 
le  rayon  égal  à  un  dans  le  plan  des  u.  La  fonction  z  =f(u)  est  uni- 
forme, continue,  etc.,  pour  tous  les  points  u,  qui  sont  à  l'intérieur 
du  cercle.  Prenons  maintenant  pour  points  u  de  ce  cercle,  par 
exemple,  les  points  (3)  ou  (5);  les  points  correspondants  z 
formeront  aussi  un  ensemble  de  points  dénombrable  et  partout 
condensé.  On  voit  donc  que  la  recherche  de  fonctions  à  espaces 


—  243  — 

lacunaires  est  équivalente  à  la  solution  du  problème  de  la  repré- 
sentation conforme  (c'est-à-dire  à  la  solution  du  problème  de 
Dirichlel). 

Au  lieu  de  l'élément  dans  l'algorithme  H,    on    pourrait 

Z  —  CL 

prendre,  par  exemple,  l'élément 

(6) 


ez-a  _  !  ' 


dans  lequel  a  désigne  le  point  de  l'ensemble. 

La  convergence  absolue  et  uniforme  de  ces  sortes  de  séries 
nous  montre  que  nous  obtiendrons  ,  d'après  le  théorème  de 
Weierstrass  [Zur  Functionenlehre  {IVerke,  t.  II,  p.  ao5)],  des 
fonctions  monogènes,  uniformes  et  continues.  Dans  le  cas  de  l'élé- 
ment (6),  ces  fonctions  ont  des  espaces  lacunaires  périodiques. 


SUR  UNE  FORMULE  DE  LAGUERRE,  ÉTENDUE  AUX  PSEUDO-SURFACES; 

Par  M.  l'abbé  Issaly. 

Étant  donnée  une  courbe  quelconque  (S),  tracée  sur  une 
pseudo-surface  J",  et  rapportée  (')  à  un  système  de  coordonnées 
curvilignes  (s)  et  (s1),  dont  les  tangentes  respectives,  MX  et  MY, 
sont  à  angle  constant  <&,  si  l'on  désigne  par  p  et  t  les  rayons  de 
première  et  de  deuxième  courbure  de  cette  ligne,  par  w  l'angle 
que  son  plan  osculateur  fait  avec  la  normale  MN  ou  MZ,  élevée 
sur  J",  on  aura 


î   dp  fi      .,  dm\       .. 

-         -  t*ngw  (-- i  jg )  =  U, 


expression  dans  laquelle  H  désigne  une  fonction  de  l'angle  formé 
par  la  tangente  MT  de  (S)  et  l'axe  MX,  fonction  que  le  calcul  qui 
suit  doit  d'ailleurs  nous  faire  connaître. 

Pour  établir  cette  formule,  soient  cp  et  <p'  les  angles  que  MT  fait 

(')  Voir  (t.  XVI  et  XVII  de  ce  Recueil)  les  Mémoires  intitulés  : 

I.  Nouveaux  principes  de  ta  théorie  des  congruences  de  droites  (1888). 

II.  Étude  géométrique  sur  ta  courbure  des  pseudo-surfaces  (1889). 
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avec  les  axes  coordonnées  MX,  M  Y  et  tels,  par  conséquent,  que 
l'on  ait 

(i)  ©-+-»'=  4>  =  const. 


De  l'un  ou  de  l'autre  des  triangles  infinitésimaux  Mu, M'  ou 
Mu/ M',  on  tire 

,   x  ds  ds'  dS 

(2)  -. -,   =    -. =   -^— -  , 

sincp         sincp        sin<p 

avec 

dS*  =  ds*  h-  ds'*  +îé  ds'  cos*. 

Soient,  d'autre  part,  —  la  première  courbure  de  niveau  (cour- 

r 

bure  géodésique),  s  la  première   courbure  de  profil  (courbure 

verticale)  et  —  la  première  courbure  de  front  {torsion!  géodé- 
sique) de  (S).  Aux  notations  près,  qu'il  nous  paraît  avantageux 
de  modifier  (I,  n°  7),  il  viendra 

sin*       d®    .  .      ,        ,   . 

(3)  — r~  =  -jk  sin«p  -+-  (rsincp  -+-  r  sincp), 

sin<I> 

(4)  - — t-  =  (p  sincp'  -+-//  sincp)  si  no  —  (q  sincp' -h  q'  sincp)  sincp', 

P 

sin  <$>  . 

(5) =  (/>sincp'-H  p  sincp)  coscp  -^  {q  sincp' -r-  q'  sincp)  coscp'. 

Po 

A  ces  valeurs,  il  nous  faut  adjoindre  les  suivantes  (I,  n°  13), 
dont  nous  aurons  bientôt  à  faire  (partiellement)  usage 


(3') 


(4') 


('V) 


i         sinny 

siny              i         dy 

P'  "     P*     ~ 

I             COSTÎT 

pu              *i        do 

cos<!>             i          dy 

=              -+-     ,,,  y 
pg                     Xy           (13 

sin^             i         dm 

P£                            Tjj               db 

?"               P* 
I            COS£ 

Po           Pu 

Les  courbures  —  (  au  lieu  de  ->  pour  la  symétrie  )  —  >   —  repré- 

P<X     \  P        r  J  /    PU         P6  ^ 

sentant  les  trois  déviations,  initiale,  horizontale  ou  verticale  de 
(S),  que  Ton  sait,  tout  comme  —  (  au  lieu  de  -  J  >  —  y  —  en   sont 
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trois  flexions  ou  torsions  correspondantes,  à  savoir  :  celles  de 
front,  de  profil  ou  de  niveau. 

Ceci  posé,  on  remarquera  que,  puisque  cp'  =  <ï>  —  cp,  et  que  3> 


i      i 


est  invariable,  par  hypothèse,  les  courbures  composantes  -,>  -y» 

—  »  prises  sous  les  formes  (3),  (4)  et  (5)  sont  des  fonctions  du 

seul  angle  cp,  lesquelles  dès  lors  conviennent  à  toutes  les  courbes 
de  S"  qui  admettent  en  M  la  même  tangente  MT.  Choisissons  la 
deuxième  de  ces  courbures.  En  la  rapprochant  de  (4'),  on  aura 

(6)   sin4>  l  j  =  (/>sin  ©'-*-/>' si  ncp)sincp — (grsincp'-h^r'sincpjsincp'. 

Mais,  des  relations  (9.),  où  Ton  regarde  ds  et  ds'  comme  constants, 

on  déduit 

.    K  do         f/jccos©        sincp'cos© 

(~\  i_    = •_  =;  ' I  , 

do'       ds'  coscp'        sincp  coscp' 

et.  par  suite  (à  cause  de  dvf  =  —  rfcp), 

(7')  sincp'coscp  = — sincp  coscp'. 

Si  donc  on  différentie,  par  rapport  à  cp,  l'expression  (6),  on 
trouvera 

•    ^  d  /cosm\  ,         ,  .  .      ,         ,   .  , 

sin<!>  -T-  l \  =  %(p  sincp  -h  p  si  no)  coscp  -h  i(q  sincp  -+-  q  sincp)  coscp  , 

c'est-à-dire  (5) 

(8)  £^)=  ». 

do\     ç     )       p0 

Par  un  calcul  en  tout  semblable  on  trouve  encore 

,  d    /cosm\  •> 

(8)  iç\—)=-t; 

De  là,  les  identités  suivantes,  éminemment  propres  à  notre  objet  : 
d  /costd\  _   d  /cosm\do  _  d    /cosm\do'  _  9.   do 

(9)    ds  \~)~~  S?\""~p/5s~  9~~d?  \~p/5s  "p^  3s' 

Que  si,  en  effet,  on  rapproche  d'elles  la  troisième  des  relations 
(.V),  il  viendra,  après  avoir  développé  le  premier  membre, 


1    do 

p*  dS 


i  dm    .  1 1        dm  \  do 

cosro_.5_sinro=_,^  __)_=. 
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Éliminant  -yl  >  dont  la  valeur,  tirée  de  (3)  et  de  (3'),  est 

do        sinra        rsincp' -h  r'sino 
dS  ~~      p  sin* 

divisant  ensuite  le  tout  par  — : —  ou  —  >  on  arrive,  après  un  dédou- 
blement de  termes  facile  à  saisir,  à  la  formule  que  voici 

(,o)       l  g  -u„g,  (3-3  *)  =  ,  M  ^in?'+  r'siny  =  H 

\pv 

C'est  précisément  celle  qu'il  s'agissait  d'établir. 

11  convient  d'observer  que  cette  fonction  de  (p  annoncée,  H,  peut 
aussi  s'écrire 

H  = — à     .   *V    (rsinç  -f-  r  sino), 

l'angle  ty  n'étant  autre  que  celui  que  fait  la  tangente  MT  avec  sa 
représentation  sphérique. 

Si,  au  lieu  de  supposer  4>  constant,  comme  nous  l'avons  fait, 
dès  le  début,  nous  le  supposons  variable,  les  relations  (7)  se  con- 
serveront, sans  doute;  mais,  à  l'encontre  de  (8)  et  de  (8'),  on 
trouvera 


(11) 


do 


!     /COSGJ  \  2       .  d*  .         ,  ,    .  f 

-  (  sin<P  )  =      —  sin4>  —  1  -j—Aq  sin©  —  a  sinç)cos<p \ 

?  \     P  /  Po  do  T        '        T  T 

^    /COSOT    .        \  'A      .  rf*  .       ,  f    . 

-7—,  ( sin<P  )  = sin<p  -+-  2  -7— (/?  sinç  -f- />  sin<p)cos9. 

do  \     p  )  p0  t/cp  ^        T       ^         T'        T 


Or,  on  ne  saurait  faire  sortir  d'un  tel  système  les  identités  (p) 
et,  partant,  l'artifice  de  calcul  qui,  seul,  a  pu  nous  conduire  au 
résultat  devient  totalement  impossible. 

Ajoutons,  pour  terminer,  que  tout  ce  qui  précède  devient  (à 
titre  de  cas  particulier  seulement)  applicable  aux  courbes  tracées 
sur  les  sur/aces,  mais  à  condition  qu'on  introduira,  tacitement 
du  moins,  dans  toutes  lés  formules  mises  en  jeu  ci-dessus,  la  con- 
dition caractéristique/?  =  —  ql ',  et  que,  en  outre,  au  lieu  de  con- 
sidérer les  arcs  comme  indépendants  et,  par  suite,  comme  des 
constantes,  dans  la  diflerentiation,  on  traitera  dS  d'abord,  puis  p 
aussi,  par  voie  de  conséquence,  ds  et  ds' ,  comme  des  fonctions 
données  de  deux  variables  arbitraires,  telles  que  u  et  a'. 
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SUR  LA  DÉCOMPOSITION  DUNE  CORRESPONDANCE  TANGENTIELLE ; 

Par  M.  G.  Fontené. 

I. 

1.  On  peut  appeler  élément  d'une  courbe  X  l'ensemble  d'un 
poinl  A  et  de  la  tangente  a  en  ce  point  :  un  point  nodal,  une  bi- 
lan gen  te  donnent  deux  éléments;  un  point  de  rebroussement,. 
une  tangente  d'inflexion  donnent  un  seul  élément;  à  chaque  élé- 
ment d'une  courbe  est  attachée  une  valeur  d'un  paramètre  t  qui 
lui  correspond  uniformément.  Avec  ce  paramètre,  une  droite 
passant  par  un  point  de  rebroussement  (non  par  un  point  nodal) 
est  une  tangente  parasite  d'une  courbe  donnée  par  ses  points;  de 
même  un  point  d'une  tangente  d'inflexion  (non  dune  bkangenlc) 
est  un  point  parasite  d'une  courbe  donnée  par  ses  tangentes;  à 
cela  correspondent  les  formules 

(  N  =  n  -r-X=  i( m  +  p  —  i), 

f  M=w+i=î(«+/)-i). 

On  peut  compléter  la  courbe  par  des  points  (classe  1)  places 
aux  points  de  rebroussement,  ou  par  des  droites  (ordre  1)  placées 
sur  les  tangentes  d'inflexion,  et  dire  que  N  est  la  classe  complète, 
que  M  est  l'ordre  complet.  Le  fait  que  tout  point  de  rebrousse- 
ment donne  lieu  à  un  point  de  ramification  de  la  surface  de  Rie- 
mann  qui  répond  à  l'équation  ponctuelle  de  la  courbe  est  en  rela- 
tion avec  ce  qui  précède. 

2.  On  peut  faire  correspondre  les  éléments(a,  A)d'une  courbe  X 
et  les  éléments  (A',  a*)  d'une  courbe  X',  par  la  condition  que 
la  tangente  a  passe  au  point  A'  :  nous  donnerons  à  celle  corres- 
pondance le  nom  de  correspondance  tangentielle,  et  c'est  une 
correspondance  (/i,  m')  si  X  est  de  classe  n  et  X'  d'ordre  m'. 
Supposons  X  complétée  au  poinl  de  vue  ponctuel,  X'  complétée 
au  poinl  de  vue  langenliel  ;  lorsque  A'  est  un  point  commun  à 
X'  et  à  X  complétée,  deux  éléments  (nr,  A)  coïncident  :  le  nombre 
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de  ces  coïncidences  est  m'  x  M,  ou  m!  x  a ( n  -+-  p  —  i);  lorsque 
a  est  une  tangente  commune  à  X  et  à  X'  complétée,  deux  éléments 
(A',  a1)  coïncident  :  le  nombre  de  ces  coïncidences  est  n  x  N', 
ou  n  x  i(m! '-f- p' —  1).  Un  contact  des  deux  courbes  complétées 
(contact  ordinaire  ou  singulier,  tangente  a,  point  de  contact  A') 
donne  simultanément  deux  éléments  (a,  A)  coïncidents  si  l'on 
part  de  A',  deux  éléments  (A',  a')  coïncidents  si  Ton  part  de  a. 

Les  points  communs  à  X'  et  à  X  sont  des  points  unis  de  la  cor- 
respondance :  leur  nombre  est  m'  x  m;  les  tangentes  communes 
sont  des  tangentes  unies  :  leur  nombre  est  n  x  n' . 

3.  La  correspondance  tangentielle  (/i,  m!)  peut  se  décomposer 
en  deux  correspondances  (a,  a')  et  ([ï,  ji'),  avec  a-4-jî  =  /*, 
a' -f-  jî' =•  m'.  Examinons  les  coïncidences  : 

i°  Si  A'  est  un  point  commun  à  X'  et  à  X  complétée,  sans  qu'il 
y  ait  contact  ordinaire  ou  singulier  en  A',  en  faisant  mouvoir  la 
tangente  a  dans  le  voisinage  de  la  tangente  en  A'  ou  dans  le  voi- 
sinage de  la  tangente  d'inflexion,  on  reconnaît  que  les  deux  élé- 
ments (a,  A)  qui  coïncident  appartiennent  tous  deux  à  la  corres- 
pondance (a,  a'),  ou  tous  deux  à  la  correspondance  (j3,  jî');  nous 
désignerons  para  le  nombre  de  fois  que  deux  éléments  (ez,  A) 
coïncident  ainsi  dans  la  correspondance  (a,  a'),  et  par  b  le  nombre 
analogue  pour  la  correspondance  ([3,  [3');  il  peut  d'ailleurs  arriver 
accidentellement  que  le  fait  en  question  se  produise  avec  contact 
des  deux  courbes,  et  Ton  en  tiendra  compte  pour  a  et  b.  De  même, 
si  a  est  une  tangente  commune  à  X  et  à  X'  complétée,  sans  qu'il 
y  ait  contact  ordinaire  ou  singulier  des  deux  courbes  pour  cette 
tangente,  les  deux  éléments  (A',  a1)  qui  coïncident  appartiennent 
tous  deux  à  la  même  correspondance;  a'  et  b'  indiqueront  com- 
bien de  fois  deux  éléments  (A',  a')  coïncident  dans  chacune  des 
deux  correspondances,  et  l  on  aura  une  remarque  analogue  à  celle 
faile  ci-dessus.  Sur  la  courbe  X.  la  correspondance  entre  deux 
points  A  qui  donnent  lieu  à  un  même  point  A'  est,  avec  la  notation 
de  Clebsch,  une  correspondance  [V(a  —  1),  a'(a  —  ')]«'  el»  dans 
des  conditions  qui  ne  sont  pas  celles  du  problème,  le  nombre  a 
aurait  pour  expression 

ïj'iï  -    i)-r  \Kp%'         ou         a'x2(a-+-/j  —  \); 


—  249  — 

nous  écrirons  ici 

a  =  a'x  2(a  -\- p  —  1)  —  Ai, 
a!  —  a  X  2(a'-h/>'—  i)  —  ku 

\  b  =p'X2(p-h/>-i)-A:î, 
j  A'=p  X2(p'-f-/?'-i)-A:ïî 

l'accord  des  deux  premières  formules,  par  exemple,  résulte  de  la 
formule  de  Zeuthen 

a' —  a  =  za(p'  —  i)  —  2«'(/>  —  i); 

les  nombres  kt  et  k2  sont  nuls  quand  la  correspondance  tangen- 
tielle  ne  se  décompose  pas. 

20  Le  fait  essentiel  pour  la  décomposition  d'une  correspon- 
dance tangenticlle  est  celui-ci  :  les  deux  courbes  complétées  au- 
ront un  certain  nombre  c  de  contacts  nécessaires,  contacts  pour 
lesquels,  À'  étant  le  point  de  tangence,  l'une  des  deux  tangentes 
a  coïncidentes  appartient  à  la  correspondance  (a,  a'),  tandis 
que  l'autre  appartient  à  la  correspondance  (jî,  [J'),  et  simultané- 
ment, a  étant  la  tangente  de  contact,  deux  points  À'  coïncident 
dans  des  conditions  analogues.  Comme  plus  haut,  une  correspon- 
dance (a'  j3,  p'a)  sur  X,  ou  sur  X',  conduit  à  poser 


r  =  a<J'-+-pa'-* 


,  A  1    -*-    À't 


2  ' 


A  -+■  k 
la  valeur  du  terme  — -  résulte  de  ce  que  Ton  doit  avoir 

2  * 

a  -f-  b  -+-  2C  =  m  x  i{tt  -h  p  —  i), 
ou  encore 

a -h  b'-r-  ic  =  n  x  i(m '-h p —  i). 

Je  me  propose  d'établir,  dans  des  cas  très  étendus,  Inégalité 
des  deux  nombres  k{  et  k2  ;  on  aura  alors 

.  i  a  =  a'x  2(a  -h p  —  i)  —  A, 

(2)  < 

/  a'  =  a  x  2(a'-+-p'—  i)  —  A*, 
(  6=fi'x2(43+/>-i)-A-, 
/  £'=P  xï(P'+/j'-i)- A, 
(4)  c  -  ap'  -r  pa  -4-  A. 

Ce  résultat  csl  surtout  intéressant  pour  a  =  i ,  ou  %'  =  i .  Dans  le 
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premier  cas  on  a  a  =  o,  k  —  ipy',  el  le  nombre  des  contacts 
des  deux  courbes  X  et  X'  complétées  est 

(5)  c  —  m'-\- 7.'(n -h  ?.p — 2),         a  =  i. 

Il  faut  ajouter  que,  pour  a  =  i,  une  tangente  d'inflexion  de  X 
touche  la  courbe  X'  complétée  aux  a!  points  correspondants  :  on 
voit  en  effet  sur  une  figure  que  X'  ne  peut  traverser  une  tangente 
d'inflexion  de  X  en  un  point  qui  fait  partie  de  la  correspondance 
(1,  a');  pour  a'=  1,  un  point  de  rebroussement  de  X'  est  néces- 
sairement un  point  multiple  d'ordre  a  de  X  complétée;  il  y  a 
là  des  contacts  singuliers  qui  font  partie  de  ceux  qu'exige  la  dé- 
composition. On  peut  écrire  pour  le  nombre  des  autres  contacts 

a  =  1 ,         c  —  1 1'  =  m'-f-  a'(/n  —  n  ), 
a'=i,         c —  x'a=  n  -+-a(/i' — m'). 

Si  l'une  des  deux  correspondances  est  une  correspondance  uni- 
forme, a  =  a'  =  1,  le  nombre  des  contacts  des  deux  courbes  com- 
plétées est 

c  =  m' -h  n  ■+-  •!(/>  —  1),        «=t,        «'  =  !, 

p  étant  le  genre  commun  des  deux  courbes;  toute  tangente  d'in- 
flexion de  X  touche  X'  complétée,  tout  point  de  rebroussement 
de  X'  est  sur  X  complétée. 

(Dans  le  cas  de  deux  courbes  unicursales,  a  et  a'  étant  quel- 
conques, on  a  A*  =  o,  el  le  nombre  des  conditions  nécessaires  pour 
la  décomposition  est  aJïJ'-f-  (3a',  ou  c  ;  mais  des  contacts  en  nombre  c 
n'assurent  pas  la  décomposition.  Je  compte  revenir  sur  ce  point.) 

b.  Pour  démontrer  que  Ton  a  /r,  =  k2  il  faut  démontrer,  par 
exemple,  l'égalité 

c  -T-  a  —  x{m' —  ol  )  -f-  (n  —  a) a' -h  a'  x  i{ a  -t- p  —  i) 

=  a  m'  -1-  %'  (  n  -r-  xp  —  1  ), 
c4-a-a/«'-^'/(/H  +  t  —  n)         ou         (a  m' — a'/i  )  -f-  %'(m  -f-  1), 

dont  la  seconde  forme  s'obtient  en  retranchant  et  ajoutant  a'/> 
après  la  seconde  ligne.  Or,  en  transposant  a'  1  le  nombre  c-\-a  —  a7  ». 
est  le  nombre  des  points  unis  de  la  correspondance  (a,  a'),  chaque 
langente  d'inflexion  de  X  amenant  dans  c  -f-  a  une  contribution 
de  y.'  unilés  qu'il  faut  écarter  quand  on  considère  les  points  unis 


s 
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pour  les  courbes  non  complétées.  Les  tangentes  unies  de  la  cor- 
respondance (a,  a')  sont  de  même  en  nombre  c  -f-  a! — ax'.  En 
désignant  par  A  le  nombre  des  points  unis  de  la  correspondance 
(a,  a'),  par  A'  le  nombre  des  tangentes  unies,  on  a  donc  à  établir 
les  formules 

(  A  =  zm'-h  a'(m — n),  (  A  =  a'/n-t-  (a//i'—  a'n), 

(6)     l  ou  { 

)  A'  =  a'/i  +-a(/t'  —  m'),  |  A'=a/i'-(am'-a'/i), 

et  il  sufGt  d'en  établir  une,  puisque  Ton  a  à  démontrer  seulement 

A*j  —  A*2  • 

IL 

5.  Supposons  d'abord  que  la  correspondance  tangentielle 
(a,  a')  est  due  à  une  correspondance  dans  le  plan  établie  par  les 
relations 

UX  +  C/  +  H'2  =  0, 

F(«,  i>,  w,x,y%  z)  =  o, 

dont  la  seconde  est  du  degré  a  en  u,  v,  w  et  du  degré  a'  en  {x^y,  z)\ 
à  une  droite  //,  c,  \v  du  plan  correspondent  a'  points  qui  sont  les 
intersections  de  celte  droite  avec  la  courbe  de  transformation 
F(w,  y,  iv,  x,y,  z)  =  o,  . . ..  Soient 

<p(w,  i>,  w)  =  o,        ty(x,  y,  z)  =  o 

les  équations  des  deux  courbes  X  et  X',  déduites  Tune  de  l'autre 
par  les  relations  ci-dessus.  Il  faut  observer  ceci  :  les  choses  devront 
être  telles  que,  si  Ton  prend  une  tangente  a  à  la  courbe  X,  les  a' 
points  correspondants  soient  sur  la  courbe  X',  et  que,  si  Ton 
prend  un  point  A'  sur  la  courbe  X',  les  a  droites  correspondantes 
touchent  la  courbe  X  ;  avec  a  =  î ,  le  connexe 

peulêtrequelconque,  et  l'on  peut  se  donnerréquation»(//,  r,  iv)=o 
de  la  courbe  X  ;  dans  le  cas  général,  si  le  connexe  et  la  courbe  X 
étaient  quelconques,  on  obtiendrait  bien  la  courbe  X'  comme  lieu 
des  a'  points  correspondant  aux  tangentes  a  de  la  courbe  X, 
mais  cette  courbe  X  aurait  une  seule  tangente  correspondant  à 
chaque  point  A'  de  la  courbe  X'  :  le  connexe  et  la  courbe  X  doi- 
vent être  tels  que,  la  courbe  X  avant  donné  la  courbe  X'  comme 


lieu  de  a'  poînls,  la  courbe  X'  donné  la  courbe  X  comme  enve- 
loppe de  a  droites.  On  remarquera  encore  que  les  trois  connexes  ' 
ux  -f-  . . .  =  o,  F  =  o,  <p  =  o  définissent  le  couple  de  courbes  IL 
et  X',  et  que  l'absence  des  coordonnées  x,  yy  s  pour  le  troisième 
connexe  permet  aux  deux  courbes  de  n'être  pas  liées  par  une 
relation  unidéterminative. 

Supposons,  comme  on  y  est  conduit  par  l'étude  du  cas  parti- 
culier a  =  i,  et  du  cas  corrélatif  a'=  i,  que  certaines  droites 
u0x-\-v0y-\-WoZ  =  o  (droites  fondamentales  du  connexe  F)  font 
partie  de  la  courbe  de  transformation  correspondante 

F  (  Mo,  . .  . ,  -F,  •  . .  )  =  o, 

de  sorte  que  l'on  ait 

F(a©,  ...,*,...)  =  (  i*oa?H-. ..)  x/(a©,  !..,  x, ...); 

parmi  les  tangentes  à  la  courbe  X,  une  tangente  simple  ou  mul- 
tiple d'ordre  G,  une  tangente  simple  ou  multiple  d'ordre  H,. . . 
pourront  être  des  droites  u0j  v0,  w0  comme  les  précédentes,  et  nous 

poserons 

6  =  G  +  H  +  ...; 

pour  une  telle  droite,  au  lieu  de  a'  points,  on  obtient  tous  les 
points  de  la  droite,  et  cette  droite  se  présente  à  titre  parasite, 
G  fois,  H  fois,  . .  . ,  quand  on  déduit  la  courbe  X'  de  la  courbe  X. 
De  même,  parmi  les  points  de  la  courbe  X',  un  point  simple  ou 
multiple  d'ordre  G',  un  point  simple  ou  multiple  d'ordre  Hf,  .  . . 
pourront  faire  partie  (une  fois)  de  la  courbe  de  transformation 
correspondante,  si  la  transformation  admet  de  tels  points  (points 
fondamentaux  du  connexe  F),  et  nous  poserons 

0  '^G'-f-H  '-f-.... 

La  classe  de  la  courbe  X  étant  /i,  cherchons  l'ordre  m1  de  la 
courbe  X7.  Pour  cela,  cherchons  les  points  où  elle  est  rencontrée 
par  une  droite,  ce  qui  donne  à  résoudre  les  quatre  équations 

mi  +  cZ+w^o,         Xx -¥•  By  h-  Cz  =  o, 

F  =  o,         <p  =  o, 

dont  les  inconnues  sont  xlylz,  ulv\\v\  on  a  les  w,  r,  cr  par 
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les  équations 

F(u,  v,  w,  Bw  —  C*>,  . . .;  =  o,        <p(u,  t\  w)  =  o, 

et  le  nombre  des  (  w,  e,  w)  est  (a  -f-  a')/i  ;  mais  il  faut  écarter  6  so- 
lutions, et  il  en  reste  (a  4-  a!)n  —  8;  de  plus,  chaque  point  de  la 
couche  X'  correspond  à  a  tangentes  de  la  courbe  X  ;  on  a  donc  la 
première  des  formules 

!ï/n'  =  (a  +  j')«    —0,  (  a/n'-«'rt  =  an  —  0, 

ou        < 
a'n  =(a-f-a')/n'-0\  |  =  0' —  *!  m\ 

et  la  seconde  s'obtient  de  même.  On  peut  en  déduire 

j  ïd^fai+aa'-f-a'îjn  -(a-f-a')O, 
j  a  8  =(a»+«a'-+-a'î)m'-(a4-a')0  ; 

{       8-4-    8'=  an  -t-a'm', 
}  a'0-ha0'=a'»n  +  s*m'. 

6.  Cherchons  maintenant  le  nombre  À  des  points  unis  de  la 
correspondance  (a,  a'),  en  cherchant  combien  de  fois  un  point  A 
de  X  est  l'un  des  a!  points  A'  déterminés  sur  la  tangente  a  par 
la  courbe  de  transformation  F  =  o;  si  nous  obtenons 

(8)  \  =  a'fft  +  an-0, 

la  comparaison  avec  (7)  donnera 

A-am'=a'(m  —  n)        ou         À  =  j'ffi+(am' — a't)> 

c'est-à-dire  la  première  des  formules  (6);  il  faut  donc  établir  la 
formule  (8).  Lorsque  la  courbe  X  est  unicursale,  la  démonstra- 
tion est  immédiate  :  on  doit  avoir  F(m,  r,  tr,  x,y,  5)  =  o,  les 
quantités  x,y,  z  étant  ici  les  coordonnées  du  point  A;  or  m,  r,  w 
sont  égaux  à  des  polynômes  en  t  de  degré  /*,  et  x,  y*  z  sont 
égaux  à  des  polynômes  en  t  de  degré  m,  d'où  résulte  une  équa- 
tion en  t  de  degré  a/*  -+-  a'//?;  il  faut  d'ailleurs  écarter  des  solu- 
tions en  nombre  6.  Dans  le  cas  général,  il  faut  d'abord  évaluer 
l'ordre  m  de  X;  si,  parmi  les  points  de  contact  de  la  tangente 
multiple  d'ordre  G,  il  y  en  a  en  g  qui  sont  des  points  d'inflexion, 
de  sorte  qu'il  y  a  G  —  ig  points  de  contactordinaires, ...,  et  si  X 
a  encore  t,  bitangentes  et  '.,  tangentes  d'inflexion,  on  doit  poser 


—  254  — 

pour  les  formules  de  Pliïcker 

G(G  —  i) 

1  -f-  t  =  — h  ...-+-  (Ti  -f-  ti  ), 

•2 

et  c'est  bien  dans  ce  sens  que  la  lettre  t  a  été  employée  partout, 
au  n°  4  comme  ailleurs,  lorsqu'on  a  dit  que  c-\-a — a't  est  le 
nombre  des  points  unis  de  la  correspondance  (a,  a');  on  a  alors 

m  =  n(n  —  i)  —  (2t  -t-  3t). 

[Relativement  à  la  classe  n!  de  la  courbe  X',  il  y  aurait  à  sup- 
poser de  même  que,  parmi  les  tangentes  au  point  multiple  d'ordre 
G',  il  y  en  a  en  g1  qui  sont  des  tangentes  de  rebroussement,  .  . .]. 
La  formule  (8),  à  vérifier,  devient  ainsi 

(9)  A  =  /i[a-h(/i  -i)a']  —  [0 -h  a'(?.x  H- 3i)], 

et  le  terme  souslractif  a  pour  valeur  absolue 

(io)  G[i  -h  a'(G  —  i)]  -h  ga'-h  ...  -h  a'(^i -h  3 ti). 

Or,  pour  avoir  les  points  A  qui  coïncident  avec  l'un  des  a'  points 
transformés,  il  faut  résoudre  les  équations 

o(ll,  V,  il')  =  o, 

et  le  nombre  des  solutions,  ou  le  nombre  des  tangentes  communes 
aux  deux  courbes,  est  n[a  -f-  (n  —  l)a'L  ce  cl11'  ('onnc  Ie  premier 
terme  de  la  formule  (9)  ;  mais  il  faut  obtenir  la  réduction  (10). 
Pour  chacune  des  Tf  bitangentes  de  Xnna^=o,  ...;  c'est  une 
tangente  multiple  d'ordre  a'  à  la  seconde  courbe,  et  l'on  doit  écar- 
ter de  ce  chef  2a':,  solutions.  Pour  chacune  de  1,  tangentes  d'in- 
flexion de  X,  qui  est  d'abord  une  tangente  multiple  d'ordre  a'  à  la 
seconde  courbe,  cherchons  les  tangentes  à  cette  courbe  issues  du 
point  d'inflexion  1  :  //,  r,  <r  étant  les  coordonnées  de  la  tangente 
d'inllexion,  <7,  b%  c  étant  les  coordonnées  d'une  droite  menée  par 
le  point  d'inflexion,  w  -|-  Àa,  .  . .  sont  les  coordonnées  d'une 
droite  quelconque  menée  par  ce  point,  et  si  l'on  veut  les  tan- 
gentes à  F  =  o  menées  par  ce  point,  on   doit  considérer  l'équa- 
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tion  en  X  que  l'on  obtient  en  substituant  u  4-Xtf,  ...  à  w,  i>,  w 
dans  F  =  o;  or,  soit 

F  =2 M  i«A •>«■  ^  (?«)D  (?i)E  (?'«/  =  °> 
avec  A  -f-  B  -+-  G  =  a,  D  +  E  +  F  =  a' ;  on  aura 

<pi*(M  ■+■  *#» ...)  =  ?L(">  ?»  «c)-+-  X(a<p£„  -+-  ^<p^-f-c«p*itv)-+-  X*... 

=  X*..., 

puisque  l'on  a  <p„  =  o,  et  aussi  acp,"M  -+-...  =  o,  la  tangente  a  pas- 
sant par  le  point  d'inflexion  dont  les  coordonnées  homogènes  sont 
?«mi  ?«»"  î«»vî  l'équation  en  X  admettra  donc  la  racine  zéro  avec  le 
degré  de  multiplicité  2a7,  et,  parmi  les  tangentes  issues  de  1,  aa' 
se  confondent  avec  la  tangente  considérée  qui  est  seulement  mul- 
tiple d'ordre  a';  on  en  conclut  que  Ton  doit  écarter  3a'  solutions 
pour  chaque  tangente  d'inflexion.  En  second  lieu  il  faut  obtenir 
les  réductions  telles  que  G[i  4-a'(G —  Ol^^*' 5.  Pour  'a  pre- 
mière partie,  il  faut  montrer  que  la  courbe  F  =  o  ci-dessus  admet 
la  tangente  multiple  d'ordre  G  de  la  courbe  X  comme  tangente 
multiple  d'ordre  1  -f-  a'(G  —  1),  en  se  rappelant  que  cette  tan- 
gente multiple  de  X  donne 

F(i£oi . . .  >  **,  • .  •)  =  (u0x ■+- . . .)  x/(a0, . .  .,xy . ..), 

auquel  fait  correspond  le  premier  terme  du  binôme  précédent,  le  8 
de  la  formule  (9)  ayant  donné  G  x  1  dans  l'expression  (10);  la 
démonstration  est  facile  en  supposant  u0  =  0,  v0  =  o,  ce  qui  est 
permis,  et  en  cherchant  comme  ci-dessus  les  tangentes  à  F  =  o 
issues  d'un  point  de  la  tangente  considérée.  Quant  à  la  réduction 
g  et! ,  elle  est  analogue  à  la  partie  a'  de  la  réduction  3  a'  relative  à 
une  tangente  d'inflexion. 

7.  Voici  quelques  remarques.  La  correspondance  tangentielle 
(a,  a')  étant  due  à  une  correspondance  dans  le  plan  de  la  manière 
supposée,  considérons  l'une  des  7|  bitangenles  de  la  courbe  X 
qui  ne  sont  pas  des  droites  fondamentales  u0}  r0,  ii>0  du  connexe  F  : 
les  a7  points  correspondants  de  la  courbe  X7  situés  sur  celte  bi- 
tangente  seront  des  points  nodaux  de  X7;  inversement,  ...;  on 
aura  probablement  a7T,  =  aS'f  ;  la  figure  plane  qui  est  la  projection 
de  la  figure  formée  par  un  système  de  q  plans  montre  comment 
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,               .*      i                       -s/         q(q — \)(q  —  o) 
on  peut  avoir,  par  exemple,  a  =  o,  a  =  q  —  2,  of  =  ^— * — tt-2 » 

T|  =  ^-^ ->  chaque  bitangente  de  X  contenant  q —  2  points 

nodaux  de  X',  chaque  point  nodal  de  X'  étant  le  point  de  départ 
de  trois  bitangenles  de  X.  Pour  Tune  des  vf  tangentes  d'inflexion 
de  X  qui  ne  sont  pas  des  droites  fondamentales  de  F,  les  a'  points 
correspondants  de  X'  situés  sur  cette  tangente  d'inflexion  seront 
sans  doute  des  points  de  rebroussement  de  X' ;  inversement,  . . .; 
on  aura  probablement  a'tf  =  ax'r 

Pour  une  tangente  multiple  dfordre  G  de  la  courbe  X  qui  est 
une  droite  fondamentale  m0>  *'o?  «'o  du  connexe  F,  les  a'  points 
correspondants  de  X'  pourront  être  des  points  ordinaires;  voici  un 
exemple  du  fait  corrélatif  :  si  Ton  considère  un  limaçon  de  Pas- 
cal X'  dont  O  est  le  point  nodal,  et  un  cercle  bi tangent  X  ayant 
son  centre  sur  l'axe,  la  correspondance  tangentielle  (2,  4)  se  dé- 
compose en  deux  correspondances  (1 ,  2)  (1 ,  2),  et  chacune  de  ces 
correspondances  fait  partie  d'une  correspondance  dans  le  plan  de 
l'espèce  considérée  ici;  O  est  un  point  fondamental,  et  les  tan- 
gentes à  X  correspondantes  ne  donnent  lieu  à  aucune  remarque. 
Si  des  points  de  contact  en  nombre  g  sont  des  points  d'inflexion, 
il  en  est  encore  de  même,  excepté  dans  le  cas  a  =  1  signalé  à  la  lin 
du  n°  3;  voici  un  exemple  du  fait  corrélatif,  pour  lequel  a'=  1 
donne  le  cas  réservé  :  même  avec  une  cardioïde  pour  l'exemple 
ci-dessus,  avec  a'  =  2,  le  point  de  rebroussement  O  ne  donne  rien 
de  particulier;  il  est  vrai  que,  relativement  aux  points  de  rebrous- 
semenls  1  et  J  du  limaçon  qui  sont  aussi  des  points  fondamentaux, 
le  cercle  X  passe  par  ces  points,  mais  on  pourrait  remplacer  le 
cercle  X  par  une  conique  triplement  tangente  au  limaçon  et  pas- 
sant seulement  en  I  ou  en  J  ;  avec  une  quartique  binodo-cuspidale, 
on  aurait  trois  systèmes  de  coniques  X  et  les  coniques  de  l'un  des 
systèmes  ne  passeraient  pas  au  point  de  rebroussement;  nous 
reviendrons  sur  ces  faits.  Quand  on  passe  du  limaçon  à  la  car- 
dioïde, une  tangente  unie  disparaît  dans  chacune  des  deux  corres- 
pondances par  suite  de  l'abaissement  de  la  classe. 

8.   Avec  a  =  1 ,  les  équations  de  transformation  sont 

m 

ux  -\-vy  -+•  kvz  =  o, 
u  X  -î-  v  Y  -+-  w  Z  =  o, 
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et  Ion  a  les  formules  de  transformation 


// 


iV 


yZ —  z  Y        :X  —  xZ        xX —  y\ 
avec  les  a'2  4-  a'  -f-  1  points  fondamentaux 

S  __  Y  _  Z 

(|ui  laissent  la  droite  correspondante  indéterminée;  quand  on  se 
donne  1/,  r,  *v,  les  a'  points  A'  sont,  si  l'on  veut,  les  a'  points 
mobiles  communs  aux  deux  courbes 


a 


c 


«' 


yZ  —  z\  ~  jX-^tZ'  sX— arZ  ~~  xX  —  y\* 

lesquelles  passent  constamment  aux  points  fondamentaux.  Il  peut 
d'ailleurs  exister  des  droites  fondamentales,  pour  lesquelles  les 
points  A'  sont  indéterminés. 

L'équation  de  la  courbe  X  étant  'f  (//,  t',  <v)  =  o,  l'équation  de 
la  courbe  X'  serait 

o(  yZ  —  z\ )  =  o, 

s'il  n'existait  pas  de  droites  fondamentales  tangentes  à  la  courbe  \; 
on  aura  d'une  manière  générale 

m'  —  m  1  -+-  ol  )  —  0, 

comme  on  le  voit  ici  directement.  On  aura  inversement,  d'après  (-), 

ol' n  =  m'(i-+-  a')  — 0', 

et  l'on  peut  aussi  le  voir  directement  :  un  point  A'  de  V  donne 
pour  la  courbe  X  une  tangente  (t  qui  passe  par  le  point  (</,  />,  c) 

si  Ton  a 

x     y     z    \ 

X      Y      Z   ;    =  o, 
\  a     b      c 

et  l'on  aurait  m'(i-f-a') —  0'  tangentes,  si  cliaque  tangente  ne 
correspondait  pas  à  a'  points. 

La  première  des  formules  déduites  de  (7)  devient 


0'  =  (1  -+-  a'-t-  a'2  )//  -     (i  +  ï'iO, 


XXV. 
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que  Ton  explique  facilement  :  avec  0  =  o,  chacun  des  points  Ion- 
dam  en  taux,  en  nombre  i  -f-  n!  -h  a'2,  sérail  un  point  multiple 
d'ordre  n  de  la  courbe  X',  et  Ton  aurait  0'=  (i  -h  a' -h  a'2)/*;  mais, 
si  la  droite  i/0,  l'o?  <*'<>  donne  i/0X-H. .  .=  o,  elle  contient  i  -h  *' 
points  fondamentaux 

X       Y 

x        y  J 

et,  comme  la  courbe  X'  est  débarrassée  de  la  droite  parasite 
u0x  -h.  .  .  =  o,  ces  i  -h  a'  points  sont  seulement  (de  ce  chef")  des 
points  multiples  d'ordre  n —  i  de  X';  on  a  donc  bien  pour  H1  la 
formule  ci-dessus.  Comment  expliquerait-on  la  présence  du 
nombre  i-|-x'+  a'2  dans  l'autre  formule?  D'une  manière  générale, 
quel  est  le  rôle  du  nombre  a2-+-  aa'-h  a'2? 

9.  Les  remarques  du  n°  7  restent  exactes,  pour  a  =  i ,  avec 
l'exception  signalée,  pour  laquelle  nous  renverrons  à  la  fin  du  n"  3  ; 
on  trouvera  plus  loin  un  exemple  de  celte  exception  relatif  au  cas 
où  l'on  a  simultanément  a  ==  i ,  a'  =  i . 

Voici  une  vérification  des  formules  oj  =  a  t,  ,  x'|  =  a'il.  La 
formule  de  Zeuthen  donne,  a  étant  nul, 

(ii)  a' =  Hp'—  i)  —  •>.*'{  p  —  i),         a  =  i; 

évaluons  ici  le  genre />  de  la  courbe  X  sans  passer  par  l'ordre,  le 

genre//  de  V  sans  passer  par  la  clause;  en  supposant  0  —  o.  on  a 

d'abord 

-xi  p  —  \)  =  /ii—'\n  —  7(7,  — -  ii), 

el,  d'autre  pari,  la  courbe  X'  a  i -+- a'-f- a'2  points  multiples 
d'ordre  //,  avec  a'(7,  -f-  ».,)  points  doubles,  ce  qui  donne 

'>  (  /''  —  '  )  ~  mî       3/»'-(i  +  a'+a'2)  //  ( n  —  i  )  —  ■/  a'  (  Tj  h-  •  {  ) 

—  t.'  n  -  -+-  /*  (  a'2        ?7.'  —  •>.  )  —  x  y.'  (  t,  -f-  ». ,  >  ; 

on  a  alors 

n'  —  //(a' —  u(«'+2), 

et  ce  résultat  est  d'accord  avec  ce  fait  connu  que,  dans  le  connexe 
V  —  o,  les  droites  u,  c,  iv  qui  touchent  la  courbe  correspondante, 
courbe  de  transformation  ici.  ont  pour  enveloppe  une  courbe  de 

c I a sse  (V  —  a  )  (  a'  -t-  :>»  a ) . 
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On  trouvera  plus  loin,  pour  le  cas  a  =  i ,  a'=  i,  un  calcul  ana- 
logue avec  6  ^  o. 

10.   Pour  a  =  i ,  a'  =  i,  les  équations  de  transformation  sont, 
avec  un  choix  convenable  du  triangle  de  référence, 

// x  -h  v  y  ■+-  ir  z  =  o,         Aw.r   f-B rj'  -h  C  «•  ^  =  o ; 

d'où  Ton  déduit  les  formules  de  transformai  ion 

tir        rv        ivz 

-^-   =  -?-■  =   ,  A  H-  JJL  -4-  v  =  o  ; 

A  JJL  v 

si  Ton  écrit 

.r       __        y       __       z 

a  .  c  ii»        ;i .  «•  //        v .  //  r 

on  voit  que  les  droites  fondamentales  </,  pour  lesquelles  A'  est 
indéterminé,  sont  les  trois  colés  du  triangle  de  référence;  de  même, 
les  points  fondamentaux  A',  pour  lesquels  a  est  indéterminé,  sont 
les  trois  sommets  de  ce  triangle.  Les  deux  (tourbes  X  et  X'  avant 
pour  équations 

/A       .ut      v\ 
?(*/,   |\   il)  .-=o,  ?(  -.,    L,   .  \  =0f 

\  *r     J       *"  / 

la  courbe  X  pourra  admettre  la  droite  .r  =  ci  comme  langenlc 
multiple  d'ordre  (i,  le  nombre  des  points  de  contact  avec  inflexion 
étant  «•,  ...  ;  celle  courbe  X  pourra  être  telle  que  la  courbe  X' 
admette  le  point  // —  o  comme  point  multiple  d'ordre  G',  le 
nombre  des  tangentes  de  rebroussemenl  étant  **'.  ...  ;  on  aura 

et  l'un  ou  l'autre  des  deux  systèmes  équivalents  de  quatre  for- 
mules 

/  m'  =in  —  0,  '  //  —  9. in'  —  0', 

\  G'  =  /i  —  (II  +  K|,         \  0  =  m—  (H'-r-K'), 
(,'2)  ■  11=  n  —  (K  -h  G),         \  II  =  ##«' —  (K'-f-G'), 

K'  =  /l  —  ((i-r-II.»,  (    K  =  /II'- (G' H-  II'); 

la  courbe  X',  indépendamment  des  points  multiples  r  =  o  et 
w  =  o,  d'ordres  \V  et  K',  coupe  x  =  o  en  (i  —  *g  points,  lui  est 
tangente  en  ^  points,  cy»  17///  est  conforme  à  la  remarque,  faite 
à  la  fin  du  n" 3,  et  Ton  a  (i  -\-  II'-}-  K'  —  /;/':  de  même  la  courbe  X, 
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indépendamment  des  tangentes  multiples,  y=  o,  s  =  o,  d'ordres 
H  et  K,  est  supposée  avoir  G' — ig  tangentes  issues  du  point 
u  =  o,  et  admettre  ce  point  comme  point  multiple  d'ordre  g*;  la 
formule  m'=  in  —  0,  connue  par  ce  qui  précède,  résulte  directe- 
ment de  ce  que  la  courbe  transformée  d'un  point  est  une  conique 
circonscrite  au  triangle  de  référence.  La  réduction  de  V  par  0, 
expliquée  précédemment  pour  a  =  i ,  se  fait  ici  dans  des  conditions 
très  nettes,  et  l'on  a6'=3«  —  28,  ....  On  peut  écrire 

[         G  — G  ) 

(i3)  ou  H—  H  l   =  t        \  6  +  0'=  n  +  nï. 

I  (         (  ou  8' —  /«', 

[  ou  K'— K  ) 

Un  calcul  analogue  à  celui  du  n°  9  peut  être  fait  sans  supposer 
0  =  o.  Ce  calcul  consiste  ici  à  vérifier  que  les  deux  courbes  sont 
de  même  genre,  indépendamment  de  I  hypothèse  l+|x+v  =  o. 
On  doit  avoir 

i  •>.(/>  —  i)  =  n*  — 3/i  — G  (G  —  i) — ...  — ... —  a(T|-f-i|), 
\  >À(p  —  l)  =  ni*—  3w'-G'(G'-i)-...-...-î(x,+  i|), 

à  cause  de  S',  =  Tt,  x'f  =  i,,  et  l'on  vérifie  Faccord  de  ces  formules 
au  moyen  des  formules  (i3). 

Le  nombre  des  points  unis  dans  la  correspondance  (i,  i)  est 

A  =  c  —  ( g  -h  h  -h  k  )  —  i, , 

ou,  d'après  (())  et  (io), 

A  =  nH-—  (G2 -h. . .)  --  (g  -+-. . .)  —  (vit,  -+-  3»i): 

on  peut  ici  dire  que  ces  points  sont  donnés  par  les  relations 

X  tJL  V 

en  écartant  les  solutions  étrangères.  On  peut  considérer  égale- 
ment les  tangentes  unies,  qui  donnent  un  calcul  corrélatif.  Le 
nombre  des  contacts  véritables  est  alors 

c  —  (g'+h'+  //)  —  (g  -h  h  -h  Aj  -  i, 
ou 

or,  on  retrouve  ce  nombre  en  cherchant  le  nombre  des  points 
communs  à  deux  courbes  V  qui  correspondent  à  des  valeurs  in(i- 


\ 
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nimcnt  voisines  des  paramètres  X,  u,  v,  ou  du  moins  le  nombre 
des  points  communs  dont  le  lieu  forme  l'enveloppe  de  X',  débar- 
rassée des  points  fixes  et  des  tangentes  fixes;  donc,  si  Ton  fait 
varier  À,  u,  v  sous  la  condition  A  -f-  y.  -+-  v  =  o,  l'enveloppe  de  la 
courbe  X'  est  la  courbe  X.  On  aurait  un  résultat  corrélatif  en  se 
donnant  l'équation  de  X'  pour  en  déduire  celle  de  X,  avec  à,  jjl,  v 
que  Ton  ferait  varier. 

Comme  exemple  simple  du  cas  a  =  i,  a'=  i,  on  peut  avoir  un 
limaçon  de  Pascal  X',  avec  un  cercle  bitangent  X  n'ayant  pas  son 
centre  sur  Taxe  :  la  correspondance  tangenlielle  (a,  4)  se  décom- 
pose en  deux  correspondances  (i ,  1)  et  (i,3).  Les  points  fonda- 
mentaux sont  I,  J  et  le  point  double  O;  quand  O  est  un  point 
nodal,  il  ne  donne  rien  de  particulier  (7),  mais  quand  c'est  un 
point  cuspidal  (cardioïde)  le  cercle  X  passe  par  ce  point,  confor- 
mément aux  n°*  3,  7,  9  et  à  ce  que  l'on  a  vu  plus  liant;  le  cercle  X 
passe  dans  tous  les  cas  par  I  et  J,  qui  sont  des  points  cuspidaux; 
on  a  pour  le  limaçon  g'  =  o,  /*'=  1,  k'  =  1,  et  pour  la  cardioïde 
»'=,, /*'=,,  A'=,. 

Comme  exemple  assez  général,  on  peut  considérer  une  courbe  X 

ri  la  podairc  oblique  X'  d'un  point  O  par  rapporta  X.  Avec  des  axes 

rectangulaires  O/,  Or,  les  coordonnées  de  la  tangente  a  sont 

liées  à  celles  du  point  A',  pied  de  l'oblique  OA'  d'inclinaison  Y, 

par  les  relations 

|       n  .r  -+•  v  y  =  1 , 

I  —  uy  -f-  vt  =  tanjj  Y, 

ou,  en  posant  //4-r/  =  U,  u  —  vi=X,  ./• —  Yt  =  X,  x-\-  vi=  V, 

j  t\  +  VY  ^  u, 

(  U\     -\Y  =  îiitangV: 

le  triangle  des  droites  fondamentales  et  des  points  fondamentaux 
est  le  triangle  OU,  1  et  J  étant  les  points  cycliques.  Si  la  courbe  X 
admet  la  droite  à  l'infini  comme  tangente  multiple  d'ordre  G  et. 
chacune  des  isotropes  de  O  comme  tangente  multiple  d'ordre 
(l-f-/\  la  courbe  X'  pourra  admettre  le  point  O  comme  point 
multiple  d'ordre  G'  cl  chacun  des  points  I  et  «I  comme  point  mul- 
tiple d'ordre  G'-f-  /•;  G'  dépendra  de  la  classe  de  X  et  Ton  aura 

n  _  g  =r  /W'—  G'=  G  -h  G'-f-  ir. 
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Si  l'angle  V  varie,  la  podaire  X'  a  pour  enveloppe  la  courbe  X. 
Avec  G  =  o,  G'=o,  r=i,  on  a  une  conique  X  de  fo^er  O  et  un 
cercle  bitangenlX'  ayant  son  centre  sur  l'axe  non  focal  ;  avec  G=  i , 
G'  =  o,  /•  =  o,  on  a  une  parabole  X  de  foyer  O  et  une  tangente  X'; 
avec  G  =  o,  G'=  1,  /•  =  o,  on  a  un  cercle  X'  passant  en  O  et  un 
point  X  du  cercle.  Avec  G  =  o,  G'  =  a,  r  =  o,  on  a  un  cercle  X 
et  un  limaçon  de  Pascal  X'. 

m. 

11.  Supposons  maintenant  que  X  est  une  courbe  unicursale 
dont  les  langentes  a  sont  données  par  l'équation 

*X(/)-4-^ji(/)-h,sv(/)=o, 

les  polynômes  A,  tu.,  v  étant  de  degré  n  ;  déterminons  a'  points  sur 
chaque  tangente  en  la  coupant  par  la  courbe  variable 

V'\{x,  y,  5)  +  r-»B(j,  y,  5)-+-...=  o, 

les  poUnômcs  A,  1$,  ...  .  étant  de  degré  a';  le  lieu  de  ces  a'  points 
est  une  courbe  X'  dont  on  aura  le  degré  m'  en  disant  :  si 
l'on    cherche    les    points   de    cctle    courbe    situés   sur    la  droite 

a  r  -\-  by-\-c z  —  o,  on  doit  remplacer  j%^',  z  par  cx(t)  —  ^*'(/),  •••«. 
ce  qui  donne  une  équation  en  /  du  degré  a'//  -f-  /•,  et  tel  serait  le 
degré  de  la  courbe  V;  si,  pour  des  valeurs  /0  de  t  en  nombre  0, 
l.i  tangente  à  X  fait  parlie  de  la  courbe  de  transformation  ci- 
dessus,  il  faut  supprimer  0  droites  dans  la  courbe  X';  enfin,  si  les 
choses  sont  telles  qu'un  point  de  V  corresponde  à  a  tangentes 
de  X,  on  aura  la  formule 

<ii)  a  m'  =  in  -4-  (/•  —  0), 

qui  remplace  la  première  des  loi  nulles  (-).  Soit  maintenant  /// 
Tordre  de  \,  de  sorte  cpie   l'on  aura   pour  le  point  A 

/•      _       y      __      z 
\a  t  )  '~   \\(t)  ~~   \{f  >' 

avec  des  pnl\  nomes  de  degré  ni  ;  on  aura  un  point  uni  de  la  cor- 
respondance (a,  a)  qui  existe  entre  A  et  A'  en  remplaçant  .r,  r,  z 
par  L(/),   ...   flans  l'équation  de  la  courbe  \ariahlc  ci-dessus,   ce 
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(|iii  donne  une  équation  en  t  du  degré  %' m  -f-  /•;  mais  il  faut  sup- 
primer les  0  valeurs  l0  qui  se  présentent  clans  ce  calcul,  puisque 
le  point  A0  est  sur  la  tangente  a0,  et  l'on  a  la  formule 

(\'t)  A  =  a'//i -h(r  —  0), 

qui  remplace  la  formule  (8).  On  a  alors 

A  —  a  m'  =  a'  (  m    -  n)        ou         A  =  a'  m  -+-  (  a  m'  —  a'  n  ), 

c'est-à-dire  la  première  des  formules  (6). 

Les  premières  remarques  du  n°  7  n'ont  plus  lieu  ici. 

IV. 

12.  Le  cas  où  X,  par  exemple,  est  une  conique  mérite  une 
mention  spéciale  et  nous  remonterons  ici  aux  formules  (2),  (3),  (4). 
Si  la  correspondance  tangenlielle  (2,  m')  se  décompose,  on  a  né- 
cessairement une  correspondance  (1,  a')  et  une  correspondance 
(1,  [3');  un  point  A'  commun  à  X'  et  à  X  donne  deux  tangentes  a 
coïncidentes  qui  ne  peuvent  appartenir  à  la  même  correspon- 
dance (1,  a')  ou  (i,  fi')  :  la  courbe  X'  est  donc  tangente  en  A'  à  la 
conique;  le  nombre  des  contacts,  ordinaires  ou  singuliers,  est 
alors  m',  quel  que  doive  être  a'.  Dans  les  formules  (2),  (3),  (/{),  il 
faut  faire  p  =  o,  a  =  1 ,  fi  =  1 ,  a  =  o,  b  —  o,  ce  qui  donne  À*  =  o, 
c=  m';  la  formule  (5)  montre  mieux  l'importance  du  cas  n  =  2. 

Considérons  la  courbe  X'  donnée  par  l'équation 

\ .  =  o  étant  l'équation  ponctuelle  de  la  conique  X;  c'est  une 
courbe  d'ordre  2/71,  ayant  m  (m  —  1)  points  doubles,  et  qui  a  2/;?. 
contacts  avec  la  conique  X.  Une  courbe  d'ordre  2 /m  ayant  ces 
propriétés  doit  d'ailleurs  dépendre  de  m(m -\-  2)  paramètres,  ce 
qui  est  le  nombre  des  paramètres  de  l'équation  ci-dessus,  X  étant 
donné;  mais  cela  ne  signifie  pas  que  toute  courbe  d'ordre  \im 
ayant  les  propriétés  indiquées  a  une  équation  de  la  forme  ci- 
dessus;  la  courbe  X'  est  ici  l'enveloppe  des  courbes 

*Vw-i   *-»'•/#«+■  \  =  o, 

et  l'on  peut  observer  que  les  m  (m  —  1)  points  doubles  de  X'  et 
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les  im  points  de  contact  de  X'  avec  X  sont  à  une  courbe 
d'ordre  m,  que  X  infini  donne  la  courbe  double  /£_,  =  o,  .... 

Je  dis  maintenant  que  la  correspondance  tangentîelle  (2,2  m) 
entre  X  et  X'  se  décompose  en  deux  correspondances  (i,//i)  et 
(i ,  m).  Avec  les  idées  du  paragraphe  III,  la  conique  esl  l'enveloppe 

de  la  droite 

x  tl  -+-  i  y  t  -+-  z  —  o, 

et  son  équation  est  y2 —  xz  =  o,  ou 

(xt  ->- yf  —  x(xt*-h  *yl  -4-  z)  =  n; 

l'équation  de  X'  devient 

(y*  —  xz  )  f}n_x  —f}„  =  o, 
ou 

en  coupant  cette  courbe  par  la  tangente  variable  xt*-\- .  . .  =  o, 
on  a  2 m  points  qui  se  séparent  en  deux  groupes  de  m  points, 
attendu  que  Ton  a,  avec  e  =  zfc  i , 

on  a  aussi  bien 

(yt  -+-  z)fm-\  —  £//,„  =  o. 

On   aurait    ici   n  =  •>.,  /•  —  i ,  a'=  m,  0  =  i   (/  =  x,  ou   t  =  o, 
selon  la  courbe  de  transformation  employée),  a  =  i ,  cl  par  suite 


m'—  ont. 


Pour  passer  aux  idées  du  paragraphe  II,  nous  éliminerons  y 
entre  les  équations  ci-dessus  des  deux  courbes  de  transformation 
et  nous  aurons  la  courbe  plus  symétrique 

tîx  fm-\  -r-  '*  -  tjm  —  ZJ ,„_  |  =  O  i 

les  coordonnées  f/,  k  \  w  de  la  tangente  à  la  conique  étant  /2,  a/,  i, 
on  a  les  équations  de  transformation 

(    u..ifm-x  -5-  s  *'./*,„  ■■-  ir.5/"„,_t=  o, 

avec  les  formules 

u  c  n 

Zl  )'j  m  -\  "+-  ^///z  >  —  >  J%ZJ  m-\  'ïiyjni-  I  —  -J  m) 
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et  les  points  fondamentaux 

(  fm       =  O    (  X  =  O  (  5  =  0  (    X  =  O 

|  /„,_,  =  O    |  ^/,„-i  ■+-  £//,,  =  O    (  yfm-\—lfm  =  °    !    z  =  O. 

La  conique  ayant  pour  équation  tangentielle  v2 — 4uw=o, 
on  a  ici  6  =  2(r,  <v  =  o  et  v  =  o,  //  =  o),  et  l'équation  ponctuelle 
de  X',  déduite  de  l'équation  tangentielle  de  X,  se  présente  avec 
le  facteur  xz ;  on  a  d'ailleurs  8'=am2,  avec  m(m  —  i)  points 
doubles,  m  point  simples,  m  autres  points  simples. 

On  peut  encore  démontrer  la  décomposition  de  la  correspon- 
dance tangentielle  en  menant  des  tangentes  à  la  conique  X  par 
un  point  pris  sur  X';  on  laisse  l'équation  de  X'  sous  la  forme  (16), 
et  l'on  s'appuie  sur  cette  remarque  :  Si  l'on  cherche,  avec  un  pa- 
ramètre t,  les  tangentes  menées  à  une  conique  X  par  un  point 
#i*  y\t  Z\  du  plan,  et  si  l'on  résout  l'équation  du  second  degré 
en  /,  on  a  sous  le  radical  la  seule  quantité  Xh  puisque  les  racines 
ne  deviennent  égales  que  pour  Xt  =  o;  on  le  vérifie  aisément  en 
considérant  le  point  donné  comme  l'intersection  des  droites  */,, 
i',,  w{  et  //,  vy  w  ,  en  écrivant  que  la  droite  ut  -+■  /*/, .. .  est  tan- 
gente, etc.  Dès  lors,  les  deux  tangentes  se  sépareront  si  le  point 
est  pris  sur  la  courbe  X',  puisqu'on  aura  alors  constamment 

f\~  J  m\  -^li  •  •  •  ) 

//w-l(#l«  •  •  -) 

Avec  m  =  i ,  les  deux  courbes  X  et  X'  sont  deux  coniques  dou- 
blement tangentes. 

13.  Avec  m  =  a,  la  courbe  X'  est  une  quartique  binodale  qui 
peut  être  quelconque.  Parmi  les  systèmes  de  coniques  quadruple- 
ment  tangentes  à  une  quartique  binodale  X',  et  qui  sont  en 
nombre  2* —  (2  -+-  1)  ou  i3,  est  un  système  qui  comprend  la 
droite  double  AC;  l'équation  de  cette  droite  étant/,  =  o,  une  co- 
nique du  système  ayant  pour  équation  X  =  o,  l'équation  de  X' 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

X/?-/|-o; 

la  correspondance  tangentielle  (:>.,  4)  entre  X  et  X'  se  décompose 
donc  en  deux  correspondances  (1,  2)  et  (1,  2).  Si  A  est  un  point 


i 
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de  rebrousscment  de  X',  les  coniques  X  passent  en  A  et  sont  tri- 
plement tangentes  à  X';  si  A  et  C  sont  des  points  de  rebroussc- 
menl  de  X',  les  coniques  X  passent  en  A  et  C  et  sont  doublement 
langentes  à  X'  :  par  exemple,  si  X'  est  une  cartésienne,  les  co- 
niques X  sont  les  cercles  bilangcnts  qui  ont  leurs  centres  sur 
Taxe. 

Pour  une  quarlique  trinodale,  don}  les  points  doubles  sont  A, 
B,  C,  il  existe  trois  systèmes  de  coniques  X  quad;  uplement  tan- 
gentes analogues  au  système  précédent;  on  vérifierait  ici  les  faits 
indiqués  à  la  fin  du  nu  7.  La  quarlique  peut  élre  un  limaçon  de 
Pascal,  la  conique  étant  un  cercle  bilangent  qui  a  son  centre  sur 
Taxe. 

14.  Une  quarlique  trinodale  X'  admet  un  quatrième  système 
de  coniques  X  quadruplement  tangentes,  et  l'on  est  alors  dans 
le  cas  du  n°  10  :  la  correspondance  tangenlielle  (2,  4)  se  décom- 
pose en  deux  correspondances  (1,  1)  et  (1,  3).  L'équation  de  X', 
rapportée  au  triangle  ABC  des  points  doubles,  est 


a 


1  .  •  •  . 

x1  y1 

et  la  transformation 


. . .  =0, 


//./•         cr         ir: 

-.—    —    —    y  /.  -f-    m  -+-  v   =  O 

A  a  v 


donne      une      conique      \;      si      Ion       pose      \  ■— hc —  /*-',    ..., 
F  =  £•//  —  fff,   .  .  . ,  l'équation  ponctuelle  de  la  conique  est 

A  À2./'2  -h  ...  -r-  V.  F  \JL  V  ) 'Z  -!-  .  .  .   =  <>, 

et  l'enveloppe  de  cette  courbe,  quand  A.  jjl,  v  varient  sous  la  con- 
dition A -j-  [jl  4- v  =  o,  est  la  quarlique  \'.  Si  la  quarlique  a  x 
points  de  rebroiissement,  les  coniques  considérées  ici  passent  par 
ces  x'  points  (lin  du  n"  3)  el  ont  avec  la  quarlique  des  contacts  vé- 
ritables au  nombre  \ — x' ;  avec  un  limaçon  de  Pascal,  ces  coniques 
sont  les  cercles  bilangenls  qui  ont  leurs  centres  sur  le  cercle  dont 
le  limaçon  esl  une  conclioïde,  cl  ils  sont  liés  au  pôle  d'analla^- 
matie  silué  sur  Taxe. 

I*i.    On  a  des  faits  corrélatifs  de  ceux  des  n°s  12,   1*{,   I  t.  Pour 
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le  n"  13,  on  considère  une  conique  X'  et  une  courbe  de  quatrième 
classe  X  ayant  deux  bitangenles;  la  conique  X'  est  une  conique 
quadruplemenl  tangente  à  X,  et  du  système  qui  comprend  la  co- 
nique formée  des  deux  bitangenles;  si  l'une  des  bitangenles  est 
remplacée  par  une  tangente  d'inflexion,  la  conique  X'doil  loucher 
celte  tangente  et  être  triplement  tangente  à  la  courbe.  On  peut 
r.voir  une  courbe  de  quatrième  classe  X  ayant  Irois  tangentes 
doubles,  etc. 

Pour  le  n°  14,  X  peul  êlre  un  limaçon  de  Pascal,  courbe  de 
quatrième  classe  ayant  deux  tangentes  d'inflexion  el  une  bilan- 
gente  :  la  conique  X'  doit  loucher  les  deux  langenles  d'inflexion 
et  être  doublement  tangente  a  X. 

16.  La  quartique  trinodale  X'  des  n"*  13  et  14  peul  dégénérer 
en  une  cubique  nodale  et  une  droite  :  la  conique  X  ayant  trois 
contacts  avec  la  cubique,  la  correspondance  tangenlielle  (a,  3)  se 
décompose  en  deux  correspondances  (i,  i)  el  (i,  ï>.).  Même  ré- 
sultat pour  une  courbe  de  troisième  classe  X  avant  une  tangente 
double  et  une  conique  X';  la  courbe  X  est  une  quartique  tricus- 
pidale,  une  hypocycloïde  à  trois  rebrousseinenls  par  exemple,  une 
cardioïde.  Soit  une  courbe  de  troisième  ordre  et  de  troisième 
classe  :  elle  a  un  point  de  rebroussement  et  une  tangente  d'in- 
flexion ;  si  on  la  prend  comme  courbe  X',  la  conique  X  doit  passer 
par  le  point  de  rebroussement  et  être  doublement  tangente  à  la 
courbe;  si  on  la  prend  comme  courbe  X,  la  conique  X'  doit 
toucher  la  tangente  d'inflexion  et  être  doublement  tangente  à  la 
courbe. 


fin  nt  tosik  xxv. 


ERRATUM. 


l'âge  j'„  ligne  3  en  remontant,  au  li. 

Page  SS,  ligne  3  en  descendant,  au  li 
Page  ij3,  ligne   10  en  descendant,  au 

foi*  trop  forte. 

Page  1 45,  ligne  19  en  descendant,  au 

mitive,  lire  :  partie  du  rayon  de  la  c. 


ide:  (-)*!_„  lire:  (-ift..,. 
eu  de  :  huit  foit  trop  faible,  I 


:u  de  :  pattie  de  la  circonfêr 
onference  primitive. 
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